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Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird,

zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora-
torien u. 8. w., bedingt. Wahrend aber durch die vorhandenen
Einrichtungen zwar die Kenntnigs des gegenwirtigen Inhaltes der
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stehende und weitblickende Minner wiederholt auf einen Mangel
hinweisen miissen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlichen
Ausbildung jiingerer Krifte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das
Gebdude der Wissenschaft ruht.

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker
derexakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
den und Lernenden zuginglich gemacht werden. FEs soll dadurch
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Friichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen
ihrem Namen geméss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
ausden Gebieten derMathematik,Astronomie,Physik,Chemie
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fithrt von jetzt ab Professor
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
ibernahmen: fiir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fiir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Minehen), fiir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), fiir Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig).
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Abhandlung iiber eine besondere Klasse alge-

braisch auflosharer Gleichungen.
Von

N. H. Abel.

(Aus dem vierten Bande des Journals fiir die reine und angewandte
Mathematik von 4. L, Crelle. 1829

Obgleiﬁh die algebraische Auflosung der Gleichungen im
allgemeinen nicht moglich ist, so giebt es wenigstens besondere
Gleichungen jeden Grades, welche eine derartige Auflosung
zulassen.!) Dies sind zum Beispiel die Gleichungen der Form
" —1=0. Die Auflésung dieser Gleichungen beruht auf
gewissen Relationen, die zwischen den Wurzeln bestehen.
Ich versuchte diese Methode zu verallgemeinern, indem ich
voraussetzte, dass zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung
derartig unter einander verbunden seien, dass man die eine
rational durch die andere ausdriicken kann; eine derartige
Gleichung kann, wie ich fand, stets durch eine gewisse An-
zahl von Gleichungen niedrigeren Grades celist werden.
Es giebt auch Fille, wo man die gegebene Gleichung selbst
algebraisch lésen kann. Dies tritt zum Beispiel stets ein,
wenn die gegebene Gleichung irreductibel und ihr Grad eine
Primzahl ist. Dasselbe findet noch statt, wenn alle Wurzeln
einer Gleichung durch:

o = - :'i P "'-\. L]
z, Oz, @z, Oz, ... " 'g, wo @'y = g ist,

ausgedriickt werden konnen; Gz soll dabei eine rationale

Function von z sein und @*x, @, . .. sollen Functionen der-
selben Form wie Gz zwei, drei u. s. w. mal genommen bhedeuten.
1%

Wir filhren Wissen.
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N. H. Abel.
P — 1
Z—
ist, zu dieser Gattung; denn bezeichnet man mit « eine pri-
mitive Wurzel fiir den Modul #»,2) so kann man bekanntlich die
n — 1 Wurzeln durch:

2 3 n—2 n—1
. L £4 ¢ . .
RN R R e T e TR e I

Die Gleichung = 0 gehort, wenn 2 eine Primzahl

d. h. wenn man 2% = @z gsetzt, durch:
1o NLE Vo O R O L R O UL 7 Y 7 om e i

darstellen.

Dieselbe Eigenschatt kommt einer gewissen Klasse von
Gleichungen zu, welche die Theorie der elliptischen Funetionen
liefert. 3

Allgemein gelang es mir, das folgende Theorem zu be-
weisen:

Wenn die Wurzeln einer Gleichung irgend welchen Grades
unter einander derartig verbunden sind, dass alle Wurzeln
rational durch eine von ihnen ausgedriickt werden konnen,
welche wir mit « bezeichnen, und wenn man ferner, [132] falls
man durch @z und ®,x irgend zwei beliebige Wurzeln be-
zeichnet,

00,2 = 0,0

hat, so ist die Gleichung, um die es sich handelt, immer alge-
braisch auflosbar. Setzt man die Gleichung als irreduetibel
voraus und ist ihr Grad:

g ¥ V, " Y.
i S N %o
WO «,, C,, ... ¢, verschiedene Primzahlen sind, so kann

man die Auflosung dieser Gleichung reduciren auf die von 7,
Gleichungen vom Grade ¢, , von v, Gleichungen vom Grade «,,
von v, Gleichungen vom Grade ¢, u. s. w.

Nachdem ich diese Theorie allgemein dargestellf habe,
werde ich sie auf die Kreisfunctionen und elliptischen Fune-
tionen?) anwenden.

=I5 |

Wir betrachten zuerst den Fall, bei welchem nach Voraus-
setzung zwei Wurzeln einer irreductiblen®) Gleichung™) derartig

*) Eine Gleichung ¢ = 0, deren Coefficienten rationale Func-
tionen einer gewissen Anzahl bekannter Grissen a, b, ¢ sind, wird

Wir fithren Wissen.
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Eine besondere Klasse algebraisch auflisbarer Gleichungen. 5

unter einander verbunden seien, dass die eine rational durch
die andere ausgedriickt werden kann.

Es sei:
(1) px—0
eine Gleichung vom Grade g und 2z’ und =, zwei Wurzeln,
welche unter einander durch die Gleichung:

(2) B0y

verbunden sind; hierbei bedeute &z eine rationale Funetion
von # und von bekannten Grissen. Da die Grisse ' eine
der Wurzeln der Gleichung ist, so hat man ¢(z') = O und
infolge von (2):

(3) p(@z,) = 0.

Iech behaupte jetzt, dass diese Gleichung auch noch giiltig
bleibt, wenn man an Stelle von #, irgend eine andere Wurzel
der vorgelegten Gleichung setzt. Man hat thatsichlich das
folgende Theorem *):

[133] Theorem I. Wenn eine Wurzel einer irreductiblen
Gleichung @@ = O einer anderen Gleichung fz =— (O geniigt,
wo [z eine rationale Function von # und von bhekannten
Grossen, welche nach Voraussetzung in ¢ enthalten sind,

irreductibel genannt, wenn es unmoglich ist, irgend eine ihrer
Wurzeln durch eine Gleichung niedrigeren Grades, deren Coeffi-
cienten ebenfalls rationale Functionen von «, b, ¢ ... sind, auszu-
driicken.

*) Dieses Theorem liisst sich, wie folgt, leicht beweisen: Wie

auch 1mmer die rationale Funection fz beschaffen ist, so kann man

. M : :
immer [z = 7> Wobei M und N ganze Functionen von z ohne
i

gemeinsamen Factor sind, setzen; eine ganze Function von # kann
immer in die Form P -+ (). ¢x gebracht werden; P und @ sind
dabei derartige ganze Functionen, dass der Grad von P kleiner als
derjenige der Function ¢ ist. Setzt man daher M = P4 Q- gux,
P+ Q- -9z
N
die Wurzel von ¢z = 0, welche gleichzeitig /o = 0 geniigt; », wird
daher gleichzeitig eine Wurzel der Gleichung P = 0. Wiire nun
P fiir irgend einen Werth des # nicht Null, so giebt diese GGleichung
x, als Wurzel einer (Gleichung niedrigeren Grades als desjenigen
von gpx = 0; dies ist im Widerspruch mit unserer Annahme; da-

so hat man fa =

Dies vorausgeschickt, bedeute z,

her ist P = 0 und folglich fu = ¢z N hieraus ersieht man, dass

[ gleichzeitig mit ¢« Null wird. Q. E. D.

Wir fithren Wissen.
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bezeichnet, so wird diese letztere Gleichung auch befriedigt,
wenn man an Stelle von 2z irgend eine Wurzel der Gleichung
pxr = 0 setzt.

Die linke Seite der Gleichung (3) ist eine rationale Function
von x, daher hat man:

(4) @ (@) =0

d. h. wenn 2 irgend eine Wurzel der Gleichung @x = O ist,
8o ist es auch die Grisse .

Da Gz, eine Wurzel der Gleichung o =— 0 ist, so ist
jetzt infolge des Voraufgegangenen auch ©& @z, eine Wurzel;
ebenso sind @@ Gz, und die weiteren Grossen, die man er-
hilt, indem man die Operation, welche mit & bhezeichnet ist,
eine beliebige Anzahl mal wiederholt, Wurzeln. Es sei zur
Abkiirzung:

BCg. — e O g, = BPu i@ xi=— % 08w,
gesetzt, dann hat man die Reihe:

(5) Bone LG () 2 e Glg

"4 ) ‘43

, wenn @z =0,

-

und alle diese Grossen sind Wurzeln der Gleichung o = 0.
Die Reihe (5] wird eine unendliche Anzahl von Gliedern haben, |
aber da die Gleichung ¢z = O nur eine endliche Anzahl :'
verschiedener Wurzeln hat, so miissen mehrere Grossen der
Reihe (5) unter einander gleich sein.

Wir setzen daher z. B. voraus:
Oy, — @mtny,

oder: I
(6) 0" (OMy) — @My, =0,

indem man beachtet, dass @" "z, = O"EO"'x, ist.

Die linke Seite der Gleichung (6) ist eine rationale Funetion
von @z ; nun ist diese Grosse eme Wurzel der Gleichung
¢qx = 0, daher kann man infolge des oben ausgesprochenen |
Theorems », an die Stelle von @™z, setzen. [134] Dies er-

i
giebt:

) Y 1] e WY

({) “ Wy == gy

hierbei kann man voraussetzen, dass » den kleinsten mig-

lichen Werth bezeichnet, so dass die Grossen: |
(8 1 R 1, PR O o gl T L 3 e

alle unter einander verschieden seien.
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Eine besondere Klasse algebraisch auflisbarer Gleichungen. 7

Die Gleichung (7) ergiebt:
Ok Oy, = @z, , d.h. Oty — OFy, .

Diese Formel zeigt, dass von dem Term G"™'z, aus die
Glieder der Reihe (8) sich in derselben Aufeinanderfolge re-
produciren. Die n Grossen (8) sind daher die einzigen der
Reihe (5), die unter einander verschieden sind.

Dies vorausgeschickt, sei, wenn wp > » ist, x, eine andere
Wurzel der vorgelegten Gleichung, welche nicht in der Reihe (8)
enthalten sei, dann folgt aus dem Theorem I, dass alle Grossen:

(9) et (DS, By s G N e

LS

gleichfalls Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. Ieh be-
haupte nun, dass diese Reihe auch nur % unter einander und
von den Grossen in (8) verschiedene Grissen enthiilt. In der
That, da @"x, — x, = O ist, so hat man infolge des Theo-
rems I: @"z, —z, = 0 und folglich:

Oy, — Gz, .

Daher sind die einzigen Grossen der Reihe (9), welche unter
einander verschieden sein konnen, die » ersten:

(10) SRR OF SR C S S i R
Diese sind nothwendiger Weise unter einander und von den
Grossen (8) verschieden. Wiire nimlich etwa:

)i £oi ke V

Otz =G x, ;

wo m und » kleiner als » sind, so wiirde folgen: @™z, = @"xz,;
dies ist aber unmoglich, denn alle Grossen (8) sind unfer ein-
ander verschieden. Hitte man hingegen:

=) e Vv
¥ @y, — 0O'x,,
30 wiirde folgen:

@H-—?H @F‘Ti e @H-—'ﬂl @ﬂlm i A @ﬂ-—-ﬁi+?ﬂ
- — L i——

daher:

, = 0"z, =1,

, = - n—m-+v
Ty — 0 T s

das heisst die Wurzel x, wire in der Reihe (8) enthalten,
was gegen die Voraussetzung ist.

[135] Die Anzahl der Wurzeln, welche in (8) und (10)
enthalten sind, ist gleich 27 ; daher ist ;¢ entweder gleich 2#
oder griosser als diese Zahl.

W SLUB
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In dem letzteren Falle sei x, eine Wurzel, welche von den
in (8) und (10) enthaltenen Wurzeln verschieden sei, dann
hat man eine neue Reihe von Wurzeln:

i;i e : .E-_.-r _.-?'E'_l,.-u
|| :1"3 1 @:Ea 3 () .Lﬂ, PR O --'t"s ? E F &

Man beweist genau auf dieselbe Art, dass die » ersten
dieser Wurzeln unter einander und von den Wurzeln (8) und
(10) verschieden sind.

Indem man diesen Process fortsetzt, bis alle Wurzeln der
Gleichung @z = 0 erschopft sind, sieht man, dass die © Wur-
zeln dieser Gleichung sich in mehrere Gruppen theilen, die
aus n Termen bestehen; daher ist w durech » theilbar; be-
zeichnet man mit s die Zahl der Gruppen, so hat man: “

(11) (Lt=m-n.

| Die Wurzeln selbgt sind:
l By o O I i DA

. - E L] ?'3-_-.,1 r
c : - L ';H,_I" L = ll'_j e ]
(12) 1 eI VORI O 7 RIS mis v X
A ¥ )& A —A

Wenn m =— 1 ist, so hat man ¢ = »n und die p Wurzeln
der Gleichung @« = 0 sind durch:

(13) IR O SR il SRR T Ol

ausgedriickt. In diesem Falle ist, wie man weiter sehen wird,
die Gleichung @« = 0 algebraisch autlosbar. Aber diese
| Eigenschaft findet nicht immer statt, wenn s grosser als die
| Einheit ist. Man kann dann nur die Auflosung der Gleichung
| gpx = 0 auf diejenige einer Gleichung 7-ten Grades reduciren,
|
|
|
|

deren Coefficienten von einer Gleichung m-ten Grades ab- |
hingen; dies wollen wir im folgenden Paragraphen beweisen. lp

8 2.

| Betrachten wir irgend eine der Gruppen (12), z. B. die
| erste, und setzen wir:

| (ﬂ‘—m)(m-—-Or){'r—Om) — O™y |
| (14] — rn | rr H—E n—1 1) e ¢

|

Wir fithren Wissen.
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dann sind die Wurzeln dieser Gleichung:
-_ﬂ_.-l ﬂ—l,-
RTINS I RO & M

und die Coefficienten A7, A7, ... 4,(™ sind rationale und
[136] symmetrische Functionen dieser Grossen. Wir werden
sehen, dass man die Aufstellung dieser Coefficienten von der
Auflosung einer einzigen Gleichung m-ten Grades abhiingig
machen kann.

Um dies nachzuweisen, betrachten wir irgend eine ratio-
nale und symmetrische Funetion von x,, Gz, Oz, ...
@1z, . Bie sei!

(15) y, = flz,, Ox,, O, ... 0" 'w,).

Setzt man an die Stelle von x, der Reihe nach z,, z,,
... @y, 50 nimmt die Function y, verschiedene Werthe an,
welche wir mit 4,, %y, ¥s, - - - Ym bezeichnen. Beachtet man
dies und bildet eine Gleichung m-ten Grades:

(16) 4™+ p, y™t + 2y P+ -+ P Y+ P =0,

deren Wurzeln 7, , ¥y, U5 - - - Yp Sind, so behaupte ich, dass
die Coefficienten dieser Gleichung rational durch die bekannten
f Grossen, welche man durch die vorgelegte Gleichung als ge-
geben voraussetzt, ausgedriickt werden kdénnen.

Da die Grossen @Ox,, @*x, , ... @" "'z, rationale Functionen
von z, sind, so ist es auch y, . Es sei:

4 i

| [y, = Pz,
(17) dann haben wir auch:
| Yo = Py Y3 = Fagy oo Ym = By, .
Setzt man in (15) der Reihe nach @z,, @*z,, Gz, ...
@"'z, an Stelle von x, und beachtet, dass 0"z, = z,,
I O"+iy — Oz, O" g, = Oz, u. 8. w. ist, so ist Klar,
dass die Function y, ihren Werth nicht dndert, daher hat man:
U F{El ::E”(@-.r:l] — F{(:_-)E;;;l] AT [ }ﬂ(@”"" :1:1]

und ebenso:

o = Fr, = F(0,) = F(6's,)

|

o= F(O"x,)

# L] L] & ® ] ] L L] # [ - E L] " ® L] L

RN T W R o T T o T
ffm*—I"ﬂr—"I’KO“mJ'——ﬁ(O -"m) oo = F(6G Loalh

R R e

e
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10 N. H. Abel.

Erhebt man jedes Glied dieser Gleichungen in die »-te
Potenz, so folgt: |
1 | | , ,
Y = v {(Fz,)” + (FOz,)” 4+ 4 (PO Y
)

I
l‘ Yo == {{liz, )\ {FiOx;)" + (PO )Y}

| 1 L : = y
il f:“-fi;a T ” {{F:l?m)ﬂ ~+ (FOx,,)" - 4 (FFE" ' Tp) } '

| Addirt man die zuletzt hingeschriebenen Gleichungen, so
hat man den Werth von: I

| Yty Y+ 4y

1137] als rationale und symmetrische Funection aller
Wurzeln der Gleichung ¢z = 0 ausgedriickt, es ist nimlich:

| : {irglain |
(19) Yo % Yy o Y= — Z(Fa). |
Die rechte Seite dieser Gleichung kann rational durch die 1

Coetficienten von ¢« und @z, d. h. durch bekannte Grissen,
ausgedriickt werden. Setzt man daher:

| (20) ry=1u + Yy 4y,

so hat man den Werth von », fiir irgend einen ganzzahligen
Index ». Kennt man aber »,, 7, ... 7y, S0 kann man den
Werth jeder symmetrischen Function der Grossen v, , v,, ... ,,
_ finden. Man kann daher auf diese Art alle Coefficienten der
| Gleichung (16) finden und folglich jede rationale und symme- |
trische Funetion von o, , Oz, , @z, , ... O" 'z vermige einer

Gleichung im-ten Grades bestimmen. Auf diese Art gewinnt I8
man die Coefficienten der Gleichung (14), deren Auflésung dann |
| den Werth von #, u. s. w. ergiebt. |
| Man ersieht hierans, dass man die Auflésung der Gleichung |

pxr =0, welche vom Grade w = m - n ist, auf diejenige
einer gewissen Anzahl Gleichungen vom Grade 772 und » zuriick-
fithren kann. Es geniigt sogar, wie wir sehen werden, eine
| einzige Gleichung vom Grade 22 und m Gleichungen vom Grade »
| aufzultsen.

-
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Eine besondere Klasse algebraisch auflgsbarer Gleichungen. 11

Bs sei ya, irgend einer der Coefficienten A/, A7, ... 4,
wir setzen dann:

21) ¢, = yf - Yxy - Ys - PE, - Ef:' WYXy = e Yo Yy

Da 4" - yx, eine symmetrische Function der Grossen z,,
Ow,, ... @" 'z, ist, so hat man, wenn man beachtet, dass

Oz, = x,, Oz, = Bz, u. 8. w. ist:
Yy - Yo, =
(Fz,)’-ya, = (FOz,) Y O, =---=(FO"'z,)"- ¢ O" 'z,
daher:
Yy Yo, =
1

(B, A (PO O, (FO" 2, O}
Fiir 4¥ - Yx,, yY - Y, ... Y Y, findet man ihnliche Aus-
driicke, indem man z,, z,, ... %, an die Stelle von x, setzt.
Fiihrt man diese Werthe ein, so sieht man, dass ¢, eine ratio-
nale und symmetrische Function aller Wurzeln der Gleichung
px = 0 ist. Man hat in der That:

(22) e % S(Fx) -y

Daher kann man ¢, rational durch bekannte Grossen aus-
driicken.

Beachtet man dies und setzt » =0, 1, 2, 3 ... m — 1,
so ergiebt die Formel (21):

138] Yo, + Yo, o+ Yam =1,
Y WX, + Y W&y + - - T Y PTyy = 1y,
2 :
Yo B WT, + - = Y Wy =1,

R/ B M= g 4§ o S S
yl '7["'11 + y; ‘1”*}”:‘. + gy "JI_' ?f-jn ip‘f’iﬂ- e tm—l 3

Aus diesen Gleichungen, die in Bezug auf Yz, , Yz, ...
Wz, linear sind, findet man leicht die Werthe dieser Grissen
als rationale Funetionen von ¥,, %5, %3, <+« Ym -

Wir filhren Wissen.
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Setzt man:

(23) f'f’f = '.’fe:'[ff e ff:s) o (Y — ffm}
e ffm-i _I_ RIH—E ym—a + R?R -3.".")’?“'_3 + %) ik _I_ 'R-j Y + R{} 3

so hat man:

— ﬁﬂ Rn I E"i Ri 5 #9. Rﬂ BRI t-m--eRm—a e fm—i .
l Ru i JHf!i Y =i Rafﬁ - e i Rm—iffin-ﬂ yiil_l

Die Grossen R, R,, ... R, ., sind rationale Funetionen
VO ¥y Y3y Yyy - .- Yy aber man kann sie durch y, allein
ausdriicken.  Multiplicirt man némlich (23) mit y — y,, so
hat man:

24) pa

Y — 9y —9,) [y —yp)
o M e 0T o8 T et RSO e
=y" (B — %)y (B — Yo By o) g™ + - -

Vergleicht man die gleich hohen Potenzen von 7, so schliesst
man:

| RmH:‘-, =Y, T P 5
By =Yy Lyy_s + P = y; + 0,9, + s,
By =y Bpy_s +p, =y +=2,Y; S Pl 0k,

o
o
e

S L mn—=2 N 1
; Ru "“‘ff-i +131-§f| _,_f"vz.‘?'i 7 _,_ = _{"Fm—i ’

Setzt man diese Werthe ein, so wird der Ausdruck von iz,
eine rationale Function von 7, und von bekannten Grossen.
Man sieht, dass wenn der Nenner:

Ru =4 JR; Yy — Riff? o i Rm_g?fi”_ﬂ —+- -yi“’"‘

nicht Null wird, es stets moglich ist, wz, auf diese Art zu
finden. Man kann thatsichlich der Function 7, eine unend-
liche Anzahl Formen geben, welche diese Gleichung unmiglich
machen, z. B. indem man setzt:

(26) y, = (¢ — ) (¢ — Oz, )(a¢ — O, ... (¢ — O"! z,)

wo « unbestimmt ist, dann kann der Nenner, um den es sich

handelt, nicht verschwinden. Da dieser Nenner nimlich das-
selbe wie:

!

Wir fithren Wissen.
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W — %)W — Ys) -+ (92 — Ym)
ist, [139] so wiirde man, wenn er Null wiire,

Yy =— Ui
haben, das heisst:

(¢ —x,)(c— On) -+ (¢« — O 'g,)
= (& — wp){e — Oxg) -+ - (0 — O 2)

dies ist unmoglich, denn alle Wurzeln z,, Oz, , @z, ,
@z, sind von.den: Wurzeln z;, O, @z, ... O '
verschieden.

Die Coefficienten A4/, 4”7, ... 4,(") konnen daher rational
durch eine und dieselbe Funetion y,, deren Werth von einer
GGleichung m-~ten Grades abhingt, ausgedriickt werden.

Die Wurzeln der Gleichung (14) sind:
ML E N O bt SO s PR

Ersetzt man in den Coefficienten 4/, A7, uw s. w. y, durch

&

Ysy Ygy »++ Yy, 90 erhdlt man m — 1 andere Gleichungen,
deren Wurzeln bheziehungsweise sind:

/ ) =1

AR 5P S O i A

o s =1,

l,}.-':j -: @-_}LE ? PR T ] (.} J..-"S J‘

. =1 W, .. -”-_"1 ¥

ﬂf’m? () J_:ﬂz ? s & = O :I)?J.E -

Theorem II. Die vorgelegte Gleichung @z = 0 kann
daher in s Gleichungen vom Grade 7 zerlegt werden; die
Coefficienten dieser Gleichungen sind dabei rationale Functionen
je einer Wurzel einer einzigen Gleichung m-ten Grades. )

Diese letztere Gleichung ist im allgemeinen nicht alge-
braisch auflésbar, wenn sie den vierten Grad iibersteigt; aber
die Gleichung (14) und die anderen ihnlichen sind es, wie
wir im folgenden Paragraphen sehen werden, stets, wenn die
Coefficienten 4, A7 u.s. w. bekannt sind.

§ 3.

In dem voraufgegangenen Paragraphen haben wir den
Fall, bei dem m griosser als die Einheit ist, betrachtet. Jetzt
wollen wir uns mit dem Fall, bei dem m = 1 ist, beschiiftigen.

W SLUB

Wir fithren Wissen.
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In diesem Falle hat man g = », und die Wurzeln der
Gleichung ¢z = 0 sind:

7 Ly » i - e e H—1 AT w
12") :-I:l ? oa..-"l , 0 :?_'II ? & & & @l I)(A'i )

ich behaupte nun, dass jede Gleichung, deren Wurzeln auf
diese Art ausgedriickt werden konnen, algebraisch auflos-
bar 1ist.

[140] Sei ¢ irgend eine Wurzel der Gleichung « — 1 = 0
und setzen wir:

(28) Yyr=(24+aOz+a* Pz a"Or 4 - a1 O1g)H 7)

so ist Yz eine rationale Function von 2. Diese Funetion
kann nun durch die Coefficienten von ¢« und @z rational
ausgedriickt werden.

Setzt man &™x an die Stelle von z, so hat man:
lp My — {@mﬂﬂ _l" ct @m+-lm _I__ ﬂ'i', (91 +2 4 + ol +
4 atMOLg |- gt QUF g ... gl @UH—I ) B
man hat aber:

O e, @ e Gy . G

‘o

@1?1*— i T :

H
daher:

YOy = (mu—-mm N L e OV
J Oy @y 4 @ O gL e M QJH—IIJIH _

Nun ist ¢* = 1, daher:

YO"r = [a Mz + a«Ox 4 *Q*c - - - - | " TIOH 1 g *
= (=M (x| 0@x+ *O?x -+ - ot~ Ot Apt,
da

cU(—m) — 1
ist, so ersieht man, dass:
WOy —
ist. Setzt man m = 1, 2, 3, ... u — 1 und addirt hierauf,

g0 findet man:

(29) Wa'= i (e + Oz + p@®z 4 - - - 4+ YOIz},

- R .

R —
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Eine besondere Klasse algebraisch auflisbarer Gleichungen. 15

o ist daher eine rationale und symmetrische Function aller
Wurzeln der Gleichung @z = 0 und folglich kann man vz
rational durch bekannte Grossen ausdriicken.

Wenn vz =wv gesetzt wird, so folgt aus der Gleichung (28):

2 :
Vv=zo+aOr+ @z ... 4+ "1 QU 1y,

Beachtet man dies und bezeichnet die ux Wurzeln der
Gleichung
et —1 =0
durch

(31) B G e R )y

und die entsprechenden Werthe des v durch:

(32) R R e T s R | R

so ergiebt die Gleichung (30), indem man fiir ¢ der Reihe
nach 1. o 0, e R, Setzl

(141
-IVU =m—]—@1§+@ﬂm+._.+9‘{¢—jfr?

V’U_ =0+ a0+ a;@z | - o TIOM g

(33) Vﬂ

4 ¢, O+ ;O - .. - 4 ap-1gu—1y,

I“{

e La i | 2
Uy =8 0t 10"’4““‘“, O gt T QR g,

H=1
Addirt man diese Gleichungen, so hat man:
1

(34) 3 41—1—1“/17’1_!_];;-}_]7;:;—'—_!_?1’:&*1‘1

i

hierbei ist ]/rr” welches eine constante Grisse ist, durch — 4
ersetzt worden. $)

Hierdurch kennt man die Wurzel z. Allgemein findet man
die Wurzel @'z, indem man die erste der Gleichungen (33)
mit 1, die zweite mit o™, die dritte mit «7" u. s. w. mul-
tiplicirt und addirt; al:;addnn ergiebt sich:

{-3 5) (=) —

1 L Jpc e n
1 -m1/ —m -m
e A+« Vul -+-a, VL'.,-_, -+ .- ﬂluf_‘*_"_i V 'U#_i! 2

Wir fithren Wissen.
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16 N. H. Abel.

Giebt man »2 die Werthe O, 1, 2, ... u — 1, so hat man

den Werth aller Wurzeln der Gleichung.
Der vorausgehende Ausdruck fiir die Wurzeln enthiilt all-

gemein eine u — 1-fache Anzahl verschiedener Radicale der

LL
Form J/v. Daher hat er eine w”~'-fache Anzahl von Werthen,
wihrend die Gleichung @ = 0 nur w Wurzeln hat. Aber
man kann dem Ausdruck fiir die Wurzeln eine andere Form
geben, welche nicht dieser Schwierigkeit unterliegt. Wenn

nimlich der Werth von J/v, festgelegt ist, so ist auch der-

jenige der anderen Radicale, wie wir sogleich sehen werden,

bestimmt.

Wie auch immer die Zahl u beschaffen ist, gleichgiiltig
ob sie eine Primzahl oder keine Primzahl ist, so kann man
stets eine Wurzel ¢ der Gleichung a* — 1 — O finden, dass
die Wurzeln:

Bly S e i

i1 g

—1
durch:

(36)

dargestellt werden kénnen.
Beachtet man dies, so hat man:

U i bl g

JV’L',IL — x4k Ox 4 o* @2 4 . .. - M-k QU—1,
lV'Ui

Hieraus folgert man:

=+l a*OQ®x -4 - @Oy,

ﬂk@;ﬁ—]— ﬂﬂk@?ﬂ;—l— "'_I_ﬂ(lu_i)k@‘u_iﬂﬁ]
>< [I‘—I— Ef@:lf;—{- c:-:%@ﬂm_l_ - + ﬂtf’l*‘@ﬂ"—‘l mj-”"ff_

[142] Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale
Function von z, welche ihren Werth nicht iindert, wenn man
an die Stelle von z irgend eine andere Wurzel O™z setzt:
dies ersieht man leicht, indem man diese Substitution ausfiihrt
und auf die Gleichung @"*Yy — @Yz Riicksicht nimmt. Be-
zeichnet man die fragliche Function, um die es sich handelt,
mit YWz, so hat man:

V“”J’.:'

w,__\w—Fk
(_V'U.l) — 'IIUEJ:]!;}@:.‘Jz w@ﬂmz e w@@l'—il-ﬂ?
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« und infolgedessen:

[0

s ST =h 1
(39) Vsrﬂ._.(']/a-i) =—{Yo+ YOs+ Y@ o+ .-+ Yo'z},

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale und sym-
metrische Funetion der Wurzeln, daher kann man sie durch
bekannte Grissen ausdriicken. Bezeichnet man den Werth der
rechten Seite mit «;, so hat man:

(1 I .”._....”—1"'1'
(40) V”ﬂf ' ‘-.V“i} ——Gry

und infolgedessen: :
(41) s ’:_f’ [y}
.
Mit Hiilfe dieser Formel wird der Ausdruck fiir die Wurzel z:
42) == a4 Vo + 2 (Vo) + 2 1) + -
o "r’*‘:‘ 1% 'vl)‘”_iﬁ sty

Dieser Ausdruck fiir  hat nur u verschiedene Werthe, welche

S 1 TN

o}

[

i1l
man erhiilt, indem man an die Stelle von J/v, die u Werthe:

|Il

. W, i Ll i
/ : iy W =11/,
1*‘ Uy fc]/’ui e e V”| S e e Vt“.;
setzt.

Die Methode, welche wir im Voraufgegangenen zur Auf-
losung der Gleichung ¢z — 0 befolgten, stimmt im Grunde mit
derjenigen iiberein, von welcher Herr Gawuss in seinen Dig-
quisitiones arithmeticae!!) pag. 645 et seq. Gebrauch
gemacht hat, um eine gewisse Klasse von Gleichungen, zu
denen er in seinen Untersuchungen iiber die Gleichungen
z" —1 =0 gelangt war, aufzulésen. Diese Gleichungen haben
dieselbe Eigenthiimlichkeit wie unsere Gleichung % = 0,
nimlich dass alle ihre Wurzeln in der Form:

& Gp. ey ... 00 g

| 7

eyl

]
dargestellt werden konnen; Gz bedeutet dabei eine rationale
Funetion.

Infolge dessen, was voraufgeht, kinnen wir das folgende
Theorem aussprechen:

Ostwald's Klassiker. 111. 2




W SLUB

Wir filhren Wissen.

18 N. H. Abel.

Theorem III. Wenn die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung durch:

I O M e G TR

dargestellt werden konnen, [143] G@"x — x ist und Gz eine
rationale Function von 2 und bekannten Grossen bedeutet, so
ist diese Gleichung immer algebraisch losbar.

Als Corollar folgert man das folgende

Theorem IV. Wenn zwei Wurzeln einer irreductiblen
Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, in einem derartigen
Verhiiltniss stehen, dass man eine rational durch die andere
ausdriicken kann, so ist diese Gleichung algebraisch auflisbar.

Das folgt sofort aus der Gleichung (11)

g — e %,

denn, wenn w eine Primzahl ist, so muss man » = 1 haben,
und folglich driicken sich die Wurzeln durch z, Gz, Gz, ...
G~z aus.

In dem Fall, dass alle bekannten Grossen von ¢z und G
reell sind, erfreuen sich die Wurzeln der Gleichung o =0
einer bemerkenswerthen Kigenschaft, die wir nun bheweisen
wollen.

Infolge des Voraufgegangenen sieht man, dass @, —, rational
durch die Coefficienten von @2 und @z sowie durch « aus-
driickbar ist. Wenn daher diese Coefficienten reell sind, so
muss @, _, die Form:

Uy_y =@ b ¥V—1
haben; ¥V — 1 fritt nur wegen der Grisse «, die gewohnlich
imaginir ist und allgemein den Werth

21T —_— 2 7T

¢« = ¢08 — —+ V— 1 gin —
u u

haben kann, auf.
Aendert man in o« das Vorzeichen von JV— 1 und be-
zeichnet dann mit {I"u_‘ den entsprechenden Werth von a,,
i

{ ?
$0 hat man:

@py_y =a—b ot
Infolge (40) ist es evident, dass a'),_, = a, _, ist, daher
ist b = 0 und

43) Ay—y = @.

B

|

L
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* | @, , hat also stets einen reellen Werth. Auf dieselbe
I
Weise beweist man, dass:

| == =k ant’ o, == e — dV—1,

wobel ¢ und d reell sind.
Daher wird:

1 =0
U, _I_ U —1 &L
. -ty P )
Uy * Ve 4
| Hieraus folgert man:
;I _ : YT e 3
44 v, = ¢+ V—1V(a"* — ¢,

(144] und in Folge dessen ist Va'* — ¢* = d; hieraus ersieht
man, dass Va'* — ¢* stets einen reellen Werth hat.
Beachtet man dies, so kann man:

=

i =t k . : T
(4h) e —V.o ). cosd, Va*—c = (Vo) +sind

setzen; hierbei ist ¢ eine positive Grosse.
Hierans folgert man:

| ¢ —l— IFI{'P“ — {:EJE T “,{T) )
| ah

.

' ¥ N !
r.‘“h a’ = 9",

folglich wird ¢ gleich dem numerischen Werth von a. Ueber-
dies sieht man, dass o« immer positiv ist, wenn g eine un-
cgerade Zahl ist.

Kennt man ¢ und 0, so hat man:

=\ :g_’l'”- (cos d + ¥V — 1 sin d)

und folglich :

| e 0 21 JC ey 0k 2T
| V”1 — Vo (cua ot — 4 ¥V — 15in T
| I 1

il
Setzt man diesen Werth von ]/J!Jt in den Ausdrueck von z
(42), so nimmt er die Form an:

¢

Wl SLUB.
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20 N. H. Abel.
1 | —( o O2mm o —— . 6+2mn
(47) x= !— A+ Vo (E-Elﬂf i -V — lﬂillo—_l-_ ??-—L)
: 1 i [l 7
— 2(0 - 2m ) — . 2(0+2m )
+(f—1—gl/—_1)-(cns_( ": Bl i ”)
| 1
| e T 30—+ 2ms —— . 3(042mmn)
-+ (P4 Gl«’—l]V@-(msuﬁi _1_” ki YV —1sin— sl ”)
("
_ 4(0 4+ 2m 7t AL U Do)
+{f|+911_1}(f03 ( _l—” ) L) —1g8in— + i U) 1
| 1
-t Btl}.% :
o, 4, f, g, F, G u. s. w. sind rationale IFunctionen von
27t 2 7C :
¢oS —ir, sin —!-Ei und den Coefficienten von ¢ und Gz. Man
[ |

findet alle Wurzeln, indem man » die Werthe 0, 1, 2, 3, ...
u — 1 giebt.

Der voraufgehende Ausdruck fiir = ergiebt das

Theorem V. Um die Gleichung ¢z = O aufzuldsen, ge-
niigt es:

1) den Umfang des ganzen Kreises in g gleiche Theile

zu theilen,

2) einen Winkel 0, den man construiren kann, in w gleiche

Theile zu theilen,
3) die Quadratwurzel aus einer einzigen Grisse ¢ zu
ziehen. 12)

Dieses Theorem ist nur die Erweiterung eines fihnlichen
Theorems, welches Herr (Gauss in dem oben citirten Werke
pag. 651 '') ohne Beweis angiebt.

(145| Es ist noch zu bemerken, dass die Wurzeln der
Gleichung ¢x = 0 entweder simmtlich reell oder simmtlich
imaginir sind. Wenn eine Wurzel # reell ist, so sind es auch
thatsiichlich die anderen, wie die Ausdriicke:

it B O o AR O st

welche nur reelle Grossen enthalten, es zeigen. Wenn hin-
cegen « imaginir ist, so sind es auch die andern Wurzeln,
denn wenn z. B. @™z reell wiire, so wiire auch ©“~"(G"z)
— @"z = x gleichfalls gegen die Voraussetzung reell. In
dem ersten Falle ist « positiv und in dem zweiten negativ.
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Wenn « eine ungerade Zahl ist, so sind alle Wurzeln reell.

Die Methode, welche wir in diesem Paragraphen angegeben
haben, um die Gleichung @ = O aufzulésen, ist in allen
Fillen anwendbar, gleichgiiltic ob die Zahl y eine Primzahl
ist oder nicht; wenn aber i eine zusammengesetzte Zahl ist,
s0 ciebt es noch eine andere Methode, welche einige Ver-
einfachungen darbietet und die wir noch in wenigen Worten

auseinandersetzen wollen.
Wenn it = m - n ist, so konnen die Wurzeln:

G G G e O

auf folgende Art gruppirt werden:
: GOM 4 ! G2 4 ? =) (,;)(;-1— L )m Z,
G , @-m-—'rl x, () m+1 BipR R (_;}{:n—-l)nwj 7

G ; (5 1+2 ; ()22 4. : (¥ (_)(n—;}mri-e T,

£

?

L

6}”1—15.‘;] Q%m_l-'ﬂj 9:”“—1.1-’, it f‘}”’”_‘.r',

Setzt man zur Abkiirzung:

(48) %y — O o,
(49) & =@y 4 1 Om—= 0, Qlw=2gg; .« O 0= 10p,
so kann man die Wurzeln auf folgende Art schreiben:
BRsey ¥ O asas (OR v IO
500 120 %, 0=, Ols,, ... 617z,
m) Ty O g, Oy, ... O Ty,

Infolge dessen, was man im § 2 gesehen hat, kann man
daher die Gleichung @z — 0, welche vom Grade m - n 1st,
in m Gleichungen vom Grade 7, deren Coefficienten von einer
Gleichung vom Grade i abhingen, zerlegen. Die Wurzeln
tli?ﬁﬂl‘ m Gleichungen werden die Wurzen 1', respective 2, ...
' sein.

Wenn # eine andere zusammengesetzte Zahl m, - n, ist,
so kann man jede der Gleichungen vom Grade » auf dieselbe
Art in m, Gleichungen (146] vom Grade n, zerlegen; die
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22 N. H. Abel.

Coefficienten dieser Gleichungen hingen von einer Gleichung
vom Grade m, ab. Wenn », ebenfalls noch eine zusammen-
cesetzte Zahl ist, so kann man die Zerlegung auf dieselbe
Art fortsetzen.

Theorem VI. Setzt man allgemein:

51) W ==, m

. '}}‘?3 AP e

2 n

voraus, so wird die Auflosung der Gleichung @z = 0 aut
diejenige von » Gleichungen der Grade:

m,, M M M

l 22 - St i
zuriickgefiihrt.

Fis geniigt sogar, eine einzige Wurzel von jeder dieser
Gleichungen zun kennen, denn wenn man eine Wurzel der
vorgelegten (Gleichung kennt, so kann man alle anderen Wurzeln
als rationale Functionen dieser ausdriicken.

Die vorstehende Methode ist im Grunde dieselbe, welche
Herr Gauss fir die Reduction der Gleichung mit zwei Gliedern
z* = 1.=— 0 angiebt.

Um die vorstehende Zerlegung der Gleichung ¢z = 0

andere von niedrigerem Grade klarer darzuthun, behandeln

wir £« ='30 = 5 .3 -2 als Beispiel.
In diesem Falle sind:
IR .1 et (1 SR SR

die Wurzeln.
Zuerst bilden wir eine Gleichung 6. Grades, deren Wurzeln:

A i A O LA Lk N & ) RSN b

? )

sind. Sei R = 0 diese Gleichung, so kann man ihre Coef-
ficienten durch eine Grosse 7, welche Wurzel einer Gleichung
fiinften Grades P — O ist, rational bestimmen.

Da der Grad der Gleichung 22 = O selbst eine zusammen-
cesetzte Zahl ist, so bilden wir eine Gleichung dritten Grades

R, = 0, deren Wurzeln:

BRI O L8 VO O i

H

sind; die Coefficienten von R, sind rationale Functionen von y
und einer Grosse x, welche Wurzel einer Gleichung zweiten
Grades P, = O ist; bei dieser letzteren Gleichung sind die
Cloefficienten rational durch y ausdriickbar.

T
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Im Folgenden geben wir das Tableau der Operationen amn:
z* -+ 1y, %)+ 0" /i [y, %) - ® — I3 l:-?f: %) =0,
o 1“!" % =Y — 0,
ot e A eyt Ayt Ayt ok Ay Ay 0.
Man kann auch mit einer Gleichung zweiten Grades in @
oder mit einer Gleichung fiinften Grades beginnen.
[147] Nehmen wir die allcemeine Gleichung ¢z = 0

wieder vor.
Setzen wir (t = M -1 voraus, SO kann man:

.'I ] .?I ‘. . .n"_" 1 - i I,?f— 'E ——
52) L S R e e
setzen; % ist dabei durch eine Gleichung m-ten Grades,

nimlich:

E'JE)} ?}r,m. _l__ ,'.! ’ H'H.'—l + A —— 0;,

bestimmt; alle Coefficienten der letzten Gleichung sind rational
durch bekannte Grossen ausgedriickt.

Beachtet man dies und sind:

54) | w=m, mg-mg - My, und

| G o o VR R Rl (Y G T
verschiedene Arten, die Zahl ¢ in zwel Factoren zu zerlegen,
so kann man die vorgelegte Gleichung ¢z = 0 auf die folgen-
den o verschiedenmen Arten in zwei andere zerlegen:
F (z, y,) = 0, deren Wurzeln z, @iy, CGEE NN
@ —1)mg gind und deren Coefficienten sich als
(1) 1 rationale Functionen einer Grosse 7, , welche die Wurzel
einer Gleichung f,(y,) = 0 vom Grade my, ist, aus-
driicken lassen.
- F,(x,y,) =0, deren Wurzeln x, @y, @20, 6 s
7 @Uis—1)Myy gind und deren Coefficienten sich als
(2) ) rationale Functionen einer Grosse y,, welche die Wurzel
einer Gleichung f,(y,) = 0 vom Grade m, ist, aus-
driicken lassen.

l L = .'I"J'i.',l v {

F (@, 1y, = 0, deren Wurzeln x, O, O* e, ...
O @y=1)My 4 sind und deren Coefficienten sich als
(w) 1 rationale Functionen einer Grosse ¥, welche die Wurzel
einer Gleichung £, (%) = 0 vom Grade m,,, 18t, aus-
l driicken lassen.

Wir fithren Wissen.




Nehmen wir jetzt an, dass My My . My, paarweise
relativ. prim zu einander seien, so hehaupte ich dann, dass
man den Werth von  rational durch die Grossen 7, , v,,
Ys) + + + Yo ausdriicken kann. Wenn My, Mgy o« My, zZu
einander relativ prim sind, so ist es klar, dass es nur eine
emnzige Wurzel giebt, welche gleichzeitig allen Gleichungen :

(85) I (z, y,) = 0 "Wz, y,) =0, 1. Bz, y,) =0

|
|
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genugt, ndmlich die Wurzel z. Daher kann man nach einem
bekannten Theorem z rational durch die Coefficienten dieser
i Gleichungen und folglich durch die Grossen ¥,, ¥,, ... Y

| ausdriicken. |
Hierdurch hat man die Aufldsung der vorgelegten Gleichung |
11 auf diejenice von Gleichungen: f,y, — s Tt == 0 hus

| fo¥n = 0, welche respective von den Graden m, , m,, ... m,,

und deren Coefficienten rationale Funetionen der Coefficienten l.'
von px und Gz sind, zuriickgefiihrt,

{ [148] Will man es so einrichten, dass die Gleichungen :

(56) /l yi o 0? fﬂyi = 0 ] = f}.r}yf.f} = U

von moglichst niedrigem Grade sind, 80 muss man My, Ny, !

-+ . My, derartig wihlen, dass diese Zahlen Potenzen von |

Primzahlen sind. Wenn z. B. die vorgelegte Gleichung ¢z = 0
vom Grade:

= _ T b i J !.l't l..lr
(57) f==ig -2, e’ |
ist, wobei ¢,, &,, ... ¢y von einander verschiedene Prim- 1
| zahlen sind, so hat man:
- ’ v d L g’ hjt._ H y = p't;,
(58) P8t Mg =500 .. miget g¥i,

Da die vorgelegte Gleichung algebraisch auflosbar ist, so
sind es auch die Gleichungen (56), denn die Wurzeln dieser
Gleichungen sind rationale Functionen von z. Man kann die- |
selben leicht auf die folgende Art auflisen :

Die Grosse y ist eine rationale und symmeftrische Funetion
der Wurzeln der Gleichung (52), d. h. von:

(59] z, @m;}‘, (:')“”;r., ... @m=1)m,
Sei
60) y=Fs=f(z, Oz, @Mz, .. Gn—1)mg

e
Wl SLUB
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Eine besondere Klasse algebraisch auflosbarer Gleichungen. 25

s0 sind die Wurzeln der Gleichung (53):
(61) Fe, F(@z, ROz, ... F@% 'g);

ich behaupte nun, dass man diese Wurzeln auf die folgende
Art ausdriicken kann:

62) gy Ay g R A Ay

. bedeutet hierbei eine rationale Function von y und be-
kannten Grossen.

Man hat:
(63) F(Oz) =f{@ﬂ:, O(O"x), @O ... @(@f““‘)”*m}},

daher wird F(®x) ebenso wie 'z eine rationale und symme-
trische Funetion der Wurzeln z, @™z, ... OM—1)My;  mithin
kann man durch den Process, der in (24) gefunden ist, /(G x)
rational durech 'z ausdriicken. Sei daher:

F Oz =\ Fo=hy,

so hat man, indem man (in Folge des ersten Theorems)  durch
Oz, G, ... ORT y ersetut:

2 LG
FE3y LE Gy

|

A Y,

|

13
"Ly'.r

FO" =g = JF@"—2g = JM—1y;

was zu beweisen war.
Da jetzt die Wurzeln der Gleichung (53) durch

Yy }*;"fm ""'%ff: '**}Lm_lff

dargestellt werden konnen, so kann man diese Gleichung auf
dieselbe Art wie [149] die Gleichung ¢z — O algebraisch
losen. (Siehe Theorem III.)

Wenn m die Potenz einer Primzahl, m = &¥ ist, so kann

man % noch durch » Gleichungen vom Grade & bestimmen.
(Siehe Theorem VI.)

Wenn man bei dem Theorem III voraussetzt, dass i eine
Potenz von 2 ist, so hat man als Corollar das folgende
Theorem :




26 N. H. Abel.

| Theorem VII. Wenn die Wurzeln einer Gleichung vom
Grade 2“ darch:
|
|

it

i | ! e M e )
| | i, WO LRy REE R WOobeIEA e —

?

;I dargestellt werden konnen, so kann diese Gleichung durch
| Ausziehung von o Quadratwurzeln gelést werden.

)

| = SR LA e

i Wendet man dieses Theorem auf die Gleichung e — 0,

| ”{:_

| . . . : |
| wo 1 -+ 2" eine Primzahl ist, an, so ergiebt es den von

1 Herrn (Gawss fiir den Kreis gefundenen Satz.

|

|!

i § 4.

| Gleichungen, bei denen alle Wurzeln rational durch
| eine von ihnen sausgedriickt werden konnen.
|

Wir haben im Vorangegangenen (Theorem III) gesehen,
dass eine Gleichung beliebigen Grades, deren Wurzeln durch:

| T () OE ) i (Ut —1 1 !

1 ot TR i
10 ausgedriickt werden konnen, immer algebraisch aufloshar ist. 1
In diesem FKFalle sind alle Wurzeln durech eine von ihnen
rational ausgedriickt; aber eine Gleichung, deren Wurzeln i

diese Eigenthiimlichkeit haben, ist nicht immer algebraisch ;

auflogbar; ¥) trotzdem giebt es ausser dem im Voraufgehenden 1\

} betrachteten Falle noch einen anderen, in dem dies statt hat. ]
|

| Man gewinnt das folgende Theorem:
1!l Theorem VIII. Es sei yz = 0 irgend eine algebraische

;i Gleichung, bei der alle Wurzeln rational durch eine von ihnen,

| welche wir mit # bezeichnen, ausgedriickt werden konnen. ;;l
| Seien @z und @ = irgend zwei andere Wurzeln, so ist die |
?-if vorgelegte Gleichung algebraisch auflésbar, wenn man I

B0 t="0, @z hat. 1)

Der Beweis dieses Theorems kann sofort, wie wir sehen ‘
L il werden, auf die im § 2 auseinandergesetzte Theorie zuriick-
| gefithrt werden.

i # . 1

| Wenn man die Wurzel 2 kennt, so hat man zu gleicher |

i Zeit alle anderen, es geniigt daher, den Werth von x zu
suchen.

_— e =T e e =
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Eine besondere Klasse algebraisch auflisbarer Gleichungen. 27

Wenn die Gleichung:
(64) v =2
nicht irreductibel ist, so sei:
65] (T = ()

[150] die Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Wurzel z,
wenn die Coefficienten dieser Gleichung nur bekannte Grissen
enthalten, geniigen kann. Dann befinden sich die Wurzeln
der Gleichung ¢ 2 = O unter denjenigen der Gleichung yx =0
(vergleiche Theorem I), und folglich konnen sie rational durch
eine von ihnen ausgedriickt werden.

Beachtet man dies, so sei @Gz eine von x verschiedene
Wurzel; in Folge dessen, was man im ersten Paragraphen
gesehen hat, konnen die Wurzeln der Gleichung ¢ o = O,
wie folgt, ausgedriickt werden:

Ry RN ) i IRCORAPRE O Lt

] ]
@ g . i O

¥

i ? g )

Gy

e —4 7

Lom—i2 O, G 2,

-1 3 1 ?

bildet man die Gleichung:
66) "t -
A= LA e A Ar—1), 55 AN =0,

deren Wurzeln z, @z, @z, ... " 'z sind, so konnen die
Coefficienten 4’, A”, ... A rational durch eine Grisse y
ausgedriickt werden; diese ist Wurzel einer irreductiblen™)
Gleichung:

VIR o e o 0 T i e 7 S 4 Y

deren Coefficienten bekannte Grissen sind (siehe § 2).

# Man beweist leicht, dass diese Gleichung nicht reductibel
sein kann. Es sei R = 0 die irreductible Gleichung in y und v
ihr Grad. Eliminirt man #, so hat man eine Gleichung vom Grade
n+»v in x; daher ist nv = u. Man hat aber:

o
T

n=nm,

daher muss » = m sein; dies ist unmiglich, denn » ist kleiner
alg m. U. 8. 'w.

Wir fithren Wissen.




28 N. H. Abel.

Die Bestimmung von 2 kann vermoge zweier Gleichungen
(66) und (67) ausgefiihrt werden. Die erste dieser Gleichungen
ist algebraisch auflosbar, wenn man die Coefficienten, d. h.
die Grosse 7 als bekannt voraussetzt (siehe Theorem III).
Was die Gleichung in % betrifft, so werden wir heweisen.
dass 1hre Wurzeln dieselbe Kigenthiimlichkeit wie diejenigen
der vorgelegten Gleichung ¢z = O, nimlich rational durch
eine von ihnen ausdriickbar zu sein, besitzen.

Die Grosse y ist (siehe 15) eine gewisse, rationale und
symmetrische Function der Wurzeln z, Gz, @*x, ... O" g
Setzt man:

Y filE  Cr e Blimy s G 1)
so sind die anderen Wurzeln der Gleichung (67):
b8}y ="l Oz @ s NG

i e 3 ¥ Ty ..13.-'- ;.?I-_I-_rt I'I
Ym—1 — !{Q:'Hi'—l ) O“-m— 13 G Lm—yy - G Lmp—1q) -

1151] Jetzt in dem hier betrachteten Falle sind z,, ... z,,_,
rationale Functionen der Wurzel @. Setzen wir in Folge
dessen:

so haben die Wurzeln der Gleichung (67) die Form:
Yy = f(f‘:‘i 2. () @I T , @E@l 1A . O . T @l;'l}:l .

Nach unserer Annahme haben die Funectionen & und @, die
Eigenschaft, dass:
GO = 6,6

ist; in Folge des Theorems I hat diese Gleichung auch statt,
wenn man an die Stelle von # irgend eine andere Wurzel der
Gleichung ¢px = O setzt. Hieraus folgert man:

@O, = 00,01 =06,6%,
00,z = 06,0z =06, Pz,

|

@Y= O =—n0 Q" 2 pe—i0) Ofaite
Der Ausdruck fiir », wird hierdurch:

= {0,z, 0,0z, O @z .. 06 0=

Wir filhren Wissen.
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Eine besondere Klasse algebraisch auflisbarer Gleichungen. 29

und man sieht, dass 7, ebenso wie y eine rationale und
symmetrische Funetion der Wurzeln:

B CPa o 80

;I}:,

ist. Daher kann man (siehe § 2) », rational durch y und
durch bekannte Griossen ausdriicken. Dieselbe Betrachtungs-
weise lisst sich auf jede andere Wurzel der Gleichung (67)
anwenden. Seien jetzt Ay und 4, y irgend zwei Wurzeln, so
hehaupte ich, dass man:

-

Ly = A
hat. Da man z. B.
b= 10, S8z, SO0 )

hat, wenn:
@ =, O TS et e o)
ist, so hat man, indem man &,z an die Stelle von 2z setzt:
e =iiu e.c G668, 5.. Gr—t 6 @,z ,
wo y={(Ox, 6Oz, .. OO0z =Ly

ist, daher ist:
bl — (0, 0,2,00 Gz, ... 6 6,1
und anf gleiche Weise:

hiky = (@6 2,00, Oux, ... O @6 x);

I hieraus folgt, weil @ 6,z = @, &),z ist, dass:

| Die Wurzeln der Gleichung (67) besitzen daher genau die-
| selbe Eigenthiimlichkeit, wie diejenigen der Gleichung ¢z = 0.
[152] Beachtet man dies, so kann man auf die Gleichung
| (67) dasselbe Verfahren wie auf die Gleichung ¢z = O an-
'hl wenden, d. h. die Bestimmung von y kann vermige zweier
Gleichungen ausgefiihrt werden, von denen eine algebraisch
auflogsbar ist und die andere die Eigenthiimlichkeit der Glei-
chung g — O besitzt.
' Daher kann auch auf diese letztere Gleichung dasselbe
Verfahren angewandt werden. Fihrt man so fort, so ist es
klar, dass sich die Bestimmung von z vermdige einer gewissen

o
- —

—TT—

s
|
|
1
|
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Anzahl von Gleichungen, welche alle algebraisch aufléshar
sein werden, ausfihren lisst. Setzt man daher die Grossen,
welche mit # die Functionen:

77 N R GRS O N IR 5 S & M

bilden, als bekannt voraus, so ist endlich die Gleichung pr=_0
mittelst algebraischer Operationen aufléshar.

Ks ist klar, dass der Grad jeder der Gleichungen, auf
welche sich die Bestimmung von  reducirt, ein Factor von wu,
welches den Grad der Gleichung ¢« = 0 angiebt, ist.
Hieraus folgt: _

Theorem IX. Bezeichnet man die Grade dieser Glei-
chungen respective durch:

oy 'y /"

1? ‘ﬁ‘.! T | Irf'r“j!

30 hat man:
=00 N, 7, .

Bringt man das Voraufgehende mit dem, was im § 3 aus-
einandergesetzt wurde, in Zusammenhang, so hat man folgen-
des Theorem:

Theorem X. Setzt man den Grad u der Gleichung
gpx — 0 auf folgende Art zerlegt voraus:

- e M : IJ’_‘ }f: Sl 'r‘?.l'
(69) =¢g1-¢g2. 8" &%
WO &, &, &, ... &, Primzahlen sind, so kann die Bestimmung

von x mittelst der Auflosung von », Gleichungen vom Grade
&, von v, Gleichungen vom Grade &,, u. s. w. ausgefithrt
werden; alle diese Gleichungen sind algebraisch auflishar. 1)

In dem Falle, dass p = 2” ist, kann man den Werth von
x vermittelst der Ausziehung von » Quadratwurzeln finden.

§ 51:
Anwendung auf die Kreisfunectionen.

w " W s T 2 "'TI: . e
Bezeichnet man mit ¢ die Grosse —, so weiss man, dass
I

man eine algebraische Gleichung vom Grade m finden kann,
deren Wurzeln die 1 Grossen:

cosa, cos2a, cos3a, ... cCOSuQ@

- — i i T e N e R e -
e ———— T S ST e r—— -
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[153| und deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Diese
Gleichung ist:

| 0" . Yt —56) .. :
700 o4 — — o F _— B v s con =—().16
(70) 5 GiETdsRe -+ J
Wir werden sehen, dass diese Gleichung dieselbe Eigenschaft
wie die Gleichung ya = 0, welche wir im vorangehenden
Paragraphen betrachteten, hat.

Sel cose — 2, s0 hat man, wie auch immer a sei, nach
einer bekannten Formel:

(71 cosma = (4 (cosa) ;

hierbei bezeichnet ¢ eine ganze Funetion. Daher ist cosma,
welches irgend eine Wurzel der Gleichung (70) ausdriickt, eine
rationale Funetion der Wurzel 2. Sei & x eine andere Wurzel,
so behaupte ich, dass man:

('.') @I r— (.)l 'ﬂ)l

hat. Sei @,z = cosm'a, so ergiebt die Formel (71), indem
man m o an die Stelle von o setzt:

cos(mm'a) = G(cosm'a) = OO, z .
Auf dieselbe Art hat man:

cos(m'ma) = O (cos ma) = 6O, Ox;
daher ist:
06, z—= 0, Gz,

Nach dem, was man in dem vorangegangenen Paragraphen
cesehen hat, kann
27T
x " oder cosa = cos e
i
algebraisch bestimmt werden. Dies ist bekannt.
Setzen wir jetzt voraus, dass u eine Primzahl = 2»n - 1
ist, so sind die Wurzeln der Gleichung (70):

R e 4 71 dn
COS ——————=3 . CO8 ———— r++ COS - , C0827,
2n + 1

Die letzte Wurzel cos 27 ist gleich der Einheit, daher ist die
Gleichung (70) durch 2 — 1 theilbar. Die anderen Wurzeln
werden immer paarweise unter einander gleich, denn man hat:

Wir fithren Wissen.




a2 N. H. Abel.

s 2M7L i 2n—+1—m)2x g g,
§ p— 08 - . <
On i i1 , daber kann man eine
Gleichung mit den Wurzeln:
2;1‘ 'Elrx_r ; i
{72) COS , COS y Ui s 008 - AN
2n —+ 1 2n - 1 2n + 1 :.
finden. ’ ﬁ
: ] : |
Diese Gleichung ist: |
]
b 1702 1 G v i
I__ :‘3) " e ? s i I (“H} — 1}; e T _8_ (72 — Ej pht—3 '{
|l
{ ‘ i v
I 1 _w—B}(n—ﬁ}mn_* ln 1 -(?&—3}(:35—4)31”__5*.':0 o |
48 1.2 32 1.2 | e L
Beachtet man dies und sei: |
154] 271 :

I

COS =l =='C08S'a |

| : |

|

so hat man nach dem Voraufgegangenen: i
|

2mit o o

COS = Bz = cosma. |

2n -+ 1 1

Die Gleichung (73) wird daher durch die Wurzeln: I
@ g i

(74) Wi 1s ChE e et 1l
|

befriedigt. |
Wie auch immer der Werth von « sei, so hat man: I

1l

e ',]

@ (eosa) = cos ma . 1

|

Hieraus folgert man successiv:

©?*(cos &) = G (cos ma,

cos m*a

I

¢?(cos a) = G(cos m*a) = cos ma,

O (cos a) = O(cosm" ™" a) = cosm“a.

Die Wurzeln (74) werden daher: |

(1D) cosa, cosma, cosm'a, cosm’a, ... cosm%a, ..

S —

Wir fithren Wissen. ool



Eine besondere Klasse algebraisch auflésbarer Gleichungen. 33

Dies vorausgesetzt, behaupte ich, wenn e fiir den Modul
97n 4 1 eine Primitivwurzel?) ist (siehe Glauss, Disquis. arithm.,
pag. 53)11), dass alle Wurzeln:

(76) cosa, cosma, cosmia, ... cosm" g
unter einander verschieden sind. Hiitte man némlich:
cos m'a = cos m''a
wo w« und » kleiner als » sind, so wiirde man folgern:
mta = =m¥a -+ 2k,

wobei %4 eine ganze Zahl ist. Setzt man fiir o seinen Werth
27

2n - 1’

30 ergiebt dies:

m* = £=m" -+ k(2n-+41);
nun 1st
—= m¥ (=% = 1) =k(2n | 1),

folglich ist:
mrE—=7) _ 1

durch 27 - 1 theilbar; dies ist aber unmdoglich, denn 2 (1 — v
18t kleiner als 27 und wir haben vorausgesetzt, dass m eine
Primifivwurzel ist.
Man hat noch:
cos m"o = eos @ ,

denn m*" — 1 = (m" — 1)(m" + 1) ist durch 2n -} 1 theil-
bar; daher:

mt = — 14 ki2n—4 1),
und folglich: :

cosm"a = cos(— a 4+ k- 2mw) = cosa .

[155| Hieraus ersieht man, dass die #» Wurzeln der Gleichung
(73) sich dureh (76), d. h. durch:

B Gl ORI G e Wy O

ausdriicken lassen. In Folge des Theorems III ist daher diese
Gleichung algebraisch aufldsbar.

Wenn n = m, -m, - -- m,, ist, so kann man die ganze
Kreisperipherie vermoge o Gleichungen der Grade m,, m,, m,,
ov My, in 2n -+ 1 gleiche Theile theilen. Wenn die Zahlen

Ostwald's Klassiker, 111. 3

Ty

&L

]

Wir fithren Wissen.
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My, My, ... M, unter einander relativ prim sgind, so werden
die Cﬂefﬁmenteu dieser Gleichungen rationale ziahleﬂ

Ist » = 2", 8o hat man das bekannte Theorem iiber die
reguliiren Polygone, welche geometrisch construirt werden
konnen.

Vermoge des Theorems V sieht man, um den ganzen
Umfang des Kreises in 27 4+ 1 gleiche T]lE‘;llE zu theilen,
oeniigt es

1) den ganzen Umfang des Kreiges in 2 gleiche Theile

zu theilen;

2) einen Bogen, den man dann construiren kann, in 2#
gleiche Theile zu theilen;

3) aus einer einzigen Grosse o die Quadratwurzel auszu-

ziehen.

Herr Gauss'?) hat dieses Theorem in seinen Disquis. aus-
gesprochen und er fiigt hinzu, dass die Groésse, aus der man
die Wurzel ausziehen muss, gleich 2# - 1 ist. Dies kann
man auf die folgende Art leicht beweisen:

Wie man gesehen hat [(40), (38), (46)] ist ¢ der numerische
Werth der Grisse:

4+ aOx + «* Gz + R BN i X 0 LU V)
X (@4 a0+ 2@x .- L q@O' 1),

: 27T ATG
wohel « = cos = 4+ ¥V — 1 sin — ist. Setzt man fir «,
Gz, ... ihre Werthe cosa, cosma, cos m*a, ..., so hat

man.

+ o ={cosa—+ acosma- «*cosm*a—---- -4 " cosm™ 'a
n—1

X
J
X {eosa+-a" " eosma 4" cosm>a - - wcos " a)
Entwickelt man und setzt == ¢ in die Form:

B 0=t et L
50- findet man leicht:

.
+ cosm* ™' " Hag.cosm" " a + cosm"t " cosa -
+ cosm" ~H* g .cosma + - - - - cosm ~la-cosm” " a.

Jetzt hat man:

= ¢o08 a - cos mMa 4+ cosma -cos m* a4 - ..

cosm'a-cosmVa="1cos(m" a4 m"a) L - cos(ma—m"a,

Wir fithren Wissen.
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Eine besondere Klasse algebraisch anflisbarer Gleichungen. 35

daher wird:
— L{eos (m" — 1)@~ cos(m! '+ 1) ma—-cos (m' 4~ 1) m*a - - -
=) )¢ a ) S 1,
l ~+cos(m—4-1)m" ~'a} |
| + 1 {cos (m — 1)a 4 cos(m!*'— 1)ma—+ cos(m"— 1)m*a - -
—+-cos (??'.-*-3"— 1)-3”.'”" : r_‘_‘,[.} ;
156] Setzt man: (m* 4+ 1)a = a', (m"* — 1)a = o', so hat

- man.
| tu = ${c0sd O (cosa’) - @*(eosd )+ - - - O (cosdl )} +-
+ Heosa"+4 O(cosa”) 4 G*(cosa’) - - - - 4 O"*(cosa")}.

Dies vorausgesetzt, sind zwei Fille zu unterscheiden, nimlich
ob w von Null verschieden ist oder nicht.
Im ersten Falle ist es klar, dass COS a 1111{1 cos a’ Wurzvln
der Gleichung (73) sind, daher ist cosa’ — @Y £, dov e =— 0t |
Setzt man dies ein und beachtet, dass ®"z — = ist, so er-
giebt sich:

=100 @yt O g O OO 1)
| _1'_1;{{-7 Ex @t ... Qwa—-lm___.,;-,__@;;_:__..._._@E—im};

| daher ist:

ty, =2+ 0Oz Qx4 ... - "¢,

d. h. 7, ist gleich der Summe der Wurzeln; in Folge der
Gleichung (73) ist also:

In dem Falle, wo i = 0 ist, wird der Werth von £,:

t, = 1{cos 2a -+ cos 2ma -+ --- 4 cos 2mn—* al 4 An;

| nun ist cos 2a eine Wurzel der Gleichung (73), setzt man
daher: |

| cos 20 = @ ?

| so hat man:

e cos 2a + cos 2ma - -+ co8 2"y —
— @%@+t ... 4 Ot L Op... QI
folglich ist:

11

0 D g

|
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In Folge dieser Werthe von 7, und t,, wird der Werth von == g:

g =4n—f—Hat ot + o> 4 -0 0m1),

es 18t aber:

a_l__aﬂ_l_aﬁ_[___‘__l_ﬂﬂ—-!:__l?

daher wird:

=0 =41in 1 %:3?34—};
Da ¢ wesentlich positiv ist, so ist:
2n 1
0 — .
A 4
Dieser Werth von o ergiebt:

Vo =4V2n+1;

daher ist, wie es Herr Gfauss behauptet, die Wurzel, welche
auszuziehen ist, diejenige der Zahl 2»n - 1.

Christiania, den 29. Mirz 1828,

Wir fithren Wissen.
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Anmerkungen.

Wie bei fast jeder mathematischen Disciplin lassen sich
auch in der Entwickelung der Algebra zwei Perioden unfer-
scheiden: eine naive und eine kritische. Als das Jahr, in
welchem die Algebra von der ungebundenen Productionsweise,
die mehr auf Erweiterung als auf feste Sicherung des Besitzes
bedacht ist und in der statt strenger, scharfer Beweise auch
bisweilen das Hypothetische, welches dem Autor selbst oft
nicht klar zum Bewusstsein kommt, eine Rolle spielt, in ein
reiferes Stadium iibertrat, kann wohl mit Recht das Jahr 1799,
in welchem die Dissertation von C. F. Gauss (1777—1855)
erschien, angesehen werden. Die Gauss’'sche Arbeit (abge-
druckt in Heft 14 der Klassiker) stellt die Algebra zuerst auf
sichere und einwandsfreie Grundlage, indem sie einen strengen
und exacten Beweis fiir den Fundamentalsatz, dass jede alge-
braische Gleichung wenigstens eine Wurzel besitzf, liefert.
A.a. 0O.im § 9 (p. 20 der Ausgabe der Klassiker) stellt Gauss
auch bereits anliisslich der kritischen Besprechung der Beweise
seiner Vorginger die Auflisung der allgemeinen Gleichung
fiinften Grades als ungemein unwahrscheinlich hin. Unter
Auflosung versteht Gawuss hierbei eine algebraische, d. h. eine
Darstellung der Wurzeln der vorgelegten Gleichung durch eine
endliche Anzahl von Wurzelzeichen oder Radicalen, also eine
Zuriickfithrung -der vorgelegten Gleichung auf reine Gleichungen
(" = a). Der erste einwandsfreie Beweis fiir die Thatsache,
dass Gawss mit seiner Behauptung recht hatte, wurde von
N. H. Abel (1802—1829) in seiner 1826 erschienenen Arbeit:
»Démonstration de l'impossibilité de la résolution algébrique
des équations générales qui passent le quatrieme degré« er-
bracht (1. Band des Crelle'schen Journals f. d. r. und ang.
Math. = Oeuvres *), p. 66). Vorher hatte sich schon Paolo Ruffirne

*) Unter den Oeuvres von Abel sollen im Folgenden die Oeuvres
complétes de Niels Henril: Abel, nouvelle édition publiée par L. Sylow
et S. Lze (1881) verstanden werden.
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(1765—1822) mit dieser Frage beschiiftict. (Ueber die Ruffini-
schen Aufsiitze siehe die Arbeit von . Burkhardt. »Die Anfiinge
der Gruppentheorie und Paolo Ruffini«< in den Supplementen
zu Schlomilch’s Zeitschrift fir Math. u. Physik, Jahrgang 1892,
vgl. auch in Abel’s Oeuvres die Anmerkung Bd. II, p. 293).
Wihrend aber die allgemeine Gleichung von héherem als
viertem Grade nicht algebraisch aufloshar ist, giebt es sehr
wohl specielle Gleichungen héheren Grades, die algebraisch
auflosbar sind. Schon Vandermonde | 1735—1796) hatte in
der Gleichung #'' = 1 eine solche kennen gelehrt (Mémoire
sur la résolution des équations, erschienen in Histoire de I’aca-
démie des sciences, Paris 1771)*), und Gauss hat in Sectio 7
seiner Disquisitiones arithmeticae (erschienen in Leipzig 1801,
wiederabgedruckt im ersten Bande der gesammelten Werke
(1863)) diese Eigenschaft allgemein fiir die bei der Kreis-
theilung auftretenden Gleichungen, d. h. die Gleichungen, von
denen die Bestimmung der n-ten Einheitswurzeln abhingt, nach-
gewiesen. Die vorliegende Adbel'sche Abhandlung entdeckt den
springenden Punkt fir das von Gawss gefundene Resultat
darin, dass zwischen den Wurzeln der Kreistheilungsgleichungen
rationale Beziehungen bestehen, und lehrt uns hierdurch eine
grosse Klasse algebraisch auflosharer Gleichungen kennen. Die
von Abel behandelte Klasse von Gleichungen ist spiter nach
seinem Namen genannt worden, und zwar hat zuerst Leopold
Kronecker (1823—1891) die in der Einleitung an erster Stelle
charakterisirten sowie im § 3 behandelten auflosharen Glei-
chungen (Theorem III) als Abel’sche Gleichungen hezeichnet.
(L. Kronecker, Ueber die algebraisch auflésharen Gleichungen,
Berichte der Verhandlungen der Berliner Akademie, Jahrgang
1853, p. 368). In Anlehnung an C. Jordan (Traité des sub-
stitutions et des déquations algébriques, Paris, 1870, p. 287)
nennt man jetzt allgemein die umfassendere Klasse von Glei-
chungen, welche Abel an zweiter Stelle in der Einleitung de-
finirt und im § 4 (siehe Theorem VIII) behandelt hat, Abel’sche
Gleichungen. Diese jetzt iibliche, zuletzt erwiithnte Bezeich-
nungsweise findet sich auch in der Kiromecker’schen Arbeit
iiber Abel’'sche Gleichungen (Monatsberichte der Berliner Aka-
demie, Jahrgang 1877, p. 846). Am angefiihrten Orte hat

*) In deutscher Uebersetzung herausgegeben von C. Itxigsohn
unter dem Titel » Abhandlungen aus der reinen Mathematik von
N. Vandermonde.« Berlin 1888. In dieser Ausgabe findet man die
Wurzeln der Gleichung z'' =1 auf p. 63 (Artikel 35) angegeben.
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Kronecker auch fiir die specielle Gattung Abel’scher Gleichungen,
die er urspriinglich Abel’sche Gleichungen nannte, die DBe-
zeichnung »einfache Abel’'sche Gleichungenc eingefithrt; diese
Bezeichnung hat sich eingebiirgert.

Wiihrend Abel durch Relationen zwischen den Gleichungs-
wurzeln das Wesen der algebraischen Gleichungen zu dureh-
dringen suchte, war es Evariste Galois (1811—1832) vergonnt,
den Kernpunkt fiir die Behandlung aleebraischer Gleichungen
" qufzufinden. Galois hat die wichtigste Frage fiir die Be-
| handlung der Gleichungen in einer Gruppe von Vertauschungen
swischen den Gleichungswurzeln entdeckt; diese Gruppe, welche
zu jeder speciellen Gleichung gehort, spiegelt die charakteri-
stischen Merkmale der betreffenden Gleichung wieder. Galois’
hauptsiichlichste algebraische Arbeit ist erst lange nach seinem
Tode 1846 von Liouwille publicirt worden; die Qeuvres mathé-
matiques de Galois sind mit einer Einleitung von K. Picard
1897 von der Société mathématique de France herausgegeben
worden. Vom Standpunkte der Galois'schen Theorie sind die
Abel'schen Gleichungen auf folgende Art zu charakterisiren :
die Galois’sche Gruppe einer Abel’'schen Gleichung besteht
I aus vertauschbaren Substitutionen. Benutzt man den Begrift
der Irreduetibilitit, so gilt auch die Umkehrung, eine jede
irreductibele Gleichung, deren Galois'sche Gruppe nur aus ver-
| tausehbaren Substitutionen besteht, ist eine Abel’sche. Lisst
| man die beschrinkende Bestimmung der Irreductibilitit fort,

so gilt nur das Theorem, dass jeder irreductible Factor einer

Gleichung mit commutativer Galois'scher Gruppe eine Abel-
| sche Gleichung ist; die vorgelegte Gleichung selbst braucht
| keine Abel'seche zu sein, da sich nicht stets alle Wurzeln durch
1 eine rational ausdriicken zu lassen brauchen. (Vgl. den schon
| citirten Traité von Jordan, p. 287 ff. Jordan bezeichnet iibrigens
weitergehend jede Gleichung mit commutativer Galois’scher
Gruppe als Abel’'sche).

Wie Abel »in allen Fragen gewohnt war, den hochsten
Standpunkt einzunehmen«, so hat er auch in der vorliegenden
Arheit mit genialem Blick diejenige Gattung von Gleichungen,
welche iiberhaupt fiir die algebraische Auflosung der Glei-
chungen die einfachste und fundamentalste ist, herausgefunden.
Bedient man sich des Begriffes Abel’scher Gleichung, so kann
das Kriterium fiir die algebraische Auflosbarkeit einer (Gleichung
auf folgende Weise ausgesprochen werden: Damif eine Glei-
chung durch Wurzelzeichen auflisbar sei, ist nothwendig und
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hinreichend, dass ihre Auflosung auf die einer Kette irreduc-
| tibeler Abel'scher Gleichungen vom Primzahlgrade reducirt |
| werden kann. Diese Behandlungsweise verdankt man C. .Jordan.
(Traité, p. 886). Galois fiihrte die algebraisch auflgsbaren r
Gleichungen noch auf eine Kette reiner Gleichungen zuriick.
Um allerdings die bei der angegebenen Reduction auftretenden
einfachen Abel’schen Gleichungen zu losen, ist die Adjunction
von Einheitswurzeln erforderlich. Die betrachtete Art der
| Riickfiihrung der algebraiseh auflésharen Gleichungen auf
1 irreductibele Gleichungen mit einfacher Galois’scher Gruppe *)
| 18t auch der Erweiterung auf nicht auflisbare Gleichungen
fihig und ordnet mithin die von einem hiheren Standpunkte
sehr specielle Frage nach der aleebraischen Auflosbarkeit |
einem allgemeineren Probleme, niimlich der Reduction rgend
einer Gleichung auf eine Kette irreductibeler Gleichungen mit
einfacher (falois’scher Gruppe, unter. (Vgl. hierzu die Dar-
stellung von O. Hilder, Zuriickfiihrung einer beliebigen alge-
braischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen, Math. |
Annalen Bd. 34). |
Wihrend der hier vorliegende Aufsatz Adbel’s wie die bis-
her besprochenen Ergebnisse den zu Grunde gelegten Ratio- l
nalititsbereich nicht fixiren, sind die Abel’schen Untersuchungen
von Kronecker, vorziiglich in den zwei schon eitirten Aufsiitzen,
iiber das algebraische Gebiet hinaus fortgefithrt worden; Kiron-
ecker beschiftigte sich mit dem Problem: fiir einen gegebenen
Rationalititsbereich alle Abel’schen Gleichungen zu bestimmen.
Wihlt man als Rationalititshereich denjenigen, in welchem {
| nur die rationalen Zahlen als bekannt angesehen werden und
| den man den absoluten Rationalititshereich nennt, so fallen
il alle 4bel’schen Gleichungen unter die Kreistheilungsgleichungen.

I

|

|

Mit anderen Worten: Jede Wurzel elner im absoluten Ratio-
nalitiitshereiche Abel’schen Gleichung ist als rationale Funetion
von HEinheitswurzeln mit rationalen Coefficienten darstellbar.
Ausfiihrliche Beweise dieses von Kronecker nicht vollstindig | ¢
l bewiesenen Satzes wurden von . Weber in den Aecta math
4l Bd. 8 (1886) und .D. Hilbert in den Nachrichten der Gesell-

*) Die Galois’sche Gruppe einer irreductibelen einfachen Abel-
| schen Gleichung besteht aus den Potenzen einer einzigen cyklischen
| Substitution. Eine Gleichung, deren Galois'sche Gruppe aus einer
l cyklischen Substitution und deren Potenzen besteht, wird auch

TR e e B —

.i cyklisch genannt. Die Begriffe eyklische und irreductibele einfache
| Abel’sche Gleichung decken sich.
|
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schaft der Wissenschaften zu Gottingen (1896) veroffentlicht.
Vel. auch die Darstellung in H. Weber's Lehrbuch der Algebra,
Bd. 2, p. 762; 2. Auflage erschienen in Braunschweig 1899.
Auf diesen fundamentalen Satz war Kronecker bei der Be-
handlung der an Abel'sche Untersuchungen™) ankniipfenden
Aufgabe, eine nothwendige und hinreichende Form fiir alle
Ausdriicke, die Wurzeln 4bel'scher Gleichungen sein konnen,
anzugeben, gefithrt worden.

Der Nachweis fiir die Richtigkeit des Satzes, welchen
Kronecker seinen liebsten Jugendtraum nannte, »dass die
Abel’schen Gleichungen mit Quadratwurzeln rationaler Zahlen
durch die Transformationsgleichungen elliptischer Functionen
mit singuliren Moduln gerade so erschipft werden, wie die
ganzzahligen Abel’schen Gleichungen durch die Kreistheilungs-
gleichungen«, ist noch nicht erbracht. (Vgl. den Auszug eines
Briefes von L. Kronecker an E. Dedekind vom 15. Méirz 1880,
veroffentlicht von G. Frobenius in den Sitzungsberichten der
Berliner Akademie 1895, p. 115; ferner Monatsber. der Ber-
liner Akad. 1877, p. 851).

Einen kurzen Abriss iiber Abel’s Lieben und Leistungen
findet man in Nr. 71 der Klassiker; daher soll an dieser Stelle
hierauf nicht eingegangen werden. — In Bezug auf die vor-
liegende Abel’sche Arbeit sei noch bemerkt, sie ist im 4. Bande
des Crelle’schen Journals unter dem Titel »Mémoire sur une
classe particuliere d’équations résolubles algébriquement« in
franzisischer Sprache erschienen; der Uebersetzung wurde der
Crelle’'sche Text zu Grunde gelegt. Die in eckige Klammern
beigesetzten Zahlen der Uebersetzung beziehen sich auf diese
Originalausgabe. Die bei Crelle enthaltenen Druckfehler wurden
beseitigt und eine Vergleichung mit dem Text der Oeuvres,
nouv. éd. vorgenommen. In dieser Ausgabe ist die Arbeit in
Bd. I, p. 478—507 als Nr. 25 abgedruckt.

1) Zu S. 3. Diese Fassung ist die der Oeuvres. Nach
dem Crelle’schen Text lauten diese Zeilen: Die algebraischen
Gleichungen sind zwar im allgemeinen nicht aufldsbar; trotz-
dem giebt es fiir jeden Grad eine besondere Klagse, deren
algebraische Auflésung moglich ist.

*) Abel, Oeuvres, Bd. II, p. 217, sowie p. 260.
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2) Zu S. 4 u. 33. Die ganze positive Zahl ¢ heisst nach
Fluler (Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per
numeros primos resultantia, Comment. nov. Ae. Petrop. t. 18, |l

Jahrgang 1773) eine primitive Wurzel fiir die Primzahl », wenn
keine niedrigere als die n — 1-fe Potenz von « der Einheit
beziiglich des Modul » congruent ist. Fiir jede Primzahl #
existiren ¢ (n — 1) primitive Wurzeln; ¢ (n— 1) bedeutet dabei
diejenige zahlentheoretische Function, welche angiebt, wieviel
Zahlen in der Reihe: 1, 2, 3, ... » — 1 enthalten sind, die zu i
n relativ prim sind. Wenn « eine primitive Wurzel fiir die |
Primzahl » ist, so sind die sich bei der Division durch 7 er- i
gebenden Reste der Zahlen 1, «, «? a3, ... ¢®™? simmtlich
verschieden und ahgesehen von der Reihenfolge die Zahlen
1,2,3,...1n— 1. Vgl. Gauss, Disqu. arithm,, Art. 55—57. I

3) Zu S. 4. Welche Gleichungsklasse aus der Theorie I
der elliptischen Functionen 4bel hiermit im Auge hatte, kann
nicht mit Sicherheit gesagt werden. Auf einfache Abel’sche
GGleichungen . war Abel schon in seinen Recherches sur les
fonetions elliptiques (2. Bd. des Cprelle’schen Journals, 1827)
gestossen. Er reducirt dort die im allgemeinen algebraisch
nicht auflosbare Periodentheilungsgleichung auf eine im all-
cemeinen auch algebraisech nicht auflésbare Gleichung nied- .
rigeren Grades und Gleichungen, die nach Auflésung dieser '
ersteren Gleichung einfache Abel’sche Gleichungen sind; die
letzteren Gleichungen 16st er auch dort schon nach derselben
Methode wie in dem vorliegenden Aufsatze. (Man vgl. die
Formeln (114), (115), (116) u. (117) in den Oeuvres I, p. 313
u. 314 mit den Formeln (34), (35) und (42) der vorliegenden
Arbeit.) In der Fortsetzung der erwiihnten Arbeit (Bd. 3 des
Crelle’schen Journals, 1828) untersuchte er auch die Theilung
einer besonderen elliptischen Function, einer sogenannten

S e : dx
lemniscatischen Funection, welche aus dem Integral | —— —

|

|

. |

o ¥1i—uz! i

R =

entspringt. DBel dieser elliptischen Iunction mit singuliirem
Modul *) findet er die Periodentheilungsgleichung algebraisch
aufloshar und gewinnt wiederum einfache Abel’sche Glei-

*) Die Bezeichnung elliptische Functionen mit singulirem
Modul oder singuliire elliptische Function stammt von Kro-
necker. Elliptische Functionen, bei denen das Periodenverhiiltniss
einer ganzzahligen algebraischen Gleichung zweiten Grades mit
negativer Discriminante geniigt, filhren diesen Namen. |
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chungen. (Vgl. Formel (224), Oeuvres, Bd. L, p. 309). . Aus
diesen Untersuchungen ergiebt sich ihm auch der der Kreis-
theilung analoge wichtige geometrische Satz: Man kann den
Umfang der Lemniscate mittels Cirkels und Lineals in
gleiche Theile theilen, wenn » eine Primzahl von der Form
on 1. 1 oder gleich 2" oder gleich einem Producte aus
mehreren verschiedenen Zahlen dieser zwei Formen ist. (a. a. O.
p. 361, 362). Dieses Resultat war iibrigens Gauss schon hei
Abfassung seiner Disqu. arithm. bekannt; dies ergiebt sich
aus der im Artikel 335 bei der Kreistheilung gemachten, fiir
die Geschichte der Theorie der elliptischen Functionen unge-
mein interessanten Bemerkung: Namque (principia theoriae)
non solum ad functiones circulares, sed pari snceessu ad multas

alias funetiones transscendentes applicari possunf, e. g. ad eas,

quae ab integrali / ko -dj_-- pendent.
. Vl el

4) Zu S. 4. Die geplanten Untersuchungen aus der Theorie
der elliptischen Functionen sind nicht erschiemen. Am Ende
der Abhandlung findet sich bei Crelle die folgende Note: »Der
Autor dieses Aufsatzes wird beil anderer Gelegenheit Anwen-
dungen auf elliptische Functionen geben. (Die Redaction). «
Abel hatte die Absicht, vorziiglich die Untersuchungen iber
elliptische Funetionen mit singulirem Modul, die er in Crelle,
Bd. 3 begonnen hatte, weiter fortzufithren. Dies geht einerseits
aus den Recherches (Oeuvres Bd. I, p. 352), andererseits aus
dem Entwurf zur Fortsetzung der vorliegenden Arbeif, der
sich in Abel’s nachgelassenen Papieren vorgefunden hat und in
den Qeuvres, Bd. 2, p. 310 ff. abgedruckt ist, hervor. Das
weitgehendste bei der Theilung der singuldren -elliptischen
Functionen in Frage kommende Resultat lantet: Die Perioden-
theilungsgleichung einer elliptischen Function mit singuldrem
Modul ist stets algebraisch auflosbar. (Vgl. hierzu H. Weber,
Elliptische Functionen und algebraische Zahlen. Braunschweig
1891, p. 480 ff.) Abel beabsichtigte jedoch wohl nicht die
Frage in ihrem ganzen Umfange zu hehandeln. — In besonders
engem Zusammenhange mit den Abel’schen Gleichungen stehen
auch die Gleichungen, welchen die singuliren Moduln oder
Invarianten singulirer elliptischer Functionen geniigen. Diese
Gleichungen sind zwar im absoluten Rationalititshereiche keine
Abel’schen Gleichungen, sie werden es aber durch Adjunction
von Quadratwurzeln ganzer Zahlen. (Vgl. Kronecker in den
Berliner Monatsherichten, Jahrg. 1857, p. 455, Jahrg. 1862,
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p. 363 u. Jahrg. 1877, p. 851, sowie das soeben citirte Werk
von Weber.) Mit den singuliiren Moduln hat sich Abel selbst
auch schon beschiftigt. Mit vorausschauendem Blick sprach
er aus, dass die singuliren Moduln durch Wurzelzeichen aus-
driickbar sind. (Vgl. die Bemerkungen von Herrn Sylow in
Abel’s Oeuvres, Bd. 2, p. 316). Eine eingehende Behandlung
der singuliren elliptischen Gebilde ist auch von Herrn F. Klein
in seinen autographischen Vorlesungen iiber Zahlentheorie

(Gottingen, 1896) gegeben worden.

5) Zu S. 4. Der Begriff der Irreductibilitit ist davon ab-
hiingig, welche Grissen man als bekannt, rational oder gegeben
voraussetzt. Um ihn scharf zu fassen, hat Aronecker den
iibrigens auch schon Abel und Galois geliufigen Begriff des
Rationalititsbereiches eingefithrt. (Vgl. vorziiglich: Kro-
necker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebra-
ischen Grossen. Orelle, Bd. 92.) Ein Grossensystem bildet
einen Rationalititshereich, wenn es von der Vollstindigkeit ist,
dass die Addition, Subtraction, Multiplication und Division (mit
Ausnahme der Division durch Null) irgend welcher Zahlen des
Systems nur zu Zahlen desselben Systems fithrt. Der kleinste
mogliche Rationalititsbereich umfasst alle rationalen Zahlen.
Eine Gleichung ¢(z) = 0 mit Coefficienten aus einem Ratio-
nalititshereiche P heisst in Bezng auf diesen Bereich irreduc-
tibel, wenn die ganze rationale Function ¢(x), welche auf
der linken Seite der Gleichung steht, nicht in Factoren, die
ebenfalls nur Coefficienten aus diesem Bereich P haben, zer-
legt werden kann. Genau dasselbe, was Kronecker einen
Rationalititsbereich nennt, bezeichnet Dedekind in den Supple-
menten zu Dirichlet’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie (Braun-
schweig, 4. Auflage, 1894) als algebraischen Korper.

6) Zu S.13. Dieses Resultat ist weitergehend allgemein
fir imprimitive Gleichungen giiltig; eine irreductibele Abel-
sche nicht einfache Gleichung (m ~> 1) ist stets imprimitiv.
(Ueber Imprimitivitit sei auf die Darstellung in H. Weber’s
Lehrbuch der Algebra, Braunschweig, 2. Auflage, 1898, Bd. I,
§ 151, 158, 165 verwiesen.)

7) Zw S. 14. Hat man irgend eine Gleichung n-ten Grades
@ (@) = 0 mit den » Wurzeln z,, @,, @,, ... x,, und ist « eine
primitive n-te Einheitswurzel, so heisst: =, + ez, + «*w, - - -
~+ «" '@, Lagrange’sche Resolvente. (Lagrange, Réflexions sur
la résolution algébrique des équations. Oeuvres, Vol. 3, p. 331.)
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8) Zu S.15. Es wurde der Text der Oeuvres gegeniiber
dem etwas abweichenden Crelle’schen zu Grunde gelegt.

9) Zw S. 15. Bei einer jeden algebraisch auflosbaren
Gleichung kann man der Auflosung eine derartige Form geben,
dass die saimmtlichen auftretenden Radicale rationale Functionen
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung und gewisser Kinheits-
wurzeln sind. Auf das Auftreten der Einheitswurzeln hat A4bel,
bei dem sich dieser Satz (Oeuvres, Bd. 1, p. 75) zuerst findet,
nicht aufmerksam gemacht; dies geschah erst durch Kromecker
(Berliner Monatsberichte, 1879, p. 206). Die durch (35) ge-
gebene Losung hat, wie die Formeln (33) zeigen, die dem
Abel-Kronecker’schen Satz entsprechende Form.

10) Zuw S. 17. Die Gleichung (42) wird illusorisch, wenn v,
Null ist. In diesem Falle kann man auf folgende Art verfahren:
Es sei (e in my, 1y « o« My == 0, - 0, =My -1y = ++ - = == Wi Wois
wobei m,, m,, ... m, die Potenzen der verschiedenen in u
enthaltenen Primzahlen sind, zerlegt. Man kann dann eine

/o
f

zu m, relativ prime Zahl @, finden, dass ]/uﬂ, von Null ver-

schladan igt; auns (34), {35) und (36) folgt nidmlich, wenn
n, M,

— ¢, zur Abkiirzung gesetzt wird und m, den Werth &/

&,
hat, wobel &, eine Primzahl ist:
ﬁ s,
(Ol g — x) = > (et fh_..l]/y_|_m “rh_ﬂ.l)]/ S0

+ (ﬂ—(uu_i)“?l — 1) —'/:UJ[{-"—’;] :
Wenn % durch e, theilbar ist, so wird ¢—"% — 1 =0; wiire

| ¥ .
nun fiir jedes %, das nicht durch &, theilbar ist, V'U;E —3
s0 wiire gegen die Voraussetzung (&7t x — x; mithin existirt eine

zu m, = g™ relativ prime Zahl o, , dass 'l/au,,.z1 von Null ver-

schieden ist; ebenso giebt es eine zu m, relativ prime Zahl a,,

dass V’Uﬂ_} von Null verschieden ist, u. s. w., schliesslich exi-
stirt eine analoge Zahl «,. Bildet man:

o\ T )“’”‘*(Vv { gt 41 i

~und bestimmt, was fiir jeden Werth des % muglmh ist, »; aus

der Congruenz:
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k4 vp(na; +nya, 4 <o + 1,0, = 0 (mod. ),

so ist der hingeschriebene Ausdruek als symmetrische Function
der Gleichungswurzeln rational bekannt, er sei =— b;.. Die
Bestimmung von »;, ist fiir jedes & moglich, denn »,a, + n,a,
~+ ¢+ n,a, ist relativ prim zu ) es ist nimlich a, - »,
relativ prim zu o,, wihrend n,, 7, ... n, durch m, theilbar
sind; mithin ist », e, + n,a, + -+ - 4 n,a, relativ prim zu
M, ; w. 8. w.; schliesslich ist », a, + n,a0, 4+ - -+ 4+ n,,q,, relativ
prim zu m,,, mithin auch zu dem Producte m, - m,---m, = 1.
Ferner ist:

1 1ria

o=, Gl =7, (=
-.V'Uﬂt, — V”ui : V!"{g.i. — V”ﬁE: _ VIF{;,” = Vv, ;
daher wird:
o hf‘
/ - .
l I (ml o My, ,}pk
Vl'rr, e b Va,,
x selbst erhiilt dem Werth:
offa 1 | 14 b, +
v 'E-t i 5 I (i'-”'l '”'I'E H‘LLJ
l’ [ f-!f V 'fn'
| b" L br”_‘ = :
(mi N M) ‘ ('HEI Mg Mgy ) T
V“{f V"m, V” & 'a, V”I’?n Y Vg |
Dieser Ausdruck hat nur m, . m, - - - m, = u Werthe. Bei

dem Voraufgegangenen wurde die Darstellung von FH. Weber
in seiner Algebra, Bd. 1, p. 589 zu Grunde gelegt.

1) Zu 8. 17, 20 w. 33. Die von Abel citirten Stellen der
Disqu. arithm. sind die Artikel 359, 360 und 57. Wir bemerken
dies, um eine raschere Orientirung in Gawss gesammelten
Werken zu ermdiglichen.

12) Zw S. 20. In dem schon erwiihnten Manuscripte macht
Abel die Bemerkung: Wenn u« eine ungerade Zahl ist, so braucht
man keine Quadratwurzel auszuziehemn. Herr Sylow bheweist
dies in den Anmerkungen zun Abel’s Oeuvres, Bd. 2, p. 312
auf folgende Art:

Man hat:

(l

[

{J
S

v,=c+dV—1= (Va)" -(cosd + V— 1sindl;
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daher ist: I i

a 2 ecosd0 a
¢ !

13) Zu S. 26. Eine irreductible Gleichung, hei der alle
Wurzeln rational durch eine ausdriickbar sind, heisst eine
Galois'sche oder Normalgleichung. Bei einer Normalglei-
chung sind alle Wurzeln nicht nur durch eine bestimmte,
sondern durch jede rational ausdriickbar. Das Fundament der
(lalois’'schen Theorie besteht darin, dass sie jede beliebige
Gleichung auf eine Normalgleichung reducirt. (Galois, Oeuvres
math., p. 36, 37). Die Art der Reduction war bereits Abel
bekannt. (Oeuvres, Bd. I, p. 547.)

14) Zu S. 26. Kronecker (Berliner Monatsberichte, Jahrg.
1877, p. 847) nennt diese allgemeinen Abel’schen Gleichungen
im Gegensatze zu den einfachen mehrfaltige Abel’sche Glei-
chungen. In den Berliner Monatsherichten, Jahrg. 1882,
p. 1062, will er sogar zu der von ihm friiher verwandten Be-
zeichnungsweise zuriickgehen und die einfachen Abel sehen
Gleichungen wie urspriinglich Abel’sche Gleichungen, die all-
gemeinere Gattung ausdriicklich mehrfaltige Abel’sche  Glei-
chungen nennen.

15) Zu S. 30. Wir wollen diesen Satz vom Standpunkte
der Galois’schen Theorie noch beleuchten. Die Ordnung der
Galms'schen Gruppe einer jeden irreductibelen Gleichung ist

oleich dem Grade der Gleichung, also hier = &t-&}2--: g v,

In jeder commutativen oder Abel’sechen Gruppe ® der Ord-
nung &’1-¢el2 ... &'« giebt es eine Untergruppe €&, vom Grade

2

sin O

Yo =

ET’“: eine Untergruppe €, vom Grade &’z u.8. W, schliesslich

eine Untergruppe €, vom Grade & «; diese Gruppen haben
ausser der Einheit kein Element gemeinsam, und man kann
die ganze Gruppe als directes Product €, - €, -G, --- ¢, dieser
Untergruppen darstellen. Hieraus folgert man: Die Aui-
losung jeder irreductibelen Abel’schen Gleichung vom Grade

¥ I-_rn - i W # e - n
giieigm -4 ¢ve kann auf die Auflosung von « irreduetibelen

Abel’schen Gleichungen der Grade &1, &2, ... g, rzuriick-
cefiithrt werden; diese « Gleichungen lassen sich wegen der

Zerlegharkeit der Gruppe nebeneinander auflosen. Nun ent-
hilt jede commutative Gruppe &, der Ordnung &t eine com-

mutative Untergruppe der Ordnung &»7', diese eine commu-
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tative Untergruppe der Ordnung &1 w 8. w. fort; daher
kann die Auflﬂsuug einer Hleduﬂtlbﬁlell Abel’schen Glemhunn-

vom Grade &' auf die Auflésung von », irreductiblen ein-

fachen Abel’schen Gleichungen der Grade &, reducirt werden:
diese Gleichungen sind nach einander zu IGHBII Hiermit hat
man die von Abel ausgesprochenen Theoreme.

Will man noch tiefer in die Theorie der Abel’schen Glei-
chungen eindringen, so wird dies durch den folgenden Fun-
damentalsatz ermoglicht: In jeder commutativen endlichen
Gruppe & kann man stets ein System von erzeugenden Ele-
menten 4,, 4,, ... A4; von den 01dnungﬂn R T N
derartig a,usw.‘:mhlen dass das Product 7, -7, - - n; gleich der
Ordnung der Gluppe ® ist und sich JEdBS Elemeut von & in
der me

A"?‘*"i : A;Erg : _Afag W Akﬁ

ein- und auch nur einmal darstellen lasat wenn /2, alle Werthe
04,2 — 1, h, alle Werthe O, 1, 2, ... n, — 1 y g alle
Wmthe 0 1 Qs W g == aunimmt Em System wn Ele-
menten , welchea zu einer derartigen Darstellung geeignet ist,
heisst &1115 Basis der Gruppe. Die erzeugenden Elemente der
Basis konnen verschiedenartic gewiihlt werden; auch ist nicht
fir jede Basis die Anzahl der Elemente ¢ dieselbe. Man
kann im besonderen bei jeder commutativen Gruppe die er-
zeugenden Elemente der Basis so wiihlen, dass ihre Ordnungen
Primzahlpotenzen sind. Hieraus sﬂhheaat man: Die Auflésung

jeder irreductiblen 4bel’schen Gleichung vom Grade & “1. ‘&2 a u

kann auf die Auflosung einer Reihe n&benemander zu
losender irreductibler einfacher Abel’scher Gleichungen,
deren Grade Primzahlpotenzen sind, reducirt werden; die An-
zahl der Gleichungen ist = «.

Fasst man bei der soeben besprochenen Darstellung einer
commutativen Gruppe durch eine Basis, bei welcher die Ord-
nungen der erzeugenden Elemente Pumzahlpﬂtenzen sind,
irgend welche erzeugende Elemente, deren Ordnungen 1111tel
einander relativ prim sind, zu Bmem zusammen, so bleiben
die so entstehenden Elemente auch zur Cﬂnstittiirung einer
Basis geeignet. Man kann daher die Basiselemente stets auch
80 wiihlen, dass die Ordnungszahl jedes voraufgehenden er-
zeugenden Elements entweder durch die Ordnungszahl des
folgenden Basiselements theilbar oder ihr gleich wird. Auf
ﬂleﬂe Art gewinnt man die kleinste Anzahl von Basiselementen,

e T e e e e e e e
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die kleinste Anzahl erzeugender Elemente fiir eine Basis heisst
nach den Herren Frobenius und Stickelberger der Rang der
commutativen Gruppe. Hieraus folgert man: Die Auflisung
jeder irreductiblen Abel’schen Gleichung kann auf eine Kette
nebeneinander zu losender irreductibler einfacher _4bel-
scher Gleichungen reducirt werden, so dass der Grad einer
jeden Gleichung dieser Kette theilbar durch den Grad der
folgenden Gleichung oder ihm gleiech wird, die Anzahl der
Gleichungen ist gleich dem Range der Gruppe.

Mit dieser Darstellung jeder commutativen Gruppe & durch
emme DBasis hingt es auch zusammen, dass die Wurzeln einer
jeden irreductiblen Abel’schen Gleichung sich in das System:

e @l @ 7
G20, .. Olog

bringen lsssen, so dass in dieser Form jede Wurzel der
Gleichung ein- und auch nur einmal erscheint, falls &, alle
Werthe 0,1,2, ... n, — 1(z=1,2, 3... 0) annimmt; die
mit einander vertauschbaren Grossen @;z(t =1, 2, 3 ... g) be-
deuten rationale Funectionen von x, E}‘?iﬁ; bedeutet, die Operation

©,; soll h;-mal wiederholt werden; 7; ist die kleinste Zahl,

fiir die @iz = x wird. Ebenso wie man die Gruppe & ver-
schiedenartig durch eine Basis darstellen kann, so trifft dies
auch fiir die Reprisentation der Wurzeln in der obigen Form
zu. Nennt man n,, n,, ... n; die Wiederholungszahlen, so
kann man das folgende Theorem aussprechen: Jeder Basis,
durch welche die commutative Galois’sche Gruppe (& unserer
irreductiblen Abel’schen Gleichung dargestellt werden kann,
entspricht eine Darstellung der Wurzeln in obiger Form, so
dass die Wiederholungszahlen mit den Ordnungszahlen der
Basiselemente iibereinstimmen.
Wir geben noch die Litteratur iiber den Gegenstand:

Schering, die Fundamentalklassen der zusammensetzbaren
arithmetischen Formen, Gottinger Abhandl., Bd. 14.

Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, Jahrg.
1870, p. 881 u, Jahrg. 1877, p. 847.

Frobenius u. Stickelberger, Ueber Gruppen vertauschbarer
Elemente, Crelle’s Journ., Bd. 86, p. 217.

E. Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendungen auf
Algebra, Leipzig, 1882, p. 206 ff.

H. Weber’s Algebra, Bd. 2, p. 38—49 u. p. 762—765.

Ostwald’s Klassiker. 111. 4
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16) Zu S. 31 w. 32. In Bezug auf die Herleitung der
Gleichungen (70) und (73) kann etwa auf J. A. Serrets Hand-
buch der hoheren Algebra, deutsch von G. Wertheim, Leipzig,
2. Auflage, 1878, Bd. I, p. 195—198 verwiesen werden.

17) Zu S. 34. Herr Sylow macht darauf aufmerksam, dass

bei Gauss in den Disqu. arithm. Artikel 360 der Ausdruck ssectio

: Ao L : 2k _ 2k

circuli« die Bestimmung der Grissen cos 2?@: 1 und sin G —fl

bedeutet; bei Abel wird hingegen nur die erste der zwei Grossen
untersucht.

Universitit Freiburg i. B., im October 1899.

Alfred Loewy.

Druck von Breitkopf & Hartel in Leipzig.
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