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1. Das praktische Problem
Theoretische Miglichkeiten seiner Losung

Die elektrische Leitfidhigkeit rdumlicher Leiter wird bekanntlich klassisch
aus dem Potentialgefille bestimmt, das stets mit einer stationiren elek-
trischen Durchstrémung des Leiters verbunden ist (FrRANZ NEUMANN [20]). Von
diesem Prinzip wird nach F. WENNER [31] und C. und M. SCHLUMBERGER [25]
|26] [27] in der geophysikalischen Praxis weitgehend Gebrauch gemacht, wenn
der mittlere spezifische elektrische Widerstand geologischer Schichten von der
Erdoberfliche aus oder lidngs Bohrungen ermittelt werden soll. Fir die geo-
elektrische Kartierung und Tiefensondierung (vgl. etwa J. N. HUMMEL [9]), bei
der es auf die Bestimmung des Mittelwertes von gréfleren Raumgebieten (Gri-
Benordnung m bis km) ankommt, hat sich diese ,.galvanische® Methode der Wi-
derstandsbestimmung gut bewihrt. Bei ihrer Anwendung auf kleinere Riume.
z. B. bei Bohrlochmessungen im ,Nahverfahren® nach SCHLUMBERGER, treten
gewisse Schwierigkeiten auf. Diese bestehen einerseits darin. daB man den Ab-
stand der Potentialsonden entsprechend verkleinern und schlieBlich der Griéfien-
ordnung des Bohrlochdurchmessers anpassen muB. Andererseits geht die wech-
selnde und ortlich nicht bekannte Leitfihigkeit der Spiilung in das MeBresultat
mit ein und belastel es mit einem Unsicherheitsfaktor. Schlielllich stort der nicht
Immer gute galvanische Kontakt der Elektrode mit ihrer Umgebung, da die
Elektrode sich in unkontrollierbarer Weise an das Gestein mehr oder weniger
stark anlegt. Hierdurch erleidet die Potentialverteilung in der niichsten Umge-
bung, auf die es ankommt, eine Streuung, die immer stiirker ins Gewicht I'."-ﬂli.
Wenn das Bohrloch nicht mit Spiilung gefiillt ist, versagt das iibliche _Scurum-
EERGER-Verfahren® ganz. Durch eine Reihe wohlbekannter sinnreicher Verbesse
rungen, besonders durch das ,Mikrolog“ [38] und das ,Laterolog® [39], wurden
diese Mingel neuerdings weitgehend behoben, ohne dall das Prinzip dey Messung
geindert wurde.

Die genannten Ubelstinde lassen sich aber grundsétzlich vermeiden, wenn man
rein elektromagnetisch Wirbelstromwirkungen nach dem Induktionsprinzip mift
und damit auf einzelne galvanische Kontaktstellen verzichten kann. Dabei lassen
sich die Abmessungen der Sonden recht klein halten. Der Einflufl der Spiilung
tritt zurtick, und schliefflich kénnen Messungen auch in splilungsfreien mhﬁ-
trockenen Bohrléchern vorgenommen werden.

Wirbelstrome werden zur Bestimmung der Leitfihigkeit der Erde oder von
Gesteinspartien in der angewandten Geophysik bei den sogenannten Induk-
tionsverfahren iiber Tage, ndmlich beim Zentralinduktionsverfahren nach KoE-
NIGSBERGER und NuUNIER [11][12][13][21] und beim Dipolinduktionsverfahren
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B Das praktische Problem

nach GiesoNE, GrRAF [6] und RoOssiGER [24], mit Erfolg angewandt. Von Maz-
FIENSSEN [17] [18] wurde ein erster praktischer Versuch unternommen, auf dieser
Grundlage auch Bohrliocher elektrisch zu untersuchen. Thm schwebte vor allem
eine Unterscheidung der Schichten hinsichtlich ihrer dielekirischen Eigenschaften
vor. Diese erweist sich aber bei kritischer Betrachtung seiner Mellanordnung als
nur sehr beschrinkt mioglich. Dall dieses Verfahren im Gegensattz zu den oben-
cenannten Induktionsverfahren mit Hochfrequenz (10" Hz) arbeitet, ist prinzipiell
unwesentlich, MArTIENSSEN gibt auch bereits die beiden Sondentypen an, die
hier moglich sind, nimlich den kapazitiven Typ (gestreckte , Antenne®, stabfor-

miger Kondensator. Bild 1a) und den induktiven Typ (Zylinderspule, Bild 1b).
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« :'_‘5 Bild 1. Die beiden Grundtypen von Sonden
:::' : Lbei  elektromagnetischer Widerstandsmes-
\::; N sung in Bohrltchern

‘::K'- 1 (Nach MARTIENSSEN [17])

:‘f‘m a) kapazitiv wirkende Sonde

s s b induktiv wirkende Sonde

— — —  elektrische,
3 b —_— magnetische Kraftlinien

Diese Sonden liegen als Kapazitit bzw. Induktivitidt in einem hochfrequenten
Schwingkreis und werden ohne Abschirmung in das Bohrloch versenkt. Die
elektromagnetische Wechselwirkung mit dem umgebenden Gebirge bewirkt eine
Verstimmung des Schwingkreises, die quantitativ gemessen wird. Es handelte
sich also um die Ausniitzung der elekirodynamischen Riickwirkung des Gebir-
ges auf die Geberanordnung. Die Methode sollte insbesondere auf Anderungen
der Dielektrizitiitskonstante in der Umgebung des Bohrloches ansprechen. Hier
fiir erwies sich die Anordnung bei ihrem Einsatz durch das friihere Reichsamt
fiir Bodenforschung als unzureichend. Es zeigte sich aber, dall die Verstimmung
meistens ein brauchbares Mapb fiir die Leitfdhigkeit ergab und dall das Geriit das
gleiche wie die ScHLUMBERGERsche Anordnung [26] [27] lieferte, nidmlich das
Profil des spezifischen elektrischen Gebirgswiderstandes lédngs der Bohrung.
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DorL [36] [37] griff diesen Gedanken spéter wieder auf und entwickelte unter
Verzicht auf das Riickwirkungsprinzip das bekannte ,Induktlog®, das mit ge-
trennter Geber- und Empfangsspule nur die Gesteinsleitfihigkeit zu messen
gestattet.

Die — Im Hinblick auf das angestrebte Ziel — unbefriedigenden Ergebnisse
des MArTIENSSENschen Riickwirkungsverfahrens beruhten hauptsichlich auf dem
Mangel an einer ausreichenden theoretischen Fundierung des ganzen Verfahrens
und einer Durchrechnung des Gerites. Das Ziel der folgenden Untersuchungen
ist, ganz allgemein die Vorausselzungen einer solchen elektromagnetischen Bohr-
lochsondierung theoretisch zu kldren und so Hinweise fiir eine praktischere und
zweckmadligere Mellanordnung zu geben. Die Messung von Dielektrizititskon-
stante und Leitfdhigkeit ohne galvanischen Kontakt mit dem zu untersuchenden
Material erfordert jedenfalls die Anwendung von Wechselstrimen. Die in den
Bildern la und 1b gezeigten Sondentypen stellen ganz allgemein die prinzipiellen
Moglichkeiten fiir MeBverfahren nach dem Riickwirkungsprinzip dar. Die geo-
metrische Ausbildung kann weitgehend variiert werden. Fiir den Typ a bleibt
bezeichnend, dall die Sonde hauptsidchlich als Kapazitiit wirkt. Sie kann in erster
grober Anndherung durch einen schwingenden elektrischen Dipol dargestell
werden. Im Falle b dagegen wirkt die Spule in erster Linie als Induktivitit und
verkorpert naherungsweise einen magnetischen Dipol. In elektrodynamischer
bzw. In mathematischer Hinsicht lassen sich die beiden Fille am besten durch
die Symmetrie des elektromagnetischen Feldes kennzeichnen, das ein Strom, der
der Antenne bzw. der Spule zugefiihrt wird, im AuBenraume hervorruft. Der
Fall a 1st dadurch charakterisiert, dal das magnetische Feld sich auf eine azi-
mutale Komponente reduziert, die kreisformig um die Achse der Anordnung
bzw. des Bohrloches verlduft. Diese Komponente zeigt in jeder Meridianebene
(z. B. in der Zeichenebene) die gleiche Verteilung. Das elekirische Feld ande-
rerseits liegt ganz in diesen Meridianebenen. Im Falle b dagegen sind die Ver-
hiltnisse nahezu umgekehrt: das elektrische Feld beschriinkt sich hauptsichlich
auf seine azimutale Komponente, das magnetische ist vorwiegend meridional
gerichiet. Diese Symmetrie ist indessen nur niherungsweise erfiillt. Dem elektro-
magnetischen Felde des Spulenstromes, das die genannten Eigenschaften streng
besitzt, liberlagert sich ein — im allgemeinen nur schwaches — Feld vom Typ a.
Es rihrt von den Ladungen her, die auf der Wicklungsfliche gebunden sind. und
hingt mit der Kapazitit der Spule eng zusammen. In beiden Fillen wird der
Wechselstromwiderstand der Sonde von den elektrischen und magnetischen
Eigenschaften des umgebenden Materials abhiingig sein, also von Leitfihigkeit,
Dielektrizitdtskonstante (D.-K.) und magnetischer Suszeptibilitit innerhalb wie
aullerhalb des Bohrlochzylinders. Diese Abhingigkeit wird sich grundsiitzlich
Zur quantitativen Bestimmung dieser Materialkonstanten, besonders der des
Aublenraumes, ausnutzen lassen. Es soll im folgenden versucht werden, Umfang
und Bedingungen dieser Abhiingigkeit theoretisch zu kliren.

Die in der Literatur veriffentlichten theoretischen Untersuchungen iiber Feld
und Wechselstromwiderstand von offenen Oszillatoren [1] und Spulen [3] [4] [5]
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8 Das praktische Problem

[7] [15] [16] [ 28] [29] [33] [34] wurden hauptisichlich angeregt durch Fragestellun-
gen der Elektrotechnik bzw. Funktechnik. Diese Arbeiten behandeln daher simt-
lich den Fall des materiefreien oder mindestens nichtleitenden AuBenraumes. Es
wird daher dort sozusagen nur das Primiirfeld behandelt, wiihrend uns hier
gerade die Sekundarwirkungen, die Rickwirkungen des Aullenmediums auf die
Sonde, interessieren. Die strenge Behandlung konkreter Fille (vgl. Asraram [1])
wie der endlichen Zylinderspule erfordert schon im Falle umgebenden Vakuums
einen erheblichen analytischen Aufwand (vgl. ZunrT [33][34] und HALLEN [T]). Die
Durchfiihrung der entsprechenden Rechnung fiir den Fall, dal der Raum auBer-
1alb des Bohrlochzylinders elektrisch leitet und polarisierbar ist, wird wegen
dieser zusatzlichen Diskontinuitédtsfliche noch erheblich kompliziert. Wir ver-
einfachen daher fiir eine erste orientierende theoretische Betrachtung das Pro-
blem im gleichen Sinne, wie es z. B. in den Arbeiten von SoMMERFELD [28] [29]
und LeExNz [15] [16] tiber die Theorie der Spule im Vakuum geschehen ist. Es
kommt uns hier auf einen Uberblick nur {iber die GriéBenordnung der Effekte
an. Entsprechend den beiden miglichen Grundtypen der Sonde zerfillt unsere
Untersuchung in die Behandlung eines geeigneten Oszillator-Modells und eines
Spulenmodells. Wir behandeln den zweiten Fall zuerst (Abschnitt 2). Die ein-
schneidendste Vereinfachung, die wir hierbei vornehmen, ist die Annahme, daB
die Spule unendlich lang sei., Unter dieser Annahme hat es nur einen Sinn, von
Widerstand bzw. Selbstinduktivitit pro Lingeneinheit (cm) zu sprechen. Fii
eine Spule von endlicher Lange lassen sich die genannten EigengroBen dann
naherungsweise durch Multiplikation der Werte pro Langeneinheit mit der Spu-
lenlange und einem Gestaltsfaktor berechnen. Dieser Faktor wurde fiir Zylinder-
spulen von Rosa und Grover [23] angegeben (vgl. auch KonLrAUSCH [14]). Die
Wicklung ersetzen wir nach HeAVISIDE [8, S. 356] und SoMMERFELD [28] durch
einen diinnwandigen, leitenden Hohlzylinder. Das ergibt nach den Untersuchun-
gen von Lenz [15] [16], HALLEN [T] und ZunarTt [33] [34] bei geniigend dichter
Wicklung eine hinreichende Annidherung. Dem Raume auBerhalb dieses Hohl-
zylinders legen wir die elektrischen und magnetischen Eigenschatfen des zu un-
tersuchenden Gebirges bei. Dem Inneren geben wir nacheinander die Eigen-
schaften des Vakuums, eines magnetisierbaren, aber nichtleitenden bzw. eines
magnetisierbaren leitenden Spulenkernes,

Die Einfiihrung der treibenden elektromotorischen Kraft bedarf besonderer
Erlauterung. Um den Wechselstromwiderstand zu definieren. ist die Spannung
zwischen zwel Punhkten der Spulenwicklung mit dem Spulenstrome zu verglei-
chen (Ohmsches Gesetz fiir Wechselstrom), Bel der strengeren Losung des Pro-
blems, wie sie von SoMMERFELD [28] und Lexz [16] fiir die endliche im Vakuum
eingebettete Spule gewonnen wurde, geht man von der Stromverteilung lings
der Wicklung aus. Sie wird zunéchst in unbestimmter Form angesetzt. Die Stetig-
keitsbedingungen fiir die Feldkomponenten auf der Wicklung fithren dann zu
einer Integralgleichung fiir die Stromdichte. Dazu gesellen sich Randbedingungen
fiir die Spulenenden, die von der Schaltung der Spule abhiingen (vgl. HALLEN
[7]). Liegt die Spule in einem geschlossenen Kreise, so kinnen Ein- und Aus-
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Theoretische Lisungsmioglichkeiten 9

trittswert filir die Stromstéirke willkiirlich vorgeschrieben werden. Die Span-
nung zwischen den Enden der Wicklung ist dann bestimmt und der Wechsel-
stromwiderstand durch die wvorgeschriebenen Stromwerte an den Spulenenden
festgelegt. Dieses physikalisch befriedigende Vorgehen flihrt aber bereits fiir den
leeren Aullenraum zu aulerordentlichen analytischen Schwierigkeiten (Auflo-
sung von unendlichen Gleichungsystemen bzw. von Integralgleichungen). Wir
bevorzugen daher fiir eine erste orientierende Betrachtung ein wvereinfachtes,
weniger sirenges Vorgehen. Wir denken uns némlich die treibende elekirische
Kraft als ,eingeprigte” elektromotorische Kraft gleichmilig lings des Wick-
lungsdrahtes verteilt. Da sie zeitlich periodisch sein soll, ist sie zwar in dieser
Form praktisch nicht realisierbar. Doch widerspricht eine solche Annahme nicht
den Prinzipien der Elektrodynamik. Sie findet ihre Rechtfertigung nachtriglich
dadurch, dall sich im Grenzfall niederer Frequenzen die richtigen Ausdriicke fiir
Wirk- und Blindwiderstand der Spule ergeben. Man darf also hoffen, dall so der
Einfluf des AuBenmediums wenigstens grioBenordnungsmillig richtig erfalit
wird. Unter dieser Annahme wird eine geschlossene Behandlung des Problems
moglich. Allerdings mul} die Spulenkapazitidt zwangslaufig vernachlissigt wer-
den, da das elektrische Feld nur eine azimutale Komponente rings um die Spu-
lenachse herum aufweist und deshalb nirgends elektrische Kraftlinien auf der
Wicklung beginnen oder enden. Es ist daher vorauszusehen, daB auf diese Weise
der Wechselstromwiderstand nur fiir solche Frequenzen richtig erhalten wird,
die weit genug unterhalb der Grundeigenfrequenz der Spule liegen. Das Ver-
halten einer realen Spule von endlicher Linge wird dann ndherungsweise durch
Annahme eines parallelgeschalteten offenen Oszillators vom Tyvp Bild la be-
schrieben werden konnen. Seine Kapazitdt wird gleich der Spulenkapazitit zu
wahlen sein., Wir behandeln einen solchen Oszillator im Abschnitt 3.

Um die Riickwirkungen des umgebenden Halbleiters auf eine Kapazitiit theo-
retisch zu untersuchen, legen wir das Modell eines elektrischen Dipoloszillators
zugrunde, der im Zentrum eines kugelférmigen materiefreien Hohlraumes sitzt.
Die Annahme eines punktformigen (Hertzschen) Dipols fithrt indessen nur zur
Berechnung des Wirkwiderstandes, den der oszillierende Strom auf Grund seiner
Wechselwirkung mit dem Aulleren der Kugel findet. Will man aber zu einer Ab-
schidtzung des Blindwiderstandes oder, bei hinreichend niederer Frequenz, von
Kapazitat und Selbstinduktion in getrennter Form gelangen, so sind dem Oszilla-
tor endliche Dimensionen beizulegen. Wir nehmen ihn daher in einfachster Weise
als ideal leitende Kugel an. Um den analytischen Schwierigkeiten auszuweichen,
die eine Stromzufuhr von aulen her bedingen wiirde, nehmen wir auch hier die
elektromotorische Kraft als ,eingeprigt” und iiber das Kugelinnere gleichmiBig
verteilt an. Im Gegensatz zur Spule ist hier ein isolierender Zwischenraum zwi-
schen Kugel und Halbleiter wesentlich. Sonst wiirden Leitungsstrome auf der
Kugeloberfliche entspringen und enden, und dieses wiirde pgalvanischen Kontakt
mit dem Gebirge bedeuten. Auch fiir einen solchen Kugeloszillator kann man
einen Wechselstromwiderstand definieren, nidmlich als Verhiltnis der einge-
pragten Spannung, die zwischen den Polen der Kugel herrscht, und der Strom-
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10 Das praktische Problem

stirke senkrecht zur Aquatorebene. Die Ersetzung des Bohrloches durch eine
Hohlkugel stellt zwar eine starke Idealisierung dar. Doch besitzt dieses Modell
den Vorzug, dall die Maxwellschen Gleichungen ebenfalls durch bekannte Funk-
tionen gelost werden. Im Falle des Vakuums ergeben sich leicht deutbare Glieder
fir den Wechselstromwiderstand. Trotz dieser Vereinfachung darf man hoffen.
das Verhalten einer realen, etwa zylinderférmigen Kapazitiit in einem unendlich-
langen zylindrischen Hohlraume wenigstens qualitativ und gréBenordnungs-
milig richtig dargestellt zu erhalten. _

Im 4. Abschnitt werden wir eine angeniherte Theorie der Wechselwirkung
einer endlichen Spule mit dem Aullenmedium geben. Wir tragen hierbei der
Spulenkapazitit durch Parallelschaltung der idealisierten, kapazititsfreien Spule
nach Abschnitt 2 mit einem Kugeloszillator nach Abschnitt 3 Rechnung. Der
9. Abschnitt bringt die Diskussion der Ergebnisse fiir die praktische Lésung der
Aufgabe und die Konstruktion von MeBanordnungen.
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2. Theorie der unendlichlangen Zylinderspule,
die in einen homogenen Halbleiter eingebettet ist

a) Allgemeine Formulierung des Problems

Wir legen nach SOMMERFELD [28] das folgende vereinfachte Modell zugrunde
(Bild 2): Die z-Achse eines Zylinderkoordinatensystems (r, z, ) sei die Achse
einer unendlichlangen Zylinderspule von kreisfiormigem Querschnitt. Die Wick-
lung nehme den Raum zwischen den Radien r = b—a und r = b + a ein, wobei
a < b sel, und bestehe aus eng aneinanderliegenden Windungen von sehr diin-
nem Draht, Gibt man diesem Draht nach HEavisiDE [8] einen rechteckigen Quer-
schnitt mit den Seitenlingen 2a und 1/n (n die Zahl der Windungen pro cm).
so fiillt er, wenn man die Isolation zwischen den Windungen als unendlich diinn
annimmt, den ganzen Wicklungsraum liickenlos aus (siehe Bild 2). Dann kann

b +2 i *Z-Richtung

+y¢ —Richtung | r-Richtung
>~

L

Plrz¢) Aufounkt

|

L |

Bild 2. Schnitt durch das vereinfachte i ;
Modell der Spule. Koordinatenbezeichnung X L._

2a Dicke der Wicklung 243
b mittlerer Radius der Wicklung —p =

von der endlichen Ganghéhe der Windungen abgesehen werden und die Wicklung
als anisotrop leitender Hohlzylinder vom mittleren Radius b und der Wandstirke
2a gelten. Die Leitfihigkeit ist in der ¢-Richtung endlich oder unendlich, in der
z-Richtung aber null, Der AuBenraum der Spule, r = b + a, sei elektrisch und
magnetisch homogen und isotrop. Er werde durch die Leitfihigkeit o, die Dielek-
trizitiitskonstante ¢ und die Permeabilitit u gekennzeichnet, Im Wicklungsraume
b—a<<r<Ib+ a sei die Leitfihigkeit in der g-Richtung o, die Permeabilitiit
4y und die D.-K. wegen der Vernachldssigung von Verschiebungsstrimen im
metallischen Leiter, wie wir sie iiblicherweise vornehmen, ohne Bedeutung. Der
homogene und isotrope Innenraum der Spule r<<b —a sei durch die entspre-
chenden Konstanten oy, & und ug charakterisiert.
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12 Theorie der unendlichlangen Zyvlinderspule

In der Wicklung herrsche nun die eingeprigte elektromotorische Kraft e,
die sich auf die azimutale Komponente:

(el I-j i
€, ol (1)
.
beschriinke, D sei eine Konstante, @ = 2 7y die Kreisfrequenz, i J-1 die ima-

ginére Einheit und t die Zeit. Wir schreiben im folgenden alle vorkommenden
Griéflen nach Art von (1) komplex, wobei man in physikalischer Hinsicht nui
thren Realteil zu betrachten hat. (Eine Ausnahme macht nur der Wechselstrom-
widerstand, bei dem in bekannter Weise auch der Imaginirteil physikalische Be-
deutung hat.) Alle elektromagnetischen GriBen werden auf das absolute Gaull-
sche Malisystem bezogen, wenn nichts anderes ausdriicklich bemerkt wird.

Mit Ansatz (1) 146t sich eine eingeprigte Spannung pro Windung definieren,

namlich;:
el L ] - jr:' . B S tra T a4
! LET e =2aD-e (£)
r
(b—as=rsb+a)
und entsprechend eine solche pro em Spulenlinge:
Vie) — 9 anD H‘: ¢ 1 (1)

n bedeutet die Zahl der Windungen pro ecm Spulenldnge. FlieBt in dem Wick-
lungsraume in azimutaler Richtung ein Strom wvon der rdumlichen Stromdichte
i, e ™t (siehe Bild 2), und héngt j nur von r, nicht aber von z ab, so erhal-
ten wir fiir die Stromstirke in der Einzelwindung:

o B

l

[ = /J (r)dr-e'™? (4)

T "
[Fe=={T

Damit ist der Wechselstromwiderstand der Spule pro Lingeneinheit defi-
niert durch:
2an-D
!'|" |I.' {.Tﬁ]
I|r i (r)dr
""1 {1

Das Problem lduft also im wesentlichen auf die Bestimmung von j_(r) im
Intervall b—a = r < b + g hinaus.

Wir suchen die einem solchen Spulenstrome entsprechende zeitlich periodische
Losung der Maxwellschen Gleichungen fiir die drei Teilrdume. Wir beschreiben
das elektrische Feld durch die Komponenten:

g =E,.glvt G, =E,.elvt G =F. -pt"! (6a)
und das magnetische Feld durch die Komponenten:

e =Hp-etot §, =Hy-e'®' $§p=Hy-e'*! (6b)
in der r-, z- bzw. g-Richtung. E,, E;, E_ und H,, H,, H_ sind dann komplex-

Bergakademie

- L"au]' a1 - 1. 1=

Fraj Derg i, EI-
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Allgemeine Formulierung 13

wertige Funktionen des Ortes allein. Die Maxwellschen Gleichungen lauten mit
diesen Koordinaten fiir das Gaullsche absolute Mallsystem (vgl. [2]) im Aullen-
raum r = b + a:

1 O0Hz OH, 4T G+1ME 1 8E: @QE, WONT
C = = — IE." & = = = : 'P.F,I'
T o g O C r ou (8 C
140 , E! f_; . 470 1 (1) E y ] i {:I O ':r'- 1 Il
ey — )= « B2 e fgp L) e = —+ H;
r\or a ',llr., ) c r ',li'_-.l ' O rjl. ] " (H :l
id
oH, OH-: dmot+iwe i oE:y OE: RUNY 5
oz ar c £ dz ar ¢
a - OH: 1 8H, 1 @ o E; 1 OF,
g, P ) e s —— =) —(rE)+—+—"—==10
r or oz T OQ ror 02 r Qg

Fiir den Innenraum r<_b —a gelten die Gleichungen unverandert mit den
Materialkonstanten og, £, up an Stelle von o, & bzw. u. Fiir den Wicklungsraum
b—a<r<_b -+ a dagegen lauten sie nach unseren Voraussetzungen GIl. (1) und
unter Vernachlissigung der Verschiebungsstrome:

| 8H: ©H, Aoy - 10E: OF, by
r or (o c i r oar a2z C '
1/ @ oH,) 1 { O aE, 160
[, P itg) —= - () X (rE.) il . H,
r\or Q@ a5 3 AR oY &
. . : b
ad Hr S If: d (7 / L N ) o j':r' a F:__ (NN TE . { }
5 a1 i [ b 0z Or c :
I 6H: 1dH, 18, ... OBz, 10K,
— (rHy) = — L= —(r Er)+ — - 0
or 0= r o ror 0z 1r Y9
Eine von z und ¢ unabhingige Losung, wie wir sie suchen, ist:
oy =10 H,=1(
SO
Ez=10 H: « —(r A (1))
n - nBr Oor [B]
i (1)
B, - A7) H,=0
=

Der Ansatz Gl. (8) gilt fiir alle drei Teilrdume, wobei i entsprechend durch
pq bzw. pg zu ersetzen ist, und A (r) folgenden Dillerentialgleichungen jeweils
gentigen mull:

Im Aullenraume
a-A 1 g A f = 1
== | < i) A=0 (9a)

y £ 1= 4100 U

l'-'l
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14 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

innerhalb der Wicklung

o4 1 o4 | ] 4 1oy 1y D
. = ey ] A (9b)
oTr ] O T | i T /
& 411007 1t
Ir\'|_ = K .
-
im Innenraume
O° £ ol - 1 A I B
g : kn© —-14=0 .
Eq dpy - " Y LT

J!'-'HLI

Unsere Annahme, dall die radiale Komponente E, des elektirischen Feldes
iiberall null ist, rechtfertigt die Voraussetzung, dall die Wicklung ohne isolie-
renden Zwischenraum unmittelbar an den umgebenden Halbleiter grenzt. Die
Annahme einer solchen Zwischenschicht wire bei geringer Dicke ohne wesent-
lichen EinfluBl auf die Stromverteilung und wiirde das Problem rechnerisch nur
unnitig komplizieren.

Die Differentialgleichung (9a) wird bekanntlich allgemein geldst [10, S. 146]
durch;

:1. {,.r_] l:'.'IHIr Hill}l',_;. ],.' [_‘H_:!-. H!l:![If J,.il t’lna}

Hierbei bedeuten H{'(kr) und H{*(kr) die beiden Hankelschen Zylinder-

funktionen 1. Ordnung vom Argument kr und C® und C® willkiirliche Kon-
stanten. Die ;li‘['g_f[ﬁ]'[':i_‘i]‘l{' Losung fiir den Innenraum lautet *.'l"i'|H[J]'E’L‘hE‘E"I.{{.

Ag (N =CM. HY(kyr) + C®- H? (ko) (10b)

1]

-

r< b—a
diejenige fiir das Innere der Wicklung hingegen:
. : - - c D
Ay (r) =l HUMiGgr) + COM-I YUK 7 (10c)

1 (¥ T
b—asr<b-+a
ci C¢ GV und e hedeuten ebenfalls willkiirliche Konstanten. Versteht
o 1
man unter k diejenige Wurzel aus k* deren Realteil negativ ist, so ist C® in
(10a) gleich null zu setzen, wenn dem Spulenfeld in groBer Entfernung r eine
Ausstrahlung von Energie in das Unendliche entsprechen soll:
4 W1), Bril) (1.
A (r)=( HM(k r) (11)
Andererseits muli Ci!) = C® gewihlt werden, wenn Aq(r) sich fir r = 0 re-
u |
gulér verhalten, wenn also dort ein endliches Feld herrschen soll, was aus phy-
sikalischen Griinden zu verlangen ist. Setzt man:

o = o = &0 (12)

“ =10 )

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK
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Allgemeine Formulierung 15
s0 kommt wegen:
1
o (HM (ko) -+ HP (ko 7)) = Jy (ko) (13)
statt (10b):
."ll.u fr} : E.|| - uir| {j‘{'ﬂ F'} {14}

Ji (kypr) bedeutet die Besselsche Funktion 1. Ordnung von kgr. Die noch un-
bestimmt gebliebenen vier Konst inten Ct1) CEH. Cif'. Cy werden durch die Rand-
bedingungen festgelegt, denen die Feldkomponenten an der Oberfliche der Wick-
lung, r = b—a bzw. r = b + a, geniigen miissen und die die Stetigkeit von H
und E_ dort verlangen, Beriicksichtigt man

e

!

(rJi (ko)) =Kkor - Julkot) - lr H'V(ky ) =Ky r- H" (ky r)
or ar ' .
: : (15)
_ [rH* (k) r)) = ley - H (ke 7) Ft (r H{"(k 7)) =kr:H"(k7)
or orT

(vgl. JARNKE-EMDE [10, S. 145]), so nehmen die Randbedingungen nach (8), (10c¢).
(11) und (14) die Gestalt an:
C D

Jilky(b —a))- Cy H{'(k; (b — a))-C) H' (ki (b — a))-C® :
l | .|;I".I 'iI]' a

il : -|I|' ,||.,_' .
Jolko (b —a)) - Cy — —HM(ky (b — a@))-CH — - HO (1y (b — a))-CY 0

I
i
0 Y 1y

H (K, (b+a))- CM H® (key (b -+ a)) C

f.II}lI‘h.{h u}].{‘_'lﬂ

1 b4+ a

ke I
l”:-“”“!“’ a)) C}" I*H:,"'H'q{h a))- C{¥
1y 1 1ty
8 H\W k(1 )} Cl1)
- . s AR L 0 {15]

Durch die Gleichungen (16) werden C,, C'), (T‘I'-'*Lmu:l C) eindeutig festgelegt.

Die Dichte des Stromes, der unter dem EinfluB der eingepriigten und der in-
duzierten elekiromotorischen Kraft in azimutaler Richtung in der Wicklung
flieBt, berechnet sich unter Beriicksichtigung von (1) zu:

/ f}*
o = 07 | £, bt =0y | E,
Jo=01(Ey + Eg'®)=0; (Eq + ) (17)

oder, nach (8) und (10c¢), zu:

L () O

fo — (C{V- HV (ke 1) -+ CV)- H® (Key 7)) (18)

L
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16 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

Damit erhalten wir {ir das in den Wechselstromwiderstand (5) eingehende
Integral, das den Gesamtstrom pro Lingeneinheit der Wicklung angibt:

I : b=
7 i (1) Oy
I.J,. dr =
= !""
=il b —{I
jr.-rr]l
S |

Fa

f'fjf"i.l'{, (b u}jllr:

) V H VU (ky (b+a))

b=t I

E_ﬁ];}_.lffilll{;{-] r)dr- ('_‘I1'~3|..[ H'ﬁ'{k] r)dr| =

h— il

H(kq (b —a))} + CF - LHW (I (b

| 1 |

a))

(19)

(vgl. JAUNKE-EMDE [10, S. 146]). Der Wechselstromwiderstand pro ecm Liange der

Spule wird damit nach (5):

2an-clky D

SR {'."'l""l”’;,””ﬁiliﬁHJI H (k) (b—a))} + C-{H (kg (b +a))—H (ke (b—a))

(20)

Driicken wir C' und C'® nach den Bestimmungsgleichungen (16) durch die

folgenden Determinanten aus:

\ ¢ D 4 can L) A
il S | L9 9
I‘ 1 b | L iy b I {'-'13‘.]
) 1 (9%
..F| I_Ifu{il:' H}} Ifll"'(.il-.'ll::h ﬂ-:":' ()
i
§ =
b
J."\-.II 'rl:l { 5 \
7 Jo (kg (b —a)) 0 -H Y (ki (b~ a)) 0
l, fo | » (21b)
0 ff‘I"'(,l,~||[|', a)) H'Y (k (b-+a))
1 il
b
'r":| I JI-.' "\ e #1
” “ r '.F.Ir':]{j-.'|1lﬂ:' ”}-:l 'fir:l ':nl..-l.'b fl'_:l_l
.“l i
|
Ji (ko (b — a)) H Y ki (b —a)) 0
] {1
] } ]
= Jolko(b—a)) — - HW(k; (b — a)) 0 0
I iy
I, i | gt | 1 2 _ (21c)
() ”'l' {.l';; (b-—a)l H' ' '\ k(b+a)l
il |
|
H
J‘.'
() H'Y ke (b -+ a)) (0 -H\Y (b -+a))
1 ) i (
UNIVERSITATSBIBLIOTHEK
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Spulenkern nichtleitend (Niederirequenz) 1

Ji(ke(b —a)) H\"(ley (b — a)) H\ ke (b — a)) ()

k. : Y k : _
IrJ,,H:L.I:r} all I-JL:T"I"!.TqU; a)) I'Ii’:l':'n’ﬁ[h i) ()

i fiq .”l

= | (21d)

0 H' (ki (b+a)) HP(ki(b+a)) HYk(b+a)

1 " i - I !
0 L HO Ry (b4 a)) - H®(ky (b+a)] —HO & (b+a))
[ 1y "

=0 erhalten wir fiir w nach (20):

2an kb I

' ; 5 I|
3 Iy - J’-JT'“"lu'-;-{h--I a)| — H} Yk (b—a))| Jos H'U'th{ﬁ a)| — H ¥ ki(b—a))
(22)
In diesem Ausdruck hebt sich die Konstante D der eingepriagten elektro-
motorischen Kraft hinweg, wie zu verlangen ist.

Bis zu diesem Punkte wurde die Rechnung villig streng und frei von jeder
Vernachlissigung gefiihrt. Im folgenden sollen nun spezielle Fille behandelt
werden. Dabei mégen je nach den Voraussetzungen gewisse Vernachlissigungen
vorgenommen werden, um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten und zu-
nichst Wechselwirkungseffekte 1. Ordnung zu erhalten.

Eine solche Vernachlissigung, die in jedem Falle erlaubt sein wird, ist die
von a/b gegen 1 in der 2. Spalte der Detes 1_-|~_'_]'-_;._||_-1L- (21b) bzw. in der 3. Spalte
von (2lc¢), denn wir hatten die Stirke 2a der Wicklung als klein gegen den
b vorausgesetzt. Wir ersetzen daher in jedem der nun zu be-

handelnden besonderen Fille 1:(1 —a/b) bzw. 1:(1+ a/b) durch 1.

b) 1. Fall: Spulenkern nichtleitenad.

Skineffekt in der Spulenwicklung schwach
(Niederfrequenz)

Wir préazisieren die Voraussetzungen durch folgende Beziehungen:

ir B i

da=0 feo VEq 10 ko b ¥ £y gy | (23a)

. i i

."1'|I.' |. } oo (0 Oy b | fg'}t]}

Die Ungleichung (23a) besagt, daB die Wellenlange im Spulenkern sehr grol}

‘af =T,

£en den H]"|i|'.'-||'i|.::1i|:-“" 21N .'-.II”_ | 1 |_-|'_'_:Ii".1".ff INgen (2 :‘!'ilj- L]'l".f;. '::..]-.Z:l.'J |_:|'|""=3:"._.'|l'"i'-.

4 | - 4 . . . 7 L
r||.L| |'_||_1. I1‘:-]1|:|:I4||.:_::[|I|_|' . 111 ||‘|. -I|III|. |'--I‘;,||_'| 1}'

-

Y t ol . 5033 - (o spezil. Widerstand in {Z:-em) (24)

Ky
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18 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

sehr gro} gegen die Stérke der Wicklung, aber klein gegen den Spulenradius
sein soll. Wellenlinge und Eindringtiefe im AuBenraum dagegen sollen nach
(23d) stets grcB gegen den Spulenradius bleiben.

Die Bedingungen (23) bedeuten praktisch Beschrinkung auf Niederfrequenz
von einigen Tausend Hertz. Nimmt man nidmlich u#y maximal zu 500. & zu 20 an.
s0 besagt die Bedingung (23a). dal » 2+ 10" Hz sein mubll. Schirfer indessen
ist die Bedingung (23b): Fiir eine Spule von b 1 em und a 0,01 em aus Kup-
ferdraht vom spezifischen Widerstand 1.6 - 10 £2 - em mul} néimlich » 10" Hz
sein, Die Frequenz darf also hichstens von der Grillenordnung 10% Hz, anderer-
seits aber nicht kleiner als 10° Hz sein. Hieraus folgt, daB unter dieser Bedin-
gung fir die praktisch bei Gesteinen vorkommenden Werte von o, ¢, 1 die Be-
dingung (23d) erfiillt ist.

Unter den Voraussetzungen (23a—23d) geht man zweckmiiBig in die Deter-
minanten (21b, 21¢, 21d) mit anndhernden Ausdriicken fiir die Zylinderfunktionen
ein. Man ersetzt wegen Bedingung (23a) die Besselschen Funktionen durch die
ersten (lieder ihrer Potenzreihenentwicklung nach kg r, die Hankelschen Funk-
tionen fir das Innere der Wicklung aber wegen Bedingung (23c¢) durch ihre
asymptotischen Ausdriicke flir groBes Argument. Die Hankelschen Funktionen
flir den Aubenraum hingegen werden wegen (24d) durch ihr logarithmisches und
konstantes Glied bzw. ihren Pol angenihert (vgl. etwa R, WEYRICH [32]):

Jolkolb—a)) =1

.|r|{|r'-.'._-|{||i' rJ]'II — o .il-..'.,h

] — 1 .
HO(ky (b+a)] = . gt ki(bxa)
|_ir Ir'._"l Ir:l
., . 11 . g
”1|'||'.r.'| tHT+all = . @t Ry (Da) {_j-}j
I'.'r .|I1.'i II.'
. =1 :
HU (ke (b+a)) 2 ol (b:ta)
I . .|I._-' f.l‘
i —1
]|l|r':.:r“|1.l |,..FF ~al)l = ’ P Ry B i)
: ] { III.'| 3
HO(k(b+a))=1-0.074i+ - Ink*b*=M (k b)
; n
“Il.hﬂf{nlj = £, :
’ r kb

In dieser Naherung erhilt man fur die Determinanten (21b, 21c¢, 21d):

k) . ! i'_fr'. 1 _-'I'-'I

e
§ (1 -+43 -M(kb)- (1 .']l-r' ot L
K :rm'] & Hy, l-'f kb 1y i I
.rl."lI Jl_l' )
I :'” 1) | ] .ill' ':I-'J'[.f{h]-rll"zi'r' i (26a)
|:.‘..-'-'1 kil J L |

UNIVERSITATSBIBLIOTHEK
FREIBERG



Spulenkern nichtleitend (Niederfrequenz) 1G
|I| | II'.' I'II"'- |I:' i :
la : -{1—1) «(1-+1) Mk b)- :
= L rlll'. |Ill | I |:_1. III .l.ll_I
1 ] |
] i:;:l i I, |I |
(1 — i) Milb) -(1-+1)}e'™ 2 .p'%" (26Db)
Iy | iy | kb u i
|r'.'|

(i Tib\i4i ki 1 92ik Yo S o .
l” )( : '”“'-“]) . pSLK ‘ (26¢)

[} 1
4 iy A iy kb i

Da ka 1 vorausgesetzt wird, entwickeln wir e* %@ bzw, et 2ikia pnach

! = L ) ¥ - 1 . 1 4 | 2 r . . - ! 1 e . ¥ '
Potenzen von kja und brechen mit dem linearen Gliede ab. Wi erhalten damit:

kq blev 24 & 1 k b A0 il [2k :
i| - ( : ; -_”[."C-U}]'i: 1) .'|!1'~_ il v (K B)-(] i)
Vo ki b Iy r g kD 2 u I (i

k Ic b o o S |
'-( M((kb) - iy )H r}H g (27a)

Iy 2 u oy | n kb

lr'\lh-ll | .'I'.'r {21 | ] .II-.' ||_| 1llr o \
i : * IV K } |
b i i | Ha KD ) T | (1 1 )

, 2k . ky [kt 2 i ki b S
L ke ;.*[ M (kb)-(1--1) '-[ J-.\!H;h] £33, | (1 fl]- e' ™ 3Th)
I."""‘" iy \2 u r ua kb/ ]l
cn 2ikki{b 4a) - J U i Vil
f : ' | |- M (kb) s |: kya-lyb|| (270)
) f.'| b f 1 v i I/ T I kb \ g i J

Entwickeln wir auch die Ausdriicke fir H\ (k) (b+a)) und H* (K (b + a)),
die im Nenner von (22) auftreten. entsprechend den Niherungen (25) in der glei-
chen Weise nach .|I'\-l|l'i'_ so erhalten wir:

”-“ |."~.'i (h - 'I:' }JI”.II'I'-'I I:h al) . 9 K Ll slk, b [::.Irl,.l}

f_r;i"’[.r;' \b-+a)l—H "'i_:',': (b —a)) 2ikia-e— "0 fl.‘ﬁ}]

Damit ergibt sich fiir den Ausdruck (22) als Niherung, die unter den Voraus-

setzungen (23a—23d) gilt, unter Beriicksichtisung von ki- T 10 0 py

I“ 1= D i

1 7t :
Tn-b s
o i (29)
|:! {1 oy R o ¢ ; AV d e
1— i 20 (52 (1 - 0.074 4 In k2p2|(1+4+4~ .9
|I|I | -3 | | I I \ i'b r'r”.
Hierbei kann die letzte Klammer im Nenner wegen a/b< 1, o= =1

(dinne Wicklung im Vergleich zum Spulenradius, unmagnetischer Spulendraht)

HI‘H"E ITATSBIELIOTHEK
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20 Theorie der unendlichlangen Zvlinderspule

durch eins ersetzt werden. Das erste Glied von (29):

anii
i (30a)

h a
stellt den Ohmschen Widerstand pro Liangeneinheit der Spule bei verschwin-
dendem Skineffekt dar. Die Einzelwindung, als Kreisring vom Radius b und von

rechteckigem Querschnitt mit den Seitenlingen 2a und 1/n aufgefaBit, hat im
Falle a € b einen Ohmschen Widerstand:

27 b |
1 el
mn

aAnbD
(30b)

fh

n derartige Windungen hintereinander geschaltet haben also einen Widerstand
Hyp nach (30a). Das zweite Glied von (29) dagegen stellt den induktiven Wider-
stand der Spule einschlieBlich des durch Wirbelstromverluste im AuBenraume

bedingten zusitzlichen Wirkwiderstandes dar.

Man erkennt in dem Faktor:

4*n= b* i
)" Lk (30¢)

Ly IJ||
=

den im absoluten elektromagnetischen Malisystem gemessenen Koeffizienten der
Selbstinduktion pro Lingeneinheit einer unendlichlangen Spule, die aullen vom
Vakuum umgeben und innen von einem Kern mit der Permeabilitat p ausge-
fiillt ist (vgl. KoaLravsci [14, S. 205]). Die gesamte Wechselwirkung mit dem
Halbleiter aullen kommt in dieser Naherung durch ein Zusatzglied upg im Nen-
ner zum Ausdruck:

i Lt

(31a)

w = Ra
]. ff:|!:;

2 b2 (31b)

Spulenkern nichtleitend

Spulenwicklung stark

c) 2. Fall:

Skineffekt der

L I}

(Hochlirequenz)

Be-

an die Stelle von (23b)

In diesem Falle gelten die Bedingungen (23a) und (23¢) ungeandert. Als
dingung fiir starken Skineffekt in der Wicklung tritf
Das bedeutet fiir Wicklung aus Kupfer von 0,02 cm Stirke,
10° Hz sein, also
Voraussetzungen (23d)
flilr gutleitendes Erz von 10 Qem spezifischem Widerstand gelten soll. Die Vor-

jedoch: |kia L.

llegen mull. Nach
seits » € 10° Hz sein, falls (23d)

=

dall die Frequenz » 1m f]'H']'lfl'['{]'|1_-|12--:L31'1'5r'1-

noch

mull anderei
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Spulenkern nichtleitend (Hochfrequenz) 21

aussetzungen, die wir hiermit nochmals zusammenstiellen:

b
'il"l.'ll h ok I!il_lrlrll '-'.'-: 1 {323}
o
i
. |kjal=—Vdnwopu >1 (32b)
c
h
k] b= . 1-4 <T (1) Oy 15| o | fﬂﬂr_}]
o
b 4 T 3
B b|l=—Jleuw )"+ damaoyu)- <1 (32d)
Ll

beschriinken mithin die Frequenzlage auf 10 bis 107 Hz, also auf das 10- bis
100-m-Wellen-Gebiet,

Unter den Voraussetzungen (32a, 32b, 32¢, 32d) diirfen wiederum die Nihe-
rungsausdriicke (25) in die Determinanten (21b, 21c, 21d) eingesetzt werden. Wir
erhalten damit erneut die Ausdriicke (26a. 26b, 26¢). Da indessen jetzt kya! 5 1
angenommen wird, ist wegen

. : il .
tkia=—(1-+1)- V2 7w oy (33)
'-- I
jetzt: elka | & | ;—~tkja (34)

Die Koeffizienten von el¥1¢ hzw. e-ikie¢ in (28a, 26b, 26¢) sind fiir die in
Frage kommende Frequenz im allgemeinen von gleicher Griéfenordnung. so dall
wir die Glieder mit e'*1¢ gegen die mit e~i%¥1¢ vernachlissigen kénnen, Man
hat nun zu beriicksichtigen, daB wegen (32¢) fiir unmagnetischen Spulendraht in
jedem Falle gilt:

"!"'1 b fe) . 2
4l 1 1 (39)
- 1
I-;- h‘ T'lI {J‘ H :I < i 'I."‘-| ':I
M KD e a0
j ; 11 |II'-Lr l:'
v ¥ wa . ] I: .'.-.-l.rf ]_ I| ) .
Man erhilt unter Vernachlissigung von gegen in (26b) und
| bk 1y 2 It
von gegen ' in (26¢) niherungsweise:
1) 2 1
Eoley 11— 1 2 T
h S ' ' S Y (3Ta)
i ki b N 1o 1 e b
}ﬂl:l Ir': JI FI h
I'.f 2 | N fl T':| ; "'J ' :Il'? ':,.J-. h::' - 1’”"I”' i {:‘IT]:'}}
| k”.{fl . 5" A .ok (37¢)
n m~ kb

Mit den asymptotischen Darstellungen (25) fiir HI"}”[L'E (b a)) und H* (k; (b * a))
ergibt sich fiir den Wechselstromwiderstand pro Lingeneinheit nach (22) und
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99 Thearie der unendlichlangen Zylinderspule

(37a, 37Tb, 37c) schlielilich:

i) L &)
] 4 7°n* b- 1
L b, L 3 iy *
e o [kD
1 mE—"

[ |

_—
-
lartot
-
i

s

.)_' {.1 0.074 i I In r'-;::n']-:.

1y} | \ -

Vergleicht man (38) mit (29). so sieht man, dal (38) aus (29) lediglich durch
Streichung des ersten Gliedes (Gleichstromwiderstand) hervorgeht. Der zusatz-
liche Wirk- bzw Blindwiderstand wird also bei schwachem wie bel starkem
Skineffekt im Spulendraht in erster Annidherung durch den gleichen Ausdruck
dargestellt. Dieser Ausdruck enthidlt die Materialkonstanten des Drahtes nicht.
Der Realteil von (38) entspricht in bekannter Weise dem Wirkwiderstand, der
Imaginirteil dem Blindwiderstand der Spule pro Lingeneinheit. Da wegen
E 0 auf der Wicklung keine Ladung gebunden ist, ist der Blindwiderstand
rein induktiv aufzufassen.

Dieses wichtige Ergebnis (38) wird physikalisch verstindlich, wenn man be-
denkt. daB das elektromagnetische Feld der Spule im Aulien- wie im Innenraum
weitgehend von der Verteilung des Stromes liber dem Querschnitt der Wick-
lung unabhingig sein mull, sofern die Wicklung sehr dunn 1st. Wiahrend der
nduktive Widerstand proportional mit o wiichst, steigt der Wirkwiderstand
nach den Rechnungen. die SOMMERFELD [28] unter den gleichen Vereinfachungen
durchgefiithrt hat, fiir starken Skineffekt nur proportional }m an. Der Blind-
widerstand iiberwiegt daher flir hohe Frequenzen den Wirkwiderstand zuneh-
mend. Daher kommt es, dali dieser im SchluBergebnis (38) unserer Naherungs-
rechnung als kleine Grifle wegféllt. Wohl zu unterscheiden vom .inneren” Wirk-
widerstand des Spulendrahtes bleibt natiirlich immer der .. Aulere” Wirkwider-
«tand. der durch die Riickwirkung der Wirbelstrome im Aullenraume aufl die
Spule hervorgerufen wird. Er wird durch den Realteil von (38) angegeben.

d) 3. Fall: Spulenkern leitend.
Skineffekt in der Wicklung una 1m
Spulenkern stark
(Hochpermeabler Spulenkern bei Hochfrequenz)

Ist die Riickwirkung der Wirbelstrome nur schwach, so gilt fiir das Wechsel-
wirkungsglied in (29) bzw. in (38):

\

T k b\*
iy b il i y 9

)-(1-0074i + " Ink®p?) <1 (39)

il LI e

Falls die Spule auflen vom Vakuum umgeben ist, wird

k % (40)
¢
und das Rickwirkungsglied (39):
iy i b\* 21 (0 b
wog =ai® (Z2)[1-0.074i +>In (41)
R  \Ee) o c J
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Spulenkern leitend 23

Fir Hochfrequenz (@ = 10% bis 10 Hz) ergibt sich also:

[ . K LRy
Hog | = 10 big s
T I

10— (42)

Selbst fir sehr hohe Permeabilitdt p; (bis 1000) wird daher (39) noch weit-
gehend erfillt sein, auch wenn der Aulenraum nicht leer ist, sondern wvon
einem Halbleiter mit geniigend geringer Leitfihigkeit (spezifischer Widerstand
o = 10" Qcm) erfillt wird, Entwickelt man daher (31) nach g und bricht mit
dem linearen Gliede ab, so erhilt man:

w =t Lo | £ g0y — o1 - o i [h,,h] M (k b) = (43)
. . .

Fiir die Anderung von w durch die Wechselwirkung ergibt sich also ein in
iy quadratisches Glied. Man kann daher den Wechselwirkungseffekt durch das
Einbringen eines magnetisierbaren Kernes in die Spule um mehrere Zehner-
potenzen steigern. Da mit hoher Permeabilitit jedoch Leitfiihigkeit verbunden
zu sein pflegt, gewinnt der Fall Interesse, dall der Spulenkern nicht, wie im
1. und 2. Falle geschehen, als Nichtleiter, sondern als Leiter zu behandeln ist,

Leicht erledigt ist zunichst der Fall sehr geringen Skineffektes im Spulen-
kern, also kyb 1. Dann konnen wieder die Naherungsausdriicke (25) fii
Jo (ko (b—a)) bzw. Jy (ky (b a)) in (21b, 21¢, 21d) einpgesetzt werden. Damit f&ll
\ber, wie im ersten und zweiten Falle, ky aus dem Ausdruck (38) fiir den Wech-
selstromwiderstand heraus. Bei schwachem Skineffekt bleiben also die Wirbel-
strome 1m Spulenkern in 1. Anndherung ohne Einfluff auf den Wechselstrom-
widerstand der Spule.

Anders dagegen liegen die Verhiltnisse, wenn der Skineffekt im Spulenkern
sehr stark ist. wenn also:

Realteil (ikg(b—a)) > 1 (44a)
und damit auch
Ko(b—a) =1 (44Db)

'st. Dann konnen auch fiir die Besselschen Funktionen die asymptotischen Aus-
driicke fiir grolles Argument eingesetzt werden, nidmlich (vgl. etwa WEYRICH
[32, S.47T]):

1 ]
Jy (ko (b — @) = — - ((1-44) - e Ko=) (1 —j) . g~ Ko (b-a)}
= ¥Yaky(b—a)
l 1
J.;”‘C‘.“.‘J ﬂ'”'::“ :':] “.Fm.iru a)_l| [1 | ”.!r—ﬂk.l.h--iH: {45"1

2 VYako(b—a)

WE‘H':—‘H der Wahl der Wurzel kll - ‘ kl!:I mit Re {kll:' <0 E‘I‘gibl sich Jm I:i-:.:.:l =)
und wegen (44):

¢ 1 Ka(b—a) S5 ‘_,.-Jf.qh---:n (4{5}
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24 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

Indem wir die Glieder mitiet¥:(b=a) yernachlissigen, setzen wir naherungs-

welse statt (45):

1 1 —i B

Ji (ko (b —a)) = — - b p=iki(b—a)
< Vakab
1 = L1 i Ky [ By—=a1 )

J||”f||{_l!.:|‘ l'.l'}] - 0

- I'I...'F J':'” Ih'

(47)

Im dbrigen wollen wir die gleichen Voraussetzungen wie im 2. Falle (Ab-

schnitt ¢) —

namlich starken Skineffekt in der Wicklung und schwachen Skin-

effekt im AuBlenraume — machen. Damit lauten die Bedingungen insgesamt:

kg (b—a)| > 1
kial > 1
lkyb| >1
kbl <1

(48a)
(48b)
(48¢)
(48d)

Gehen wir mit (47) und mit den Niherungsausdriicken (25) fiir die Hankel-
schen Funktionen in die Determinanten (21b, 21¢, 21d) ein, so erhalten wir:

1 kol2i k 1 ke
!I - f S, M ”-:h:l] .ol k0
- h “-i_“ kl Ly | | Ll k‘ b I ’
Ko k.\ Kk ., .
I i . -Mlkb)-e' ™8 ‘ - ptRylb—a)—ik, b {45:}-.1}
\io /) M |
1 Lﬁ -F\.' F\' .Ir'|.'|;| 1 k
g = : é( : ]) M (kb)-e "8 2 i i Gl
bV kyky O S wp | oy kb
I .M fj!r_' h}l ..'r;':'r"'-l”‘ - e i Eglb—a)+ik;b |:"'1'ﬂb':|
L n
1 [ Ko K 23 & K e
| : !a( | I]; % {l{l i) (1-—14) ..L"JT“'{JIJI g tiad
2 _E,;E by L? h‘nh i i l.‘r L i
.'J'I:II' }'u.' . :.IT ||1|.' 1 J'.'
2 | ’J 12t By g (1-+i) M ()] e2iraal . e—tk(o—i) (49c)
1) 1y l o | i kb H I

In diesen Ausdriicken vernachlidssigen wir wieder wie im 2. Falle die Glie-

der mit e'*12 gegen die mit e~ *19, ferner in (49a) und (49¢) k/u -

. Damit ergibt sich:
ol 1 KO

1

g II":H'L-E

II <25 . o K | il i |
7w py ke bT
-'Ifll JI'lll.
I'Jl'u.'[ }
III Y i) 1/ - tk.ih lr' } r,r-,,'lll'f i)
b o ¥ koK
Ilit'n ;&]
2(1-+1) ]
f \ JA4) H , @ —tKg(b—a)—1tk,

.'I: (28 K IFJ.: - 1 iy | Jlfll h

Dargakademie
- BUcnerel -
Freiberg i. Sa.

M (kb) gegen

—

(50a)

(50b)

(n0c)
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Vergleich der behandelten Fille 2D

Mit den asymptotischen Darstellungen (25) fur H{' (ky (b £ a)) und H'®(ky (b % a))
erhalten wir fiir den Wechselstromwiderstand nach (22):

LE aff L
4 n°n~ D" L

i €1 %
o
= ki x k b\ i (51)
il P ( z ] (100741 In k*b*
2 LS JI":|| o :.:: 1 ] | f

i ff;

Ist ugp > py (unmagnetischer Wicklungsdraht) und (ki | > |ko|, d. h., ist nach
(9b, 9¢) die Leitfihigkeit der Wicklung groB gegen die des Spulenkernes, so kann

i k " s . R ;
i gegen eins vernachlissigt werden. Wir erhalten mit (51) also einen Aus-
druck fiir w, der sich von dem im 2. Falle gewonnenen (Gl. (29)) nur durch das

,l'.;_“ b

1. Glied im Nenner unterscheidet. Statt 1 tritt hier —i auf.

e} Vergleich und numerische Diskussion der
unter b), ¢) und d) behandelten Fille

Wir diskutieren im folgenden die Nidherungsformeln (29), (38) und (51) fiir
den Wechselstromwiderstand pro Lingeneinheit. Zunichst lassen sich die Aus-
driicke (38) und (51) dadurch noch etwas verbessern, dall man den in unserer
Niherung weggefallenen Term fiir den Ohmschen Widerstand des Spulendrahtes
nach den Ergebnissen von SoMMERFELD [28] hinzufiigt. Nach SOMMERFELD
(a.a.0.) erhidlt man den Ohmschen Widerstand R pro ecm Spulenlinge im Falle
extremen Skineffektes durch Multiplikation des Gleichstromwiderstandes R
nach (30a) mit dem Faktor:

a Za
== 2 gm0 (1 =1) 04
JE 1 |

also

y & 3 1 e ;
e LI T (53)
s 0y @ C C 2

Eine Korrektion in dieser Form. die sich unter Mitnahme der vernachliissigten
Glieder selbstverstindlich auch aus unserer Rechnung ergeben mull, wird er-
laubt sein, sofern die Riickwirkung des Aullenraumes bzw. des Kernes auf die
Stromverteilung im Wicklungsquerschnitt noch schwach ist. An sich gilt (52) und
(53) nach SOMMERFELDs Voraussetzung nur fiir eine Spule im leeren Raum.

Um die Ergebnisse (29), (30) und (51) einheitlich und {ibersichtlich darzu-

stellen. dividieren wir Ziahler und Nenner mit wug. Der Ausdruck w nimmt dann
die Form an.:

f."j Illl -
w=R , (54)
]— 49
Hierbei hingen R (Ohmscher Widerstand der Wicklung) und Ly (Selbstinduk-
tivitdt unter quasistationédren Bedingungen flir den materiefreien Raum) nur

[

o
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20 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

von den Parametern der Wicklung, f nur von den Materialkonstanten des Spu-
leninneren und ¢ nur von den Materialkonstanten des Spulendulleren ab. Die
folgende Tabelle 1 gibt die Formeln fiir R. fy Ly und g in den drei behandelten
Fallen an.

Tabelle 1

R I , Lo @

. Fall{Abschnitt b
sSKineffekt in der e 1
wicklung und im T
Spulenkern 0 o
schwach
=. Fall(Abschnittc)| 4 22 bt
akinelfekt in der l o9 1 Lo = 2
11T ¥ Ay i %
Wicklung stark, n*b ] : !.
im Spulenkern = % e x1fk b\*/ - Sl
schwach ¥ = = { 2 ) l] 0.074 1 4 . In kt K
3. Fall{Abschnitt di|
Skineffekt i e F—3 .

Kt In dei |j_'r o i ko b
Wicklung und nthb l
im Spulenkern c 0 2 ftg
stark |

In dieser Darstellung kommt die Wechselwirkung der Spule mit dem AuBen-
medium nur in g zur Geltung, und zwar bemerkenswerterweise in allen Fillen
in gleicher Weise. Mit der numerischen Auswertung des Termes g wird daher
gleichzeitig die Grundlage fiir die Diskussion aller drei Fille geliefert. Fiir die
numerische Diskussion ist es zweckmiiBig, die komplexe Konstante k durch reelle
Parameter mit physikalisch anschaulicher Bedeutung darzustellen. Als solche
empfehlen sich:

l. die elektromagnetische Eindringtiefe 7. berechnet unter Vernachléssi-
gung des Verschiebungsstromes und fiir u = 1,
2. das Verhiltnis » der Verschiebungsstromdichte zur Leitungsstromdichte,
die magnetische Permeabilitit u.
Es gilt (vgl. etwa R. BECKER [2]):

k - i { ]I-ln'l =2 EI 1 2* :-:: (53)
I
mit der Bedeutung:
i
C B " ‘*-'I|!_-'n:'|||.|
temi = 0033 |/ (06a)
V2awao I'|1u.|

E it LBl 32 2 oy

»# e 2,06 - 10713 ¢ ‘Qoaem) Yz (96b)

(¢ in absoluten elektrostatischen Einheiten gemessen; x, ¢, u reine Zahlen.)
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Vergleich der behandelten Falle 2

=]

Zerlegt man den Term g ((54), Tabelle 1) in Real- und Imaginérteil:

g =% T3 (27)
<p erhialt man mit (56a. b6b):
h! f 2 .Ir'_' 1 = \ T o
1 l;‘.’iln =11 3 In {1 -rx*) ﬂ.‘_’:;f] - — arctg ;r*:l (58a)
P o l h* ' Z 2
b= N ok P 5 [ 7 =0
k y B 1INyt nkl4a7y= 0,282 ff( .‘-Ll'l_"l‘:_{;'-'“ (58b)
v l ! : 2 R E

Diese Formeln eignen sich besonders gut zur numerischen Berechnung. Die
Eindringtiefe r bedeutet fiir » < 1 anschaulich diejenige Tiefe, in welcher die
Amplitude der ebenen elektromagnetischen Welle auf den e-ten Teil abgesun-
ken ist. Ist hingegen » nicht gegen eins zu vernachliissigen, so erhalt man die
wahre Eindringtiefe durch Division von r mit | 1 + 2~ — 3, wie aus (55) hervor-
geht (vgl. R. BECKER [2, 5. 1861.]).

In der folgenden Tabelle 2 werden die Werte fiir u und v nach (58a, 58b),

fiuir b 1 em und fiir » 10* bzw. 10°% Hz entsprechend den Bedingungen (23a bis
23d), (32a bis 32d) bzw. (48a bis 48d) in Abhingigkeit vom spezifischen Wider-
stande des Aullenraumes fiir : 2 bzw. : 20 und wu 1 gegeben. Der Bereich

von p entspricht den im Bergbau praktisch vorkommenden Gesteinen, ange-
fangen bei gutleitenden sulfidischen Erzen (o 10 2em) bis zum Sleinsaly
(0 =10 L2em). Schrinkt man diesen Bereich nach unten hin etwas ein, etwa
durch die Bedingung p > 10° Qem, so sind die Bedingungen (23), (32) bzw. (48)
auch fiir hbhere Frequenzen noch erfiillt. In der Tabelle 2 sind daher auch Werte
flir 10" und 10° Hz (30-m- bzw. 3-m-Welle) und ¢ = 20 angegeben. In Bild 3
sind w und v graphisch in doppeltlogarithmischer Auftragung dargestellt. Die
schraffierten Bereiche zwischen den Kurven werden durch diejenigen Kur-
ven liberdeckt, die jeweils Zwischenwerten der D.-K. zwischen 2 und 20 eni-
sprechen.

Wir befassen uns zunichst mit dem 1. und 2. Fall (siehe Tabelle 1). Das 2.
Glied in (54), welches hauptsiachlich interessiert, ist in beiden Fallen das gleiche:

ii iF) IJ” 'l! 1 Irlh Fiiy ii i IJ“ Li 1 LI H 'i.'”“ ¢ { I
i : - - : o - s ‘- [y i
| ] TR 1 _H“{H iv) (1 IH:I'”:I Wy U
G
LEAN]
3 ' & i~
=% La R W [ HH I:JH:!

Die Wechselwirkung mit der Umgebung bedingt also das Auftreten eines
zusatzlichen Wirkwiderstandes pro Lingeneinheit von der Groéfle:

(0 Lig ””'_' v
Ry = 3 53 60a
W (1 I””,”']-. | I”“v-rq- { :l

(v ist stets negativ)
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J 06 = 110
i3+ 14]
M0 S
(1] i
L |
.|.l I--
02 - 10
37 = 10
i
T8 = 11

L -.-..].I .1

o S« 1070

+ 240 16—

208 - 10"

355 10
0L 10

L4610

4 HE - 10T

LTa- 107"

22 1)

ol - 1

22 - 10

263 10"

2 1 T

et
T = 1

9 |

5o
¥

u |
1,10

$.48

o i

- 1.80

1 b
1 e

1

= 10" Herts

£
L
1l

1 =i
R

1]
1~
12

I
Pl

— 1,23 -10*
- 1,98 . 1072
et T L
3RS 10
3 14« 1077

400 - 1077

r = 10" Heriz

.24 - 10732
Ltk « 107
218 107
R42 . 10

— 788 107"

- 5,91 10

2

1,23 - 1"
1,73- 107"
219107
2,68 10"
- 3,04 ¢
- 8,67« 107"
Toad « 30~

(FRTE ] ) IS5 A

Jap

S][FPuEyaq

i
B

= 20
B 75 1071
1. T2« 107"
7.84-10°°
7.00 - 1070
— 5.0 - 107"
6001077
Ert
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Theorie der unendlichlangen Zvlinderspule

und eines induktiv bedingten zusidtzlichen Blindwiderstandes Rp pro Lingen-

einheit von der Grile:
5 i — g (u” -+ v :
R, = Lo uy~" = g (60b)
'I : (1 )’ ity D°

Wie Tabelle 2 bzw., Bild 3 zeigt, sind die Funktionen u und v innerhalb

des interessierenden Variabelnbereiches klein gegen eins. kKine extrem hohe

Permeabilitat des Spulenkernes ist hier auszuschliellen, da eine solche mit ge-

ringer Leitfdhigkeit, wie wir fiir den Spulenkern angenommen hatten, nicht ver-

bunden zu sein pflegt. Setzen wir also z. B. u; << 100, so bleiben auch die Pro-

dukte pupu und upv im allgemeinen klein und erreichen nur in Extremfillen die

Grofllenordnung eins. Ist also  wgu l und | 1. so gilt angeniihert:
j.l:l TE e .I!.al__l |'|'||.- i I:l{il.l\..l.\’
R, = Lju"u (61b)

Tabelle 2 gibt dann, bis auf den Faktor uy-, unmittelbar den zusatzlichen
Wirk- und Blindwiderstand in Einheiten der Induktanz @ Ly an. Fir kleine
Werte von u und v, besonders also fiir niedere Frequenzen (» << 10" Hz) ist die
Anderung des Wechselsiromwiderstandes dem Quadrat der Permeabilitidt pro-
portional. Wenn also die Rickwirkung des AuBenmediums ohne Spulenkern
auch sehr gering ist, kKann sie doch durch einen Kern aus hochpermeablem Ma-
terial nach (6la, 61b) eine Steigerung um mehrere Zehnerpotenzen erfahren.
Phyvsikalisch verstindlich wird dieses Resultat. wenn man bedenkt, dafl die im
Aullenraume induzierten Strome um so starker sind, je stirker der Spulenkern
magnetisiert wird. Die Anderung der magnetischen Induktion im Spuleninneren
durch diese Strome wichst ebenfalls mit . Die durch Rickwirkung in de
Spulenwicklung induzierte Spannung mul} also in erster Anndherung propor-

11 |,"|;||_ o~ .H-I"j'l_ﬁ.

Ein weiteres Ergebnis betrifft das Vorzeichen von Ry bzw. Rp. Wie aus Ta-
belle 2 ersichtlich, ist v stets negativ und damit Ry nach (60a) bzw. (6la) stets
pll.ml'-i‘-.'. wie es das E:.'I“:I_-:‘J_:i--}|]11§;-’i|l ".'l.'|].-l|'ll_'|1_ Die .:"'Ll‘ulin'-l'ajl‘.:.: Rpn des Blindwider-
standes dagegen kann verschiedenes Vorzeichen haben. Man entnimmt Tabelle 2,
dall u filir niedere Werte von » negativ, fiir hohere dagegen positiv ist. Nach
(60b) bzw. (61b) wird daher die Selbstinduktivitidt beil hinreichend niederem spe-
zifischen Widerstande des Aullenmediums verringert. bei hiherem dagegen
was vergrollert. Der physikalische Grund hierfiir ist, daf bei hinreichend ge
ringer Leitfihigkeit die Wirbelstrome in nachster Umgebung der Spule nur um
eine Viertelperiode gegen den Spulenstirom phasenverschoben sind. Ihr magne-
tisches Feld im Inneren der Spule eilt daher dem Felde des Spulenstromes eben-
falls um eine Viertelperiode nach. Die Wirbelstriime induzieren daher in der
Wicklung eine Spannung, die der treibenden Kraft in erster Anndherung ent-
gegengesetzt gerichtet ist und daher merklich nur eine Erhohung des Wirk-
widerstandes bedingt. Ist dagepen die Leitfihigkeit aullerhalb der Spule grol,

so bleiben die Wirbelstréme um mehr als eine Viertelperiode hinter dem Spulen-
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Vergleich der behandelten Fille 31

strome zurtick. Es resultiert dann ein zusiitzliches magnetisches Feld im Spulen-
inneren, das dem Felde des Spulenstromes phasengleich, aber entgegengesetzt
gerichtet ist. Eine Verringerung der Selbstinduktivitit ist die Folge.

Sind gou und ugv klein gegen eins, so betragen die Anderungen R und
Rp nach (60a, 60b) nur Bruchteile der Induktanz o Ly 4. Riicken o uw und g v
dagegen In die GréBenordnung der Einheit, so werden diese Zusatzglieder von
gleicher Groflenordnung wie m Ly uy selbst, Wihrend der gesamte Wirkwider-
stand R + Ry natiirlich stets positiv bleibt, kann der gesamte Blindwiderstand
) Lo tp +— Rp unter Umstinden negativ sein. Die Spule zeigt dann eine neca-

live Selbstinduktivitat und verhilt sich wie ein Kondensator,

Wie man Tabelle 2 oder Bild 3 entnimmt, geht die D-K. erst bei hoherem
spezifischem Widerstand merklich in die Wechselwirkung ein. Der hierfiir k1i-
tische Wert von o liegt um so niedriger, je héher die Frequenz ist. Bei 10° Hz
spricht eine Spule von 1 em Radius unterhalb o 10* f2em praktisch nur auf
Anderungen von » an. Beim Ubergang zu 10% Hz verschiebt sich diese Grenze in
das Gebiet zwischen 10 und 10° Qem. Bei hinreichend hohem s De-

£

zl1fischem Widerstande schlieBBlich wirken praktisch nur
noch Anderungen von (horizontale, asymptotische Aste rechts, Bild 3).
Man ersieht aus dem Diagramm. dalB fiir die Bestimmung des spezifischen
Widerstandes niedere Fre quenzen (10" bis 10° Hz). fur eine solche
der Dielektrizitidtskonstante dagegen hdéhere Frequenzen
(r = 10" Hz) erforderlich sind. Der Miberfolg, den MarTienssieN hinsichtlich der
ung von D.-K.-Unterschieden erlitt. beruhte hauptséchlich auf der unzweck-
mabigen Wahl der Frequenz.

Als praktisches Beispiel moge eine unendlichlange Spule von b = 1 em Ra-
Al e o 50 Windungen je em Linge gewiihlt werden. Die einlagige Wick-
lung bestehe aus Kupferdraht von 0} 1,7+ 10% L2em spezifischem Widerstand
ind quadratischem Querschnitt. Die Windungen liegen ohne Zwischenraum
nebeneinander; a betrdgt dann 0,01 em. Wir erhalten im 1. Fall (Abschnitt 2b)
fir den Ohmschen Widerstand pro ¢m Spulenléinge nach (30a) unter T
nung auf Ohm:

Imrech-

Rg=1,34— (62a)

I he H{'..'H'--li':]lll_',]li'gll‘»']'f.'lf Pro em {-|'<_.:ib1 cich nach {{[h] unter F*:]Tt”'i.'hlll.]]'l_u anf

HENRY zZu:

Henrs
Lo=0985-10"1 = (62b)

CITl

Dier induktive Widerstand pro cm der kernfreien Spule betrigt fiir » 104 Hz
demnach -

it L“ 6.20 {[}.EL'}
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32 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

Ist die Spule mit magnetisierbarem Material von pyp
fen wir:

100 gefiillt. so erhal-

{2
el Ir_||| _-I'-l'.;| = H:_.}l"]
LIl

(62d)

Nach Tabelle 2 und (61a, 61b) ergibt sich filir einen spezifischen Widerstand
des AubBenmediums von o = 130 £2cem (z. B, Sulfiderz oder Lauge):

(2 :
R..=1,64 (63a)
g 1T
I
R 0,19 (63b)
: CITl

Die Erhéhung des Wirkwiderstandes durch Wirbelstromverluste im Aulen-
medium ist also von der GroBenordnung des Wirkwiderstandes der Wicklung,
withrend der Blindwiderstand sich um nur 0,3 %o verringert. Mittels der Formeln:

Lo = 6,20+ 1049 (64a)

Ry — 620104 yup*-»- v (64b)

Rp=620"10"% ug*-»-u (64c)

lassen sich unter der Voraussetzung | ugu 1 und | v 1 im 1, und 2. Falle

fur das gleiche H[}u'.-[-z'.m[_nla-ll entsprechende Werte Ry und Rp fur andere », i

und o berechnen.
Im 2. Falle (Skineffekt in der Wicklung stark) ist Ry nach (53b) mit dem
Skineffektfaktor 2a/ry zu multiplizieren, Wir erhalten fiir » = 10" Hz nach (24):

2?0 e
0 A5 LBEY
S|
L,
R 24 (65b)
Cm

Der induktive Widerstand indessen betrigt nach (64a) fiir die kernfreie Spule:

]

i) L= 6200 (65C)
1T}

Der Ohmsche Widerstand (650b) macht also im Hochstfalle ( 1ip 1) nur etwa
90, der Induktanz aus, und man versteht, wieso er bei unserer Niherungsrech-
nung in Abschnitt 2b wegfallen konnte. Fur Ry und Ry ergibt gsich nach (64b, b4c)

und Tabelle 2 fiir o = 100 2c¢m und ¢ 20:

5 e
r|\|| T8.7 {E‘]L‘Jf”
: CITl
i e
R 18,5 — (65e)
2 CIT

Die Erhthung des Wirkwiderstandes durch Wirbelstromverluste betragt also

trotz der durch Skineffekt bedingten VergroBerung des Ohmschen Spulenwider
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Vergleich der behandelten Fille 33

standes nach (65b) ein Mehrfaches von R. Der Blindwiderstand der Spule aber
verringert sich nach (65e) nur erst um 3%o. Die Anderung der Impedanz durch
das AuBenmedium ist wegen des grobBen Betrages von w Ly gering. Sie betragt
selbst in glinstigen Fillen (o 100 2¢m) nicht mehr als 3%e. Man sieht, dall 1m
2 Falle bereits schwach magnetisierbares Material (ugy ~ 10) im Spulenkern recht
deutliche Effekte hervorrufen miifite. Die Berechnung von Ry und Hp mul
sich dann, wegen ugu ~ 1 und pyv ~ 1, auf die strengeren Formeln (60a, 60b)

orinde

Der 3. Fall. der nun diskutiert werden soll, ist aus folgendem Grunde wichtig:
Um die Wechselwirkungseffekte zwischen Spule und Aulienmedium zu steigern,

die auch bei Hochfrequenz im allgemeinen sehr klein sind, kinnte man auch

in diesem Falle mit magnetisierbaren Spulenkernen arbeiten. Wihrend die Leit-
fahigkeit des Spulenkernes bei Niederfrequenz, genauer gesagli bel schwachem
Skineffekt im Spulenkern. ohne Einflul bleibt, bedingt der okineifekt, der bei
Hochfrequenz stirker ist, eine wesentliche Anderung der Verhaltnisse

Um die numerische Diskussion zu erleichtern, wollen wir Verschiebungs-

trome im Spulenkern vernachlassigen und nach (9¢) schreiben

- R e SR T
Al ¢ ) (bba)
o

(66b)
Der Ausdruck (54) nimmt dann mit der Zerlegung von g nach (57) die
o

w =Ry

Ro* — | (67)

T ] = - | P - 1eodecot ot wriy 1 b A '|I|;' [} .I - . 1 P 1 b
|r.l |.|||.- | =R .-.:_,L L -.-.I_If_|. 150 110 { 11} 'I_I | .'|“ in adarft also -|'|'.'|.]

:|I||'-.|- -I .l-l-;l_] ""'I=.||-ill':i:\-'.. "‘:'...ilil‘il‘!":':_
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34 Theorie der unendlichlangen Aylinderspule

Der Wirkwiderstand der unbeeinfluliten Spule erfdhrt also durch Wirbel-
stromverluste im Kern eine Erhohung. die durch das 2. Glied in (68) angegeben
5§

wird. Den EinfluBl des Aullenmediums beschreibt das 3. Glied: An die Stelle von
(bla) tritt:

o, = L pegy» 2 —5 - U (69a)

Der Blindwiderstand o Ly o der unbeeinfluliten Spule erscheint jetzt mit

dem Skinellektfaktio . multipliziert, ist also stark verkleinert. Da der Skin-
b ¥ g
;

effekt das magnetische Feld aul die Randpartie des Spulenkernes verdrangt,

wird der Induktionsflull durch den Spulenquerschnitt und damit die Selbst-
induktivitit verringert. Das 5. Glied schlielllich gibt den Einfluli der aulieren

Wirbelstrome an und vertritt jetzt (61b):

T

] il et ey
ff,, i f...rf._- Rty i b E?.]f}]
o o
Ry ist wegen v <0 stets negativ.

Vergleicht man (69a, 69b) mit (81a. 61b). so fallt auf. daBl v und » ihre Rollen
getauscht haben, Das hat nach Tabelle 2 zur Folge, dali jetzt Ry im allgemeilnen
Ry um eine Grillenordnung tlibertrifft. Im 2. Falle findet das Umgekehrte statt.
Der Vergleich zeigt ferner, dald die Ersetzung eines niederpermeablen, schlecht-
leitenden Spulenkernes mit py durch einen hochpermeablen, gutleitenden mit

v T . 1.4 e
10 ALl |'i 1111 e Ir'.l'_l moL i'l"l' WwWenimn

Als praktisches Beispiel wihlen wir wieder das gleiche Modell fur die Spule
wie oben und geben ihm einen Kern mit up = 900 und oy = 10~ Qem. Die Fre-
quenz moge wie im vorigen Beispiel » 107 Hz betragen. Die Eindringtiefe im

Spulenkern ist dann nach (66b) und (24):

Ti) (] 0h03 cm 1]'1'-}

| el
Vv Ll 1 il af
T
il i 1 Fer e s
68+ 10 (T1b)
(0 ¥ 14
r-l. —
- =8 (08-10—* ({1¢)
b
Wenn wir wieder » zu 100 f2em annenmen, ergibt sich dam
() )
I|l| ] II.:I I'.:.r:::
| LTIl

iy
-F‘
:

I
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Wihrend also die Anderung des Wirkwiderstandes nach (72c) bis auf das
Vorzeichen die gleiche geblieben ist wie im 2. Falle, ist diejenige des Blind-
widerstandes nach (72d) jetzt auf das 20fache gestiegen. Die Groillenordnung
des Blindwiderstandes und der Impedanz der unbeeinfluliten Spule ist indessen
die gleiche wie im 2. Falle. Die durch Wirbelstrome im Spulenkern bedingte

Erhiihung des Wirkwiderstandes (72b) iibertrifft den Ohmschen Widerstand der

Wicklung (72a) bei weitem. Die Anderung des gesamten Wirkwiderstandes der

.
-

unbeeinflufiten Spule durch das Aullenmedium betragt infolgedessen jetzt nur
0,9%, diejenige des Blindwiderstandes jedoch 3,8"/o gegentiber 3% Im 2, Falle,
Das Beispiel zeigt, daf3 eine Fiillung der Spule mit hochpermeablem Material,
z. B. Permalloy, selbst bei den starken Wirbelstromverlusten, die bei Hochfre
quenz im Spulenkern eintreten, den Riickwirkungseffekt der aullen fliefenden
Wirbelstrime betrdchtlich erhiht. Die Bedingung (70) wird indessen nicht er-
fiillt, so dall ein niederpermeables Material von geringer Leitfihigkeit schon

mit 1 10 weit grollere Anderungen als (7T2c¢, 72d) liefert. Allerdings ist damit

auch eine starkere Erhohung des induktiven Widerstandes gegeben, der im

Falle gerade durch den Skineffektfaktor (71b) in ertridglichen Grenzen ge-

Vergleicht man die drei behandelten Fille miteinander, so zeigt sich, dal} die
Wechselwirkung der Spule mit dem umgebenden Medium mit zunehmender Fre-
guenz steigt, wie zu erwarten ist. Die Anderungen, die dadurch fiir Wirk- und
Blindwiderstand resultieren, wachsen, absolut wie auch relativ genommen, be
trichtlich an, wenn man von Niederfrequenz (<< 10* Hz) zu Hochfrequenz (106
bis 10" Hz) libergeht. Hohe magnetische Permeabilitat des Spuleninneren bewirkt
stels eine Vergrolberung der Eflekte, Diese betragen bel unmagnetischen Spulen-
kernen fiir Niederfrequenz im giinstigsten Falle nur das 10 ‘fache der Impedanz,
konnen aber fiir Hochfrequenz die GrilBenordnung von 10%s erreichen (vgl. Ta
belle 2). Fir die Steigerung der Wechselwirkung durch Fiillung der Spule mit
magnetisierbarem Material ist dessen Leitfidhigkeit maligebend. Ist diese so ge-
ftritt, erfahren die Wechsel-

wirkungseffektie eine Steigerung proportional wg=, wiahrend der Blindwiderstand

dal} ein nur schwacher Skineffekt im Kern au

1".|"|
| S ! =

=

der unbeeinfluliten Spule nur proportional up zunimmt. Dieser Fall ist fiir Nie-
derfrequenz von Bedeutung: Durch hochpermeable Kerne lassen sich Anderun-
gen in Wirk- und Blindwiderstand erzielen, die in gunstigen Fillen., z. B. bei

10 2em (Erz), mehr als 10%s betragen. Bei Hochfrequenz (10% bis 10° Hz)
dagegen lassen sich bereits durch mittlere Permeabilitit (1ig ~ 100) Effekte von
der Grollenordnung der Impedanz selbst erzielen. Doch wird man den Skineffekt
im Spulenkern hier meist nicht vernachléssigen diirfen. Unter dieser Bedingung

erhdlt man bei schwacher Wechselwirkung theoretisch ein Anwachsen des Blind-
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36 Theorie der unendlichlangen Zylinderspule

widerstandes nur mit j uy und der Widerstandsiinderung mit ug (vgl (68)). Beid
Groben erfahren durch die Leitfdhigkeit des Spulenkernes eine weitere Reduk-
tion. Flir hinreichend schwach leitende Kerne (0y = 100 Q2cm, Skineffekt schwach)
zeigt die Impedanz im interessierenden Bereiche von o (10 bis 10° {2cm) theore-
tisch eine Anderung um eine Zehnerpotenz (vgl. die Beispiele Kurvenblatt 1I).

Wegen seines monotonen Charakters diirfte sich dieser Verlauf u. U. zu einer

guantitativen Bestimmung von p ausniitzen lassen.

Bei allen Schliissen, die fiir Frequenzen » > 10% Hz aus den bisherigen theo
retischen Ableitungen gezogen werden, bleibt zu bedenken. dall die Kapaziti
der — notwendig nur endlichlangen Spule mit unseren Ansétzen (1) und (8)
nicht berticksichtigt wird. Die Spulenkapazitit spielt aber eine um so griflere

Rolle, je niher die Frequenz der Grundeigenfrequenz der offenen Spule komm

Unser Spulenmodell ist daher fir dieses Frequenzgebiet nicht ausreichend und

bedarf der Ergidnzung durch eine parallel geschaltete Kapazitit bzw. durch ein

zusatzliches elektromagnetisches Feld vom Symmetrietyp Bild la. Wir behan-

dein daher im folgenden 3. Abschnitt die kapazitiv wirkende Sonde und neh-

men im 4. Abschnitt die fehlende Erginzung des Spulenmodells in behelfsmii-
biger Form vor.
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3. Theorie des Dipoloszillators, der sich in einem kugelférmigen Hohlraume

innerhalb eines homogenen Halbleiters befindet
a) Allgemelne Formulierung des Problems

Um theoretische Unterlagen fiir die Wechselwirkung einer irgendwie gestal-
teten, kapazitiv wirkenden Bohrlochsonde vom Typ Bild la zu gewinnen. liegt
es nahe, die klassische Bezeichnung des elektromagnetischen Feldes einer Stah-
antenne (gestrecktes Rotationsellipsoid) nach N, Asrauam [1] auf den Fall eines
umgebenden Halbleiters auszudehnen. Man konnte daran denken, die Kon-
stante ky = — w/c im Endresultat einfach durch die dem Halbleiter entsprechende
Konstante k l/e yeu m=-—4d 7imau zu ersetzen. Indessen wiirde eine solche
Umrechnung gerade der wichtigsten Voraussetzung widersprechen, die wir hier
machen, ndmlich dem Fortfall jedes galvanischen Kontaktes zwischen Sonde
und Aublenmedium. Der Einschlull der Stabantenne in einen zvlindrischen oder
sonstwie gestreckten, nichtleitenden Hohlraum. den Leitungsstrime nicht zu
durchdringen vermiagen, wire also wesentlich, Man wiirde den in Bild 1a darge-
stellten Fall wahrscheinlich sehr weitgehend durch die Annahme einer Zwelten,
ellipsoidformigen Grenzfliche annédhern koénnen. die konfokal mit der Ober-
llache des ,.Stabes” verlduft und die den isolierenden Zwischenraum, das ., Bohr-
loch®, vom Halbleiter, dem Gebirge, abgrenzt (Bild 4a). Durch Einfithrung einer
periodisch wechselnden, iiber das innere Ellipsoid gleichmiillig verteilten ein-
gepriagten elektrischen Kraft kinnte, wie im Falle der Spule, analvtischen
Schwierigkeiten ausgewichen und ein Wechselstromwiderstand auch fiir die
Antenne oder Stabkapazitit definiert werden.

Pd
¢ |
Halbleter "y
(Gebirge ) _.,‘.
— wischenraum v 1

{ Bohrloch)

- Leiter
\&ntanne )

A b

Bild 4. Idealisierung der kapazitiv wirkenden Sonde durch eine ellipsoid

formige Stabantenne (a) und durch einen Kugeloszillator (b). Das Bohr-

loch wird durch einen ellipsoidférmigen bzw. kugelférmigen Hohlraum
ersetzt

! A ﬂfH K
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Theorie des Dipoloszillators in einem kugelformigen Hohlraume

Da es uns aber hier nur auf eine qualitative und grilBenordnungsmaliige Be-
trachtung ankommt, treiben wir die Idealisierung noch um einen Schritt weiter
und nehmen beide Grenzflichen als Kugeln an (Bild 4b). Die Radien seien s und
d. Wir fiihren raumliche Polarkoordinaten r, i, ¢ eln derart, dall [ die
Richtung der eingepriagten Kraft €@ angibt, und dall die r-Richlung, die f1-
Richtung und die + ¢-Richtung ein Rechtssvstem bilden (Bild 4b). Der Raum
r < g werde von einem unendlich gutleitenden Material eingenommen, in wel-

chem die eingepriagte Kraft €' mit den Komponenten

E®=F, - cos i} '™
E'e) Eo-sind-e'™! (73)
@ () (E;, eine Konstante)

irksam sei, Der Zwischenraum s r << d (das .Bohrloch®) sei leer, also durch

i l. O 0 charakterisiert. wahrend fiir den Aubenraum r >d (das ,.Ge-

birge*) die beliebigen Materialkonstanten o, ¢ n gelten mogen.

Wir suchen nun eine zeitlich periodische Losung der Maxwellschen Gleichun-
cen, die dem Feldtypus Bild 1a entspricht. Diese werden mif dem Ansatz (ba, bb)
fiir Riume, in denen o, ¢ und u Konstanten sind, bekanntlich allgemein
liist durch:

C=—k?-B - graddiv3 (T4a)
= — 25 ot B (74b)

Hierbei miissen die nach rechtwinkligen Koordinaten gebildeten Komponen-

rl. ..-| .,'Il l!.H':'\- 1".{'2‘:.::”.'- -‘.5 “.'I.'.I.-.:"l" Il f=|'| r\-"l-ll-'n.- -I'__-_-.I.I.'-::':I '.I.l-IH.-\.. L -||--,|| LA

Wenn sich 3 iliberall auf die Komponente 5. = Il (r) - e'”" In Richtung = U

(Bild 3b) reduziert. so erhalten wir nach (74a, 74b) ein Feld des Typs Bild 1a,

nimlich:

€, = (kI ——)sin 0 (75b)

U. il |:_| _fl"}
H | (7TDa)

H,. =0 (TDe)

) s i S ol (75f)
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Punktiormiger Dipol

mit der . Hertzschen Funktion®:

1 :
[1="(C -ekrC_-e—ikr) (

o

e |

cn
g
i’

|C ,C__ willkiirliche Konstanten|

Wie man sieht, filhren bei kugelformigen Grenzflichen die bekannten Rand-
pedingungen, die die Stetigkeit von E,, E . H,. H_ und u H, verlangen, zu
linearen Gleichungen fiir die Konstanten C einer jeden Kugelschale. Unter + k
verstehen wir diejenige Wurzel aus k? deren Realteil positiv, deren Imaginir-
teil also, nach (74c), negativ ist.

b) Punktférmiger Dipol
Energieverlust im Halbleiter

Wir wollen zunichst annehmen, dall der Radius s der inneren Kugel ver-
schwindend klein sei, der Oszillator also einen Hertzschen Dipol im Mittelpunkt
des Hohlraumes darstelle. Wir setzen dann die Losung [I; fiir den Hohlraum
in der Form an:

III’I|F |'l”_ _rl__r,'- B o T i le. T

T6a)

die fiir den AuBenraum, [, dagegen. wegen des Verschwindens des Feldes im
Unendlichen, in der Form:

| (T6b)
Ic || £ L 0 T L0 G 1 1 i
e

Flur dieses Modell kann der mittlere Energieverlust n pro Sekunde abgelei
tet werden, der durch Stromwiarme im Halbleiter oder durch Ausstrahlung in
das Unendliche eintritt, Damit wird ein .dullerer Wirkwiderstand® des Oszilla-
tors analog der Grille Ry fiir das Spulenmodell definiert. Dieser Energieverlust
15t bekanntlich der Energiestrimung gleich, die durch die Kugelfliche r — d im

Mittel pro Sekunde hindurchtritt, nimlich (vgl. R. BECKER [2]):

N=2n8"|8, sinddd (77)
1)

S bedeutet die radiale Komponente des (reellen) Poyntingschen Vektors,

gemittelt tiber eine Periode:
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410) Theorie des Dipoloszillators in einem kugelférmigen Hohlraume
Der waagerechte Strich bedeutet das zeitliche Mittel, der Stern den konjugiert
komplexen Wert. Da wegen des Periodizitiatsfaktors e*2iet;
.5 =€ H°=¢ (78b)
i if i i

1st, gilt mit unserer Bezeichnungsweise:

i =
Sp=——.(E . H"-C.H | (78c)
167 | ? v e

Wenn wir wieder analog zu (6) die Schreibweise einfiihren;

(_EI .— - E:l.- . "_.I'II'-|r ‘f}r o H.II - '_-I|I|..|'
s A £ .}_" .II.II_II 5 {T‘q}
€ =E, el 9 —H -elw

erhalten wir aus (77) und (78):

rl w : — i " - i I
y = s I |E ”r,- E,H_ |-sin it d v (80)

1l

Nach (75b, 75f), (76b und 79) ergibt sich fiir den AuBenraum r = d allgemein:

. .I{: i K ] )
I'\ i | E - i [.L" _i' I 14_
E,=C, (_r g~} et%r . 5in g (81a)
- e i
H =C, - { e ) et R gin (81b)
’ s AT r o

also fiir » nach (80) fiir r = d:

2e" 1 3 . e I 2 O
1] = syl i Lot % g b hek® ke 1+ k%) — B — K d*
Sty d il
ik k* (k= k*)d*'+ k= k**- (k- k% d°] : e Hk-Kk%)d (82)

Um den Ausdruck (82) vollig bestimmt zu machen, mull C, berechnet werden.
Wir setzen fest, dab sich E, und H_ an der Grenze zwischen Hohlraum und
Halbleiter stetig verhalten sollen und der elektrische Dipol im Mittelpunkt der
Kugel die Amplitude 1 (in elektrostatischen absoluten Einheiten gemessen) ha-
ben soll. Damit ergeben sich als Bestimmungsgleichungen fiir C.. C_. und C,
nach (75b, 75f) und (76a, 76b):

(1} ikpd- ko d™)-x+ 01 -ikod ky"d”) y—(1+ikd-—k¥d)-z=0

Y . - A Ir;: “
kp~d°(1+ikpd) x ko= d*(1 —ikod)-y d (1+ikd -z=0
If
ol Kol . T o1 T y | (H'ﬁ}
Hierbei ist zur Abkiirzung gesetzt:
w8  ye=C g8 | pmugt e (84)
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Punktformiger Dipol

Aus (83) bestimmt sich C, zu:

0 1 —tkod —ko"d* —(1+ikd
_ k=
\ 1 —1kyd 2o (1=
1Ky
] 2 T ()
L‘rl
1+ ikogd —ko"d* 1 —ikod— ko d* (1-+ikd
ko™
1+ ikyd 1 —ik,d S
.rrIi"
{Jrh'...!l' e | ()
: . o k= :
(1 —-ikod)(l1+ikd—k*d®) = {1-+1ikd)(l
g . _frk”'
= Ir':: h Lo -
] Al+tkd)lkgd-coskgd—(1—Eky"d”)-sinkyd) — (1+ikd
1L o

Beschrinkt man sich auf solche Wellenldngen i, = ¢/y

d sind, so gilt:

;{”ﬂr » :3 .-I a I'i'..-: 1

Ay

I:'_'”f_"] “-h’.. ﬂ' 0S8 J{”ff

k= d=)
ilkd)
. eglkd
k=d=
i ke d)
i-i ;'i.rh rjl -E('“LI “T-_I}

(85)

, die sehr groll gegen

(86)

Damit wird der Frequenz bei einem Hohlraumradius von 1 ¢m eine obere
Grenze mit » ~ 10° Hz gesetzt. Dann kénnen die trigonometrischen Ausdriicke
im Nenner von (85) nach kyd entwickelt werden. Die Entwicklung kann in hin-
reichender Niaherung mit den quadratischen Gliedern abgebrochen werden. Ver-

nachléssigt man kyd und k¢>d® gegen 1, kd und k2d2

e o=
1+t k o =+ (1
b/ 3 etkd i g 1 Ko® \
C.=—" :
) 21 ko' d” , A K*
1+itkd—k“d*+ 2 o &
Il .I'-L'e.'
Wir wollen ferner voraussetzen. dal
k_ - 11}
5|+ 1 oder or <10
kgl *

(0 in f2em, » in Hz gemessen)
15st. Dann ergibt sich anndhernd:
9 I,_,r'kf]'

C A~—i—a
I T T

so ergibt sich

i ke d)
(87)
ikd)
(88)
(89)

Unter den beiden Voraussetzungen (86) und (88) resultiert ndherungsweise

W SLUB
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flir den Energieverlust pro Sekunde (82), indem wir wieder die reellen Para-
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42 Theorie des Dipoloszillators in einem kugelférmigen Hohlraume

meter r und » nach (56a, 56b) einfiihren:

e e B | = = i
“_E}rw'-. il F:-!l Voo WV 14 % .-'."Il V1 x=+ % 1 y1-a%—2y 2
‘ W LA o] = j I -0
2uV1+52 (=) T2y 0+ V142342 (=) (90)
LT \ T |

Dieser Ausdruck gilt fiir einen Dipol von der Amplitude 1. Hat diese den
Betrag q, so gilt zwischen g und der Stromstirkeamplitude I, dem Polabstand I
und o die Beziehung:

[y 1
g=— (91)
il
(90) ist also rechts mit g* zu multiplizieren. Aus der bekannten Beziehung
zwischen Wirkleistung y, Stromamplitude I, und Wirkwiderstand Ry fiir sinus-
tormigen Wechselstrom:

R, Ip* (92)

ergibt sich der ,dullere® Wirkwiderstand des Oszillators nach (90) unter Um-
rechnung auf Ohm zu:

. i "15 . I!I \ £ i']ﬂI \¥ | T 1 J i 0 | B {f
S rTor i v By N S R R | Ve e e i
wj lf! | : 3] ) o Il:l
2}l x[i] 2}'_”5-{1-:{'}[11 "= :-:-(d] P, (93)
| ] \ TS |

Fiir die numerische Diskussion dieses Ergebnisses wollen wir wieder den
Radius der Kugel, die das Bohrloch darstellt, zu d 1l em annehmen., Fir Nie-
derfrequenz (» << 10*Hz) sind fiir den interessierenden Bereich von o (10 bis
15° 2em) und = (2 bis 80) d/t und » klein gegen eins. Infolgedessen sind die
Glieder mit d/r in der eckigen Klammer von (93) gegen eins zu vernachlissigen.
Man erhilt in diesem Falle:

L
-

R.=1147. 1051, II_H- ,IJ' ”1,'.";' (94)

Der Wirkwiderstand ist also dem spezifischen Widerstand im AuBenraum um-
gekehrt proportional und zeigt eine dullerst scharfe Abhingigkeit von » und d
Die Abnahme wie 1:0 wird physikalisch verstindlich, wenn man die beiden
Grenzfélle unendlich niedrigen und unendlich hohen spezifischen Widerstandes
betrachtet. Im ersten Falle mufl Ry verschwinden, weil wegen der idealen Spie-
gelungswirkung der Hohlrauminnenfliche keine Energie in den Aullenraum ein-
dringen kann. Das Feld des Oszillators bleibt daher ganz auf den Innenraum
beschrankt. Fir unendlich hohen spezifischen Widerstand aullen mull Ry in den
Strahlungswiderstand filir den reinen Isolator {ibergehen. Im Zwischengebiet

endlicher Leitfahigkeit mufBl also Ry zunidchst anwachsen und sich asympto-
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Kugeldipol von endlichem Radius 43

tisch dem Strahlungswiderstand nidhern, wenn o zunimmt. Offensichtlich stellt
(94) eine Naherungsformel fiir den fallenden Teil dieses Verlaufes dar, ohne je-
doch wegen der Voraussetzungen (86) und (88) fiir o — = noch giiltig zu sein.

Der entgegengesetzt liegende Grenzfall, der mit den Voraussetzungen (86)
und (88) vertraglich ist, ist derjenige sehr starken Skineffektes im Aubenraume.
Dieser Fall wird gekennzeichnet durch die Bedingungen:

d o
¢d | >1 > 1 (¥92)
r

Wegen der Frequenzbeschriankung nach (86) ist (95) nur fiir o << 10~ Q2¢m,
also nur fir metallische Leitung bei Hochfrequenz wverwirklicht. Da » wieder
gegen eins zu vernachlédssigen ist, wird die Grifenordnung der Glieder in der
eckigen Klammer (93) durch d/r bestimmt, und man kann sich wegen (95) auf
die héchste Potenz von d/r beschrinken. Es ergibt sich damit ndherungsweise:

3

45 1\2 [1:\? [d)3 e o 2 G ¥ .
LY NEAW LW e Seloeg. 100 = . =) 0
htllll i :::-I} v }I.I (\. I J ( d .) (. T ] L .'r: | ]..]_:I il Il dh [ }

Die Empfindlichkeit von Ry gegen Frequenzinderung und Anderung von d
ist also gegeniliber (94) etwas gemildert, dagegen ist die Abhingigkeit von o
ausgepriagter. Auch im Falle starken Skineffektes nimmt unter den Voraus-
setzungen (86) und (88) der Wirkwiderstand monoton ab, wenn ¢ zunimmt. Der
Grenzfall (96) bietet jedoch wegen der Beschrinkung auf o<T10™ Oecm hier
wenig Interesse,

Ein punktférmiger Dipol im Mittelpunkt der Kugel stellt natiirlich nur ein
AubBerst wvereinfachtes Modell fiir eine kapazitiv wirkende Bohrlochsonde dar.
Immerhin darf aus den Ergebnissen (94) bzw. (96) geschlossen werden, daB all-
gemein bei geringem Durchmesser der Sonde (verglichen mit d) die Abhingig-
keit des Wirkwiderstandes von d und » sehr scharf sein wird (hohe Potenzen
im Nenner).

L " . ¥ . 1] - "
Uber den Blindwiderstand sind aus dem zugrunde gelegten Modell (Dimen-
sionen unendlich klein gegen d) naturgemil keine Angaben zu gewinnen. Hierzu

miissen die Abmessungen der Sonde als endlich angenommen werden,

¢c) Kugeldipol von endlichem Radius.

Theorlie seines Wechselstromwiderstandes

Unter der Voraussetzung, dall die Leitfdhigkeit im Inneren der Kugel un-
endlich groB sei, mull das Feld sich auf eine elektrische Komponente beschrin-
ken, die der eingeprigten Kraft (73) genau gleich und entgegengesetzt zu ihr
gerichtet ist. Eine unendlich hohe Stromdichte wiirde sonst die Folge sein. Das

Problem reduziert sich also auf die Bestimmung des Feldes im Zwischenraume

o

s<<r<_d und im Aullenraume r >d.
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4 Theorie des Dipoloszillators in einem kugelférmigen Hohlraume

e : £ e i - E
Wir setzen fiir den Zwischenraum nach (75g) wieder an:

1
[ = : (C, ceta” 0 e~ thTy (97a)
Ko = s=r=d
o

lur den Aubenraum dagegen, wegen der Ausstrahlungsbedingung, wieder:
Cq o ]
JFJI” - N l:'l FRT ,II-: —

T (i

|..' I -"}L'J 41100 0G i [ETb]

Realteil (k) > ()

T | - R - ¥ " 1
Nach (75a—T75f) ergeben sich die Feldkomponenten fiir den Zwischenraum zu:

7 1 ] il . e ) e
LF[r.-J 9 [{'_" ; [ r:: I lil-lq | l{;r.l'-. I cC ( 1 I J[: ] 4k _rl {93{1]

g ccos i) gt
ol T ol f

- i 1507 ey (ko iky 1
¢ I{' - ( | " ) gt L O [ - | = ) i ol sin#-e' ™" (98b)
{ T“

5 Fo I

= 'II‘:H:':' [ ] i'- ,l'{“ ' 1 1 I' I"i. l
i) } } AT T U e A ) o - TR
J.f i | ( - = : C 1 B . ] ‘ ! sin " - ¢ (98c)
'ﬁ:-:] - j-']llfb = (_E:::I M {gﬂd]
und fiir den AuBenraum 2zu:
i | i Ko .
{E',.“' 2Cq ( " a ] v@ HRT L 0pg ) < @' W1 (99a)
r -
(k* ik 1)
EY=Co-|———5— 5] e " sind el (99b)
L 1 r- gl
ke {1 ik) ;
)= C, - = f = ’ R A (99¢)
f i \r r
‘{'}r:u o= _f}fr:u = Ej”" — () fgﬂd}

An der Oberfliche r = s des Oszillators miissen die tangentiellen Komponen-
ten des elektrischen Feldes beiderseits gleich sein. Da im Inneren aber gelten

muld:

C) |- ) = (100a)
6o = (100b)

folgt nach (73):
Cl2) =G = GO =F;-sind-e!®t (r=5) (101)

Fir die magnetischen Tangentialkomponenten fiillt die Randbedingung weg,
da wir einen flichenhaften Leitungsstrom mit den Flichendichte-Komponenten:
f
' 4nx

J, =0 (102b)

- i) (102a)
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Kugeldipol von endlichem Radius 45

auf der Kugeloberfliche zulassen diirfen. Dieser Oberflichenstrom hat nur der
kontinuitéitsgleichung der Elektrizitit zu geniigen. Diese lautet mit unseren Be-
zeichnungen:

' 1 1 O

d7 5 sin o

i 1 = r

und wird durch die Ansétze (98b, Y8c¢) identisch erfiillt.

Zu (101) treten moch die Randbedingungen fiir die &uBere Grenzfliche r — d
hinzu:

E(z) = Ela) (104a)

() — fa) \e=a) (104b)

Die Bedingungen fiir die radiale Komponente der Induktion, u $,, und fir
cdie Ubrigen tangentiellen Komponenten sind nach (98d) und (89d) von selbst
erfullt. Mit (101) und (104a, 104b) ergeben sich als Bestimmungsgleichungen fiir
GG und Cyt

(ko  iky 1 S (kg™ iky 1) L
BT - o cetkad Lo, 5 |V 5® E,
' I' g = u) ; ( £ . o .-.'"} ;
(ko™ dka 1) . ka® iko 1 (k= ik 1
I:u N i ) N {-_-.-u i - ).@ i k. , f : . |+@ fled |
S W d- rJI"} { [ d d- d} [ Ca d d- d"-] : r
ol ARy . 1) . ik 1 k* ik 1)
1.----| : .II.,“" i - 1. oAy {-'1 ] |r-|_'”': . T | {‘l g ( --e I kil “
\ d ;s—..] ‘ o rf!) ; a u \d -['.I"]
(105)

Als Wechselstromwiderstand des Kugeloszillators wird entsprechend dem
Spulenmodell zweckmiiBig der Quotient von eingeprigter Spannung Vie) defi-
niert, die zwischen den Polen der Kugel ({# = 0 bzw. # = a) herrscht. und dem
Gesamtstrom I, der durch den Aquator (# = 7/2) in meridionaler Richtung vom
Pole ## = 7 in Richtung auf den Pol # = 0 flieB3t:

Ve =25 E, (106a)
I =-2as-J, (106b)
yre) Eq
“ -
I T, (107)
Nach (102a) wird:
o 4 E,
c H“r' ) (108)
| e X OF - |

Setzt man Hfl” nach (98c¢) ein, so ergibt sich mit kg = w/c:

4iE,s"
B et S (109)

m 1C, (1 —ikgs)e' s+ C_+(1+ikys) e**)

[

‘}t &
-;k :

A
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46 Theorie des Dipoloszillators in einem kugelfirmigen Hohlraume

Die Konstanten C; und C_ bestimmen sich nach (105) zu:
(- (-
C, =—E; & = 5 o (110a)
' - f=
mit der Bedeutung:

| |r'|:'||._I . |! .ill:” ]. ‘I 5 k.5

1 | 5 . ()
\ 8 g5 89
| Jf; |:: ii .i!'.'“ 1 ) ||I'-. |!- ||I-.- 1 .
f-) () 5 —— |etd = 1104}
' l d d- i!")[ 2" a° {:!”} { ?
(fkn . 1) itk 1
() ko™ | — ]{ Ko [ ]! e
\ d d? w \d i

) [Lﬂ”- | HC-I" I:'.) it 0 [h ”:: 1;-..} A (110cy

ol iy AN Pl 1N
feo” [ ﬂ'l | rr"'r_a) B : " [ g r!"'_} G

ii |iI'|‘||

| : '
| . } J_.l."-.' " . - ) e ile.x ”
g B " fasi \ 8 5= g"

= (a':}ﬁ' | :; “:) ol [ k™ hy_ 1 F s [ :;; i k 1] " (110d)
.'I-'“'_' [ j:’;“ : “II_:J Jiead L_II-_-(HW.'.. : 1-:'] g Je= (.! ke : 1] o—ikd

Mit (110a—110d) wird (109):
4is” -)

W : ;
fri I"_J |:]_ | |ilf.l|."1:+ f_'J '*l i -'I"\--||-""LJI

(111}
Sehr leicht gewinnt man den Ausdruck fiir W im Falle k ko, d. h. Hir ma-
teriefreien Aullenraum. Da dann die Grenzfliache r d gegenstandslos ist, wird

nach (105):

. - '!I'-II ; -";:.' A\
f' () ( o T (112)
. .II .|| 5 | II'.|:l o ]
und
+ ] |' |r| g |I'-'..I': H_‘ "Ir . ||_I.I_-, ."i:
W - ‘ ok 1 (113a)
RUK: ] i Ko 8 ifg | i ko 8
Flir kos<_1 konvergiert die Entwicklung:
- 4 i W P e . 4.4
L‘I - 'I:.l .|I||| o IIII-” . |-_|| P
ROE
! 4 s s 48"

g g Mg sy okl (113b)

i ()8 it
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Ableitung einer Niherung 47

Beschrinkt man sich auf die drei ersten Glieder, so 1aBt sich W als Wider-
tandsoperator eines Kreises deuten, in welchem eine Kapazitit von s/4 in

eihe mit elner Selbstinduktion vom Betrage — und einem Ohmschen Wider-
3

stande von der Grille 4 w* s*: e“liegt. Natiirlich kann man in dem Gliede iw

+ 8
o*
wie allgemein in allen héheren imaginiren Gliedern der Entwicklung (113b), auch
eine Frequenzabhidngigkeit der Kapazitit erblicken.

d) Ableitung einer Nadherung fiir Niederfrequenz
d 1

und mittlere Hochirequenz

Numerische Diskussion

Es gilt nun, den Einflull des Halbleiters auBerhalb r = d auf die Kenngrifien
cdes Ersatzschemas zu ermitteln, das dem Oszillator in jedem Falle zugeordnet
werden Kann, Man erhidlt fiir die Determinanten (110b, 110¢, 110d):

s |f ; -I.‘I i |!-. |'||.|'|.: -!;-II'-IH”I 'I';Il :!“I I:' -il'\-.il-lj' I- !: -'I'I||".I-:| I I |' ||-.' rll 'I,'-' |'.|..'I:| . _'-::;' £ Wy 1K)
I
(114a)
il . - )
{=f I.] I!'I-.'l'll.ll! o |I|.| Il!_r M |-'::. !:-'I--l 'Ili'l;.l I'|I|.|-II II"\-“”I--I 5 ¢ I :
l ]
(114b)
f-4 | ka8 .".'...'*x"r', - tkend) (] fed — k“d”)

(1-+ikd)(l —iknd — k.=d- |1 ol Rur RG] (114c)

Wir gehen mit (114a—114¢) in (111) ein und entwickeln unter den Voraus-

SelZungen:

III'--|I|'1.I 1 1.] ]'-" '.':l

kd | (115b)

entsprechend (113b) nach kpd und kd. (115a) bedeutet, dall die Wellenlinge

|

im Vakuum groll gegen d ist. (115b) besagt, dal fir die Eindringtiefe r nach

(b6a) und fiir das Verhiltnis » nach (b6b) gilt:
i ':-I | I .: {] ilil':l

Diese Bedingungen beschrinken die Frequenz etwa auf

" ot 10® Hy (116b)
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44 Theorie des Dipoloszillators in einem kugelfirmigen Hohlraume

Die Entwicklung des Zihlers und Nenners von (111) nach Potenzen von kd

und kd lautet:
4

W LAy - (kd)*kgd -+ By (kod)” -+ Cy < kgd (ke d)” | Dy (lgd)* - ked -+ Ey-(kpd)”- (kd)
1 (1 8
Filkod)? - Gy (kod)*-(kd)*-- Hy (kgd)*- kd | ...|: | As-kod (kd)" | Ba+(kyd)
Cokpd-{led)* + Do(kyd)* kd + Eo-(koyd)* - (kd)* + Fa-(kyd)?
Gy (kod)*-(kd)* | Hy- (ko d)* d -+ ...| (117a)
]
mit der Bedeutung p < 1]
d
41 a 21
1 = {1 =) | —ta1+p’)
% | i
) 1 a 21
B, (1-F2p% B (1-pY
o . )
1 2
Cy (1 — p”) ( (21 p")
E | 3
2 " 2 -
D, —(1+2p% D, —1—p%
3 : (117b)
2 1 iy . i . . ;
E, -{T-+ap " Top—2p’) By — (14— 10p~—5p"+p")
15 15
L = | 5 ) 1 5 :] l! = L] - 1 .-
F= ~{1--5p° — 10p*"4p7] Fs — {1l =8p~5p" —pY)
15 19D
’ I S St S = 1 G T -
(s = —~ (240" —5p" — 2"} Cra - {4 — 10p--+5p p*)
15 15
1 4 . ; 1 = STy .
Hy - {15 p~— 10 p"+4pY) He =(1-=Bp 1 0p"— 5"
1D R 1
Unter der Voraussetzung (116a) ist:
ke d B Ve - =8)=(1-4)-P -V fi = : 270 (118)
! ¢

Der Ausdruck (117a) 1afit sich daher als Potenzreihe nach jo schreiben. Da

die Glieder mit | und I.--J:" ausfallen. wird:

4 2(1—p% 2 9

iws 2-4-p° ffec s (2-+pY)*

W

4s (20+36p-10p°-p® 9 1 P p”) |

5 o - i (119)
i | 5(2+p7) 4 fite* (2497 |

101}

n—(0. d. h. fiir d — > in (113b) liber, wie verlangt

Dieser Ausdruck geht fiir j

werden mull.

Das 1. Glied in (119) entspricht dem ersten in (113b) und stellt den kapazi-
tiven Teil des Blindwiderstandes unter dem Einflusse des einhiillenden Halb-
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Ableitung einer Niherung 49
laitars R e : . . 3 2(1—p") _ :
elters dar. Dieser aullert sich also durch den Faktor — . Das 3. (Glied ent-
& p-

spricht dem 2. Glied in (113b) und gibt den induktiven Teil des Blindwiderstan-
des an, der jetzt durch einen dhnlichen, nur von p abhiingigen Faktor modifiziert
wird. Charakteristisch fiir (119) ist das Auftreten von Gliedern, die mit p ver-
schwinden und deshalb in (113b) nicht vorkommen. In 2. Ordnung tritt in (119)

ein Irequenzunabhingiges Glied fiir den Wirkwiderstand auf:

18 3
7 R R (120a)
' P ecR EtPpry
und in 3. Ordnung ein Zusatzolied rum Blindwiderstand:
A | g9s p*(1-pY |
IR, =—im- . : (120b)

et (2Lp%F

(120b) wird sinngemaB kapazitiv aufgefaBt. Diese Deutung wird durch die
Abhéngigkeit der einzelnen Glieder von der D.-K. & des Zwischenraumes nahe-
gelegt, die wir gleich eins gesetzt hatten. Legt man ihr aber einen beliebigen
Wert # bei und geht man mit ky = w/e Jer in (117a) ein, so wird auBer dem

1. auch das 4. Glied in (119) von & abhingig. Wir miissen daher dieses Glied

als kapazitiven Zusatzterm auffassen und schreiben, indem wir zu praktischen

Einheiten libergehen und wieder £ = 1 setzen (leerer Zwischenraum):

] §
P . . 3 l i
W r B 3 M RUERL (121)
mit der Bedeutung:
8 0377810~ 2
jem] 2 (1 - p?)
[i-: i i a0
|Farad] i ”'”HHE}-:Jlu]!-|'f_'l|rl|-|- e 10) |'_.'|'_'_ & = {] le!}
| o LF ERL§ || ] lI.I:I.I.I.
\ 2
r-':l EHI 4 .l_l'_l_'.-|:'| . _il:ll -
.'l.lf_-| 4 1 Hil'|:'| [] I’.I]J {12'"-']1}
4 1 - COn
1 =—p =P “lJPII
3 s q 5 Z .
i’ Henry | t hl-!'ll'.| 10 - . ”--,'_' {122{'}

Der Einflull des halbleitenden Vollraumes auBerhalb iuBert sich also in

1. Ordnung durch eine Vergrolerung der (dynamischen) Kapazitit € gegeniiber
threm Werte @ fiir Vakuum um den Faktor:

¢ 2 (123)
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Theorie des Dipoloszillators in einem kugelfirmigen Hohlraume

Erst fiir p-» = 10'° erfdhrt € eine merkliche Verringerung um einen wei-

teren Faktor

10,0889 (r-p0- 10 159,

Fiir o - » < 10" wirkt daher der halbleitende Aullenraum wie eine ideal lei-
lende Gegenbelegung zur Oszillatoroberfliche. Der spezifische Widerstand des
’ . . = e x " * . o+ % g )
Aulblenraumes geht hierbel nicht wesentlich in das Resultat ein. Uberschreitet
dagegen o » die GroBenordnung 10'2, so nimmt € nach (122a) annihernd wie
—— ab, Die Wandung des Hohlraumes verliert dann mehr und mehr ihre Wir
i} [ Lo
kung als Gegenbelegung, und damit verringert sich die Kapazitit. (122a) stellf
dann nur soweit noch eine gute Naherung {iur das kapazitive Verhalten dar, als

e

1 bleibt, gilt also fiir o — =¢ nicht.

In 2. Ordnung tritt zum kapazitiven Widerstand der frequenzunabhangige
Wirkwiderstand 4 *Hy nach (120a) bzw. (122b). Er geht fiir p 1 (d s, galva-
iecher Kontakt mit dem Aullenmedium) in den . Ausbreitungswiderstand®

Fd
des Oszillators tiber. In 3. Ordnung erst macht sich auller der schon besproche-
nen Frequenzabhiingigkeit der Kapazitat die Selbstinduktion ¥ nach (122¢) gel-

lend.

Bei der durch (116b) auferlegten Beschrinkung der Frequenz auf das Gebief
p < 250 000 Hz (fir unmagnetisches Material) haben die einzelnen Glieder in

(119) folgende Grollenordnung:

I
=10° £2 (125a)

i @ 3

) f.fi”. ~ 10 bis 10” £2 (125b)

&
g2, =10-% 12 (125c)

Hierbei ist fiir d und s die Grobbenordnung 1 em angenommen und fiir o wie-

=]

der ein Bereich von 10 bis 10” Qcem zugrunde gelegt, wie er Erzen und Gesteinen

im natiirlichen Vorkommen entspricht. Fiir trockenes Steinsalz (o = 107 Qcm) gilf
jedoch wegen » =1 fiir Hochfrequenz die Niherung (121) nicht mehr. In die-
sem Falle mull an die Stelle von (118) der exakte. die D.-K. beriicksichtigende
Ausdruck (97b) fiir k treten. Nach (125a—125¢) wird also die Impedanz des
Kugeloszillators fiir Frequenzen unterhalb 10° Hz im wesentlichen durch seine
Kapazitit und durch die Wirbelstromverluste im umgebenden Medium bestimmt.
Die Induktivitat ist zu wvernachlissigen. Das frequenzabhingige Glied fiir den

ol |

kapazitiven Widerstand ist von 3. Ordnung und ebenfalls gegen die Glieder
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Ableitung einer Naherung

1. und 2. Ordnung zu vernachlissigen. Wahrend o zum kapazitiven Widerstand
l
) (&

abhiingig von der Frequenz und proportional ». Dieses Ergebnis ist fiir die

nur sehr wenig beitriagt, ist der Wirkwiderstand 4 Ry in 1. Niherung un-

praktischen Moglichkeiten der Bestimmung von o mittels kapazitiv wirkender

Sonden von groler Bedeutuneg.

[
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4. Abschiitzung des Wechselstromwiderstandes fiir die Spule
und die zylindrische Kapazitit von endlicher Linge.

Angeniiherte Theorie der induktiven und der kapazitiven
Riuckwirkungs-Bohrlochsonde
' i )

Die 1m 2. und 3. Ab '.'|]!'!'.|_| i.'"lf.lfhi'.'i'!l‘:: sondenmodelle stellen starke Ideali-

i - E . 1 =1 l 17 W 71 1 i e : -
Slerungen der realen ebilde dar, dis ‘:J!.L|.1|E'--':| als Sonden dienen |-.l;|i:!l-'!._ | L
ITal L SICEL TILLDL, WELCL] o CTHILLSSE QUATILLLA LIV DO OLUALILALLY LS O8N DIsneEd 1 DL -

leiteten Ergebnissen aufl das Verhalten realer Sonden gezogen werden durfen.

Wir behandeln zunachst den Fall der kapazitiv wirkenden Sonde (Bild 1a)
e starkste Abwelchung unseres Model von der Wirklichkeit besteht in dei

(Gestalt des Hohlraumes: In Wirklichkeit ist dieser Hohlraum ein unendlichlan

. : ] . B et s ot = 1 i : } ] :
_f._-..,||||']|*|_ Lunga ael Lusdehnu [ deéer oond in Rich LUnNng ael

theoretisch keine Grenzen gesetzt. Die Abmessung in dieser Richtung wird dal
diejenige guer zur Bohrlochachse erheblich iiberireffen kinnen, wie im Beispiel
der Stabantenne (Bild la) bereits angedeutet ist. Wir haben daher anstatt mit

rmigen Kondensator- odel

einem kugelformigen mit einem zyvlindrischen, stabi
Antennengebilde zu rechnen. Die einzelnen Glieder im Ausdruck fiir den Wech-
selstromwiderstand werden indessen qualitativ und gréBenordnungsmifBig in

gleicher Weise von den Parametern o, o, 4, d und s abhéingen, wobei d mit dem
Bohrlochradius und s mit dem Radius des Kondensators oder der Stabantenne
gleichzusetzen ist.

Man wird eine 1. Annidherung fiir die Wechselwirkung eines solchen stab-
formigen Oszillators, Uuber dessen Inneres eine eingepragi
Stabachse wirkende Kraft gleichmalig verteilt ist, erhalten, wenn man in (1

zunachst den Faktor — durch —— ersetzt. K mul} hierbei die (in ¢m ge-
1 i) § L0 A

[MEesSsSene) fi,‘-'lml'n;:-il.'|'|-- Kapazitit des Stabes bedeuten, also B. einen Ausd: k
der Form (vgl. KonLravscH [14, 5. 176]):
138 :
& L 210

I bedeutet die Linge, s de

genommenen Stabes (I g). v==1 einen Zahlenfaktor. Damit erhalt man als

Radius des als gestreckes Rotationsellipsoid an-

lminoemiBivce Bety b5 At
ngsmabige belrachtung

Ausdruck fur eine uberschlagsmablige und grobenordnu

von W zunachst:
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Angenidherte Theorie

1 - (127)
cd

Glieder 3. Ordnung sind weggelassen. (127) geht in beiden Grenzfillen p = 0

(Aubenraum Vakuum) und p 1 (Aubenraum in galvanischem Kontakt mit der
Sonde) in den exakten Ausdruek fiir den Widerstand des Oszillators iiber. Den
bis auf Glieder 3. Ordnung strenpen Ausdruck wird man formal erhalten,

wenn man die Zahlenfaktoren
] ;I.?:Il 1.:| Jr.-

|.' i1 e | l I-I
e A N b T

die speziell nur fiir die Kugelgestalt gelten. durch allgemeinere Faktoren M (p)

und N (p) erselzt mit den Eigenschaflten:
M (0) 1 M (1) () (128a)
N (D) () N(1) =1 (128b)

[m iibrigen missen M und N von der Gribenordnung der Einheit sein., wenn
p von dieser Grillenordnung ist. Damit wird schlielllich:

| .&-101° (13 BB et /1)
Wio —n (=) -Mp)+2 ()N (). (129)

FOYE s |5/ 2]
[ Ir'.l'l""ul ] . |lIIl | ."ﬁ

Die Naherung (129) gilt wiederum nur fiir Frequenzen, die geniligend weit
unterhalb der Eigengrundfrequenz des elektrisch frei, d.h. ohne eingeprigte
Kraft, schwingenden Stabes liegen,

Der Typ der induktiv wirkenden Sonde wird durch eine Zylinderspule von
endlicher Lange verwirklicht (Bild 1b), An den Ergebnissen des 2. Abschnittes.
die fiir die unendlichlange Zylinderspule gelten, sind daher gewisse Korrek-
tionen anzubringen, wenn wir das Verhalten der endlichen Spule annihernd
richtig beschreiben wollen. Die Anniiherung kann nur dann befriedigend sein.

wenn auch die endliche Spule ein stark gestrecktes Gebilde darstellt. ihre Linge

v groli gegen ihren Halbmesser b ist. Fiir Spulen im Vakuum gilt bekanntlich

i | % - iy "o | i 5730 1 r - A . S ¥ S Ta 15 5| "
nach Rosa und GROVER 23| (vgl. auch KoBLrRAUSCH [14, S, 204, daRB die Selbst-

induktion £ (h) bei dichter Wicklung in der Bezeichnungsweise des Abschnit-
tes 2 geschrieben werden kann:

a. v A ntb k. 1)

2, (h) . S=] (130)

e fe
1 rl:l \ : s : \ : . : :
S| J ] bedeutet einen Zahlenfaktor, der kleiner als eins ist und sich fiir h — ~
|_ ;I

asymptotisch dem Werte eins ndhert (S hingt mit dem bei Rosa und Gro

1
i "'I ] .|I;' ||: b\
50> @ (=-]] .
\ h 47 b "\ h |
Man wird in erster Annédlierung auch die Selbstinduktivitit @ bei Einbettung

1T

VER (a.a.0.) tabellierten Faktor @ zusammen nach S

einen Halbleiter und bei Fiillung der Spule mit einem magnetisierbaren Kern

in der gleichen Form (130) darstellen kénnen. Damit ergibt sich als Naherungs-
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54 Abschiitzung des Wechselstromwiderstandes fir die Spule

ausdruck fiir den induktiven Widerstand einer endlichlangen Spule, die von
einem homogenen Halbleiter umgeben ist:
in@=ioLypgh -S| |- Lo : (131)
v T—0 o

Diese Korrektion reicht jedoch nicht aus, wenn das Verhalten auch bei Hoch-
frequenz richtig dargestellt werden soll. Es mull dann noch die endliche Kapa-
zitét der Spule beriicksichtigt werden, die bekanntlich auf der Bindung von La-
dungen auf den Windungen der Wicklung beruht. Die Spulenkapazitiit cp wirkt
nach neueren Untersuchungen [14, S. 198] [19] [22] [30] [35] bei Frequenzen, die
genugend weil unterhalb der Grundfrequenz der freischwingenden Spule liegen,
wie ein der Spule parallel geschalteter Kondensator. Fiir stark pgestreckte und
dicht gewickelte Spulen in Vakuum ist ¢) in der ersten Anniherung von den
Eigenschaften der Wicklung und von der Spulenlinge unabhingig und etwa
der Hilfte des Spulenradius (im absoluten MaBsystem) gleich [3] [7] 139

E |
o (132)

Das elektromagnetische Feld, das von den oszillierenden Ladungen auf der
Wicklung hervorgerufen wird, ist vom Typ Bild la. Es entspricht in erster
Anndherung einem elektrischen schwingenden Dipol, dessen Polabstand etwa
h ist. Die Wechselwirkung dieses Dipols mit dem Halbleiter entspricht daher
ndherungsweise derjenigen eines Kugeloszillators., der der Spule parallel ge-
schaltet zu denken ist und dessen dynamische Kapazitit mit der Spulenkapa-
zitit ¢y libereinstimmt. Indem man nach dem Kirchhoffschen Verzweigungsgesetz
den Wechselstromwiderstand filir die endliche Spule ohne Kapazitit

L ,
'ﬂiH]_" R-h-+im Lguy-S - Flos (133a)

mit derjenigen eines Kugeloszillators nach (119) mit s = b/2 kombiniert

3 ] T 3
B =~ ERRE St A ¢ :
GRE.  {mb Ll B cth I :'.'_' (133b)
S (1450 )
erhidlt man fiir den Wechselstromwiderstand
' 28 der endlichen Spule mit Kapazitit nihe-
‘ rungsweise
i’ |
| | 1
L — ~ (133¢
:.jlll'l_r ;‘JE Emr."';'L it E!.‘Lt' it e ]
= " ::E aSp. LIRE,
— 3 = Prd¥
1§ =
<
L S
F

Bild 5. Ersatzschema fur die reale Spule endlicher
Linge. die sich in Wechselwirkung mit einem umge-
benden Halbleiter befindet

Kapazitiver Zweig induktiver Zweig

[ Spulenkapazitat) { Selbstinduktion )
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Angenaherie Theorie

Der Spule kann somit das in Bild 5 dargestellte Ersatzschema mit den Be-
zeichnungen (134a—134f) zugeordnet werden. Die mit & bezeichneten Anderun-
gen der Kenngriflen bedeuten Anderungen auf Grund der Wechselwirkung mit
dem Aubenmedium, soweit diese nur durch Anderung der Materialkonstanten
bedingt werden. Glieder 3. Ordnung fiir den Widerstand des kapazitiven Zwei-
ces sind vernachlidssigt. Im 1. oder 2. Falle (vgl. Abschnitte 2, b und ¢) ergibt sich
nach (54) und Tabelle 1:

Thn-} - , =
R =R, h oh e bzw. )2 n-bh- (134a)
i'll il cC I'].I
._L_. e :f l'll|l : { }\
RS R R, I (134b)
= \ h
] .“:.'
| 2 | g 134¢
© ) : (JJ § ] (134¢)
2 4 p” \ ol
4 7-mn-b-h (b Ha" D
0 I:H = o - 8 g x S— 1:1-1 .
4 G ( h J {1 iy - My ©° { } Ll]
: a
PR e =
A0y b |:.] ;.‘J"']' (134e)
5@ B r:! b= h @ | b 1 ™ Iu,,l::‘ﬂu"" : ;:':':} (1341)
1 n/ fen U)" o~V

Im 3. Falle (Abschnitt 2, d) dagegen heilit es statt (134a, 134b, 134d, 134f) nach
(94) und Tabelle 1;

5 : - 2 ]. ]. 'II.J
‘R V2 = -n=bhfm u, ( ) - ."-.'1 ] (134g)
¢ Yoo Ve ) —\R |
V2 x° g 1" i b r
g n* b h | L.g| rr) (134h)
Iy i
|I.I| o
1 1 T -—5")
Oy F T My i b FHo b
0 ~h.-_ e Tk ol R E ol ; } : . (1341)
"r“ | L 1 ||_ “d
1 —2Vue" 3 (U-1-v)T Sy J._.':H' =)
] |I II| I:I
| 4 e
g g Hy [ D) L
08 =da*n*h-——-.8 [h r , (134k)
LT ' i1 a5 ‘0 ) 9
| ...l‘|'“ll'- . (&1 1) adln - hfm- 127

Mit den Ansatzen (133a—133e) kann die Frage nach der Riickwirkung eines
halbleitenden Mediums auf eine reale Spule von gegebenen Eigenschaften, die
sich isoliert in einer zylindrischen Héhlung innerhalb dieses Mediums befindet,
wenigstens qualitativ und grobenordnungsmailig beantwortet werden. Man ge-
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Abschitzung des Wechselstromwiderstandes fiir die Spule

langt so0 zu einer annihernden Theorie der induktiven Bohrlochsonde nach

Bild 1b. Es gilt nach (133e), (134a—134f) und nach dem Ersatzschema Bild 5:
| l ]
W+ RLESR Lin(R1-68) | i (
= rl".l ‘]"I, '
im @ :
O bedeutet die Anderung des Wechselstromwiderstandes der Spule auf
Grund der Wechselwirkungseffekte. Nach (134a—134f) und (135) kann die An

bl
& i

L
|.-.|1
L—

derung von Wirk- und Blindwiderstand in jedem konkreten Falle mindestens
groflenordnungsmailliig angegeben werden

Wir behandeln als Beispiel eine Spule von h 10 em Liange und b | om
Radius, die in ein Bohrloch von d 1,25 em Radius koaxial eingesetfzt ist und
mil niederfrequentem Strom von » = 10° Hz gespeist wird. Die Permeabilitit des
spulenkernes sei up = 100, der Skineffekt im Spulenkern sei zu vernachlissigen.
Man darf dann die Verinderungen 4 R:;. 4R und 4 £ als sehr kleine GroBen
behandeln und M : w £ wie auch w* 2§ gegen eins vernachlissigen. Die Impe-
danz der Spule wird damit sehr angenidhert gleich w & = 5700 £, und es gilt

P

i I'H f) :Lf < ) rL.II 1
Ch PO U Lt/ SREPS NI 1 f O 2. SIS |
I-".l -E'-j i_ ) - U I'

[m Bereich 10 f2em << p << 10° Qem ist:
~ 10— bis 10" (137a

w —10—= big — 10—" (137b)

= *._'I {:— = {1} @. i) .'ill:. . “' . ' |I' - II-."'.:I

: _ ol : : e
WL . ~ 10— " his 10— (137d)
)

Die beiden letzten, kapazitiv bedingten Glieder in (136) sind gegen die beiden
ersten, induktiv bedingten zu vernachlissigen. Die Veridnderung des Wechsel-
stromwiderstandes durch Beeinflussung der Spulenkapazitit spielt also bei 10" Hz

1 a ® - 1 - C . - | -
keine Rolle. Der physikalische Grund ist offensichtlich. Wegen C 3,19 - 10" &
(1]

ist der Widerstand des kapazitiven Zweiges, Bild 5, so groll wegen den des In-

duktiven, dall eine kleine Verinderung des erstgenannten vollig unwirksam
wird., Man ersieht hieraus, wie sich die Verhiltnisse beim Ubergang zu Hoch-
frequenz dndern miissen: Je hoher die Frequenz gewihlt wird, um so starker
wird einerseits der , kapazitive Nebenschlull* der Spule iliber das Aubenmedium
und andererseits die Drosselwirkung. Beide Effekte wirken im gleichen Sinne
dahin., daB der Spulenstrom sich in steigendem Maf} auf den kapazitiven Zweig
verlagert. Der Wechselstromwiderstand wird damit stirker von 4E und &R

schwiicher von d & und 4 R; abhingig. Die Formeln (134a—154f) und (135) zei-

gen, dall fiir » ~ 10% bis 107 Hz alle Vechselwirkungseflekte im allgemeinen

[ )
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Angenidherte Theorie

die gleiche Griofenordnung erreichen. die Spulenkapazitiat also nicht mehr ver-

nachlissigt werden darf. Eine direkfe Umkehrung der Verhiltnisse lLE < &
i (1)

kénnte erst nach Uberschreiten des Resonanzpunktes w? 2 € = 1 eintreten. Doch

wiirde damit die Frequenz in das Gebiet der Eigenschwingungen der Spule

riicken, Tir das das primitive Ersatzschema Bild 4 seinen Sinn verliert. Diesem

Fall kann unsere stark idealisierende und qualitative Betrachtungsweise nichf

mehr gerecht werden.
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3. Folgerungen fiir die praktischen Lisungsmiglichkeiten

des Problems

Das technische Problem der kontaktfreien Bohrlochsondierung nach dem

ent darin, mittels einer miglichst einfachen Anord-

ickwirkungsverfahren bes

W}

ng einen moglichst groben Efekt zu messen, der sich zur guantitativen Be-

mmung gut eignet, Da hier nur periodisch wechselnde, sinusformig wverlau-
fende elektromagnetische Vorgidnge in Beiracht gezogen werden sollen, wird
¢ Wechselwirkung der Apparatur mit dem Gebirge erschopfend durch di

derung des Wirk- bzw. Blindwiderstandes der Sonde gekennzeichnet. Diest

\nderungen konnen durch Messung der Impedanz, eines Phasenwinkels oder

curch gleichzeitige Bestimmung beider Widerstandskomponenten erfalit werden

-

ne Frequenz Kann im Niederirequenz-, Hochfrequenz- oder eventuell im Kurz-

lenbereich A wihlt werden. Hinsichilich des 'l"xl""- der verwendete Sondi

kapazitive und induktive Sondierung zu unterscheiden

s fragt sich nun, welche Kombinationen von Melgrole. Frequenz und Son-
¥ N 1 #
GQeniyp sicn nachn aen Ergebnissen der Abschnitte 2, 3 und 4 theoretisch am

besten eignen. Wir vergleichen deshalb das Verhalten der induktiv wirkenden

de (J-Sonde) mit de: |3.:'_'.'J:|'.f':,||'-.' wirkenden Sonde (K-Sonde) in verschiede
F1 {:ILL--|;;'_':1|-: clcnen. Fu beidi :_:-llilfil']l!l'a pen '_'h:_|'_ alleemein. dal die _-";L3|._|r-..
ing des Widerstandes um so starker 1st, Je hoher die Frequenz liegt. Das wiird

g I 1 ! § K e- . '
sich in jedem Falle fiir den Hochirequenzbereich sprechen. Niederfrequent

T |'5"‘-' I} .I|!"E' den Vorteil :".."i-i"'i". .|| |"|ii-"..'. 1'-i'l.-ll' L1k '|!I'.E NMessun

Diesen technischen Vorteilen steht indessen als Nachteil die auBerordentlich:
|' - .t | 1T . | .|-. - | 2 ™ | e | TIT | N
I nheit der wechselwirkungseiiekte Fegenuper, e Rrnonunes des Wirk- ozEv

Blindwiderstandes betragt {iir eine enggewickelte Zylinderspule von 1 ecm Ra-
cdius und 10 em Lange selbst im Extremfalle (o ~ 10 2em) bei 100 Hz nur 10—%°
el 1000 Hz 10~ %y und bei 10000 Hz erst ein Zehntel Promille der Impedanz

nd sinkt in 1. Annidherung mit wachsendem ¢ wie 1: p. Bei einer zylindrischen

Kapazitiat, deren Durchmesser von der Gribenordnung des Bohrlochdurchmes

i 1st, ist die Abhingigkeit von o die umgekehrte, und es treten die griBten

Effekte bei den grilten o-Werten auf. Flr o = 10° Zem liegen die entsprechen-

den Verhialtniszahlen in der Grabenordnung von 10°=% bzw. 0,1%s bzw. 1"
und nehmen proportional o ab., Da die kapazitidt der Sonde aber hochstens von
ader Grolenordnung 100 em sein kann, haben K-Sonden bei Niederlirequenz den
Nachteil aulberordentlich hoher Impedanz, néimlich von der Grillenordnung 107
flir 100 Hz, 10" £2 bei 1000 Hz usw. Fir die Spule dagegen liegen die entspre
chenden Impedanzwerte zwischen 10 und 100 2, also in einer villig anderen
Gréflenordnung, Das gleiche gilt erst recht fiir die Absolutwerte der Anderung
e Wirk- und Blindwiderstand durch die Wechselwirkung erfahren. Der Spulen

effekt ldlit sich durch einen Spulenkern von hoher magnetischer Permeabilitit

Beai mie

F Se
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Folgerungen [ur die praktischen Losungsmoglichkeiten a9

relativ um 2 bis 3 Zehnerpotenzen, absolut sogar um 4 bis 6 Zehnerpotenzen
steigern. Damit wiirde sich die relative Anderung fiir den glinstigsten Fall
3 ~ 10 Qem) in der Grobenordnung 10 bis 1019 fir 100 Hz, 0,1 bis 1% fiir
1000 Hz und 1 bis 10%e fir 10000 Hz verlagern. Die Griébenordnung fir die
entsprechenden Impedanzwerte wiirde damit auf 10 bis 10° bzw. 10° bis 10%
bzw. 10* bis 10° 2 anwachsen. Fiir 10* Hz liegen daher sowohl Impedanz wie
auch Anderung der Widerstandskomponenten fiir J-Sonden und K-Sonden in
der gleichen Gréflenordnung, wenn man jeweils maximale Effekte in Betracht
zieht. Die beiden Sondentypen unterscheiden sich wesentlich durch die Abhiingig-
ekt., bel der Spule da-

keit des Effektes von o: Beim Kondensator ist dieser di
segen angenahert umgekehrt proportonial o, Das bedeutet praktisch, daB sich der
kapazitive Typ mehr fiir die Messung hoher spezifischer Widerstinde (10° bis
0V Qem), der induktive Typ mehr fiir die Messung niederer o-Werte (10 bis
10+ f2em) elgnen wird.

Um die Wechselwirkungseffekte bequem nach der Briickenmethode messen
1 konnen, wire es dullerst wertvoll, den hohen Blindwiderstand der Sonde durch
eine zusitzliche Kapazitit bzw. Spule herabzudriicken, die in Relnhe geschaltet
und auf Resonanz abgestimmt ist. Fiir die J-Sonde mit hochpermeablem Kern
wire je nach der Frequenzlage ein Kondensator von 1 bis 10, 10~ bis 10-! bzw.
10°% bis 10~ Mikrofarad erforderlich, fiir die K-Sonde dagegen eine Induktivitit
von der Grolienordnung 10* bzw. 10¢ bzw. 10- Henry. Eine solche Kompensation
are also fur eine J-Sonde leicht, fiir eine K-Sonde dagegen technisch nur sehr
hwer zu verwirklichen. Der Wirkwiderstand. der als Mal fiir den spezifischen

I--"-.. :<':'-i|i!l : !-}I'-.. ‘._:Ii:l'l'_'_-'r' f

dienen miiBte, wiirde fiir die J-Sonde im Extremfalle

(0 ~ 10 £2cm) nur eine Erhéhung von 0,1 bis 108 bei 100 Hz, von 1 bis 100 {2
bei 1000 Hz und von 10 bis 1000 £2 bei 10 000 Hz erfahren. Diese Erhthung nimmi
mgekehrt proportional mit o ab. Hierbei ist zu bedenken, dall der Wirkwide:

tand der Wicklung fiir die zugrunde gelegten Spulendimensionen in der Grofen-
ranung 10 2 Liegt,
Aus diesen zahlenmiiligen Ergebnissen folgt, dall im Tonfrequenzbereich
praktisch nur die induktiv wirkende Sonde (Spule) Aussichten fiir die Lasung
Problems erdffnet. Durch Verwendung eines hochpermeablen Spulenkernes
bei Resonanzabstimmung mittels einer in Reihe geschalteten Kapazitit kann
Melielfekt in die geeignete GriBenordnung gehoben werden. Der Melibereich
bleibt indessen auch dann auf niedrigen spezifischen Widerstand des Gebirges
10 bis 10° 2em) beschrinkt, Es wiire daher denkbar, dall J-Sonden, mit Ton-
[requenz betrieben, als Anzeigegerite fiir Zonen niedrigsten spezifischen Gebirgs-
iderstandes (Vererzung, Lauge) verwendet werden Konnten.
Wesentlich anders liegen die Verhiiltnisse fliir Hochfrequenz (» = 10° Hz). Bei
der J-Sonde kinnen die Anderungen von Wirk- und Blindwiderstand schon bei
spulenkernen mittlerer Permeabilitit (g ~ 10 bis 100) die Grofenordnung der
Impedanz erreichen. Im Gebiete niedriger o-Werte (10 bis 1000 2¢m) sollte theo-

retisch eine starke Erniedrigung der Impedanz eintreten (vgl. Bild 6). Die

d

Impedanz selbst kinnte also ein geeignetes Mall flir den spezifischen Wider-
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= Bild 6. Impedanz J einer Spule
0 - Bt . : : 2 i
- J T J ST 1 em Hadius mit Kern von s (1]
"y - i N - 5 4 . "
1 P 3 &4 5 als Funktion des Gehirgswiderstan-
Iug 0 — des i unter Vernachliassigung der
r Spulenkapazitiat fiir 10", 107 und
10 [ Rem ] 10 Hertz

stand des Gebirges abgeben. Komplikationen entstehen durch die Verwendung
stark magnetisierbaren Kernmaterials in hochfrequenten Feldern. Starker Skin-
effekt im Spulenkern, wie er bei den in Frage kommenden Materialien zu

warten ist, erhéht den Wirkwiderstand der Sonde und erniedrigt gleichzeitioc
thren Blindwiderstand stark. Dadurch werden die Kennlinien im Bild 6 erheb-
lich abgeflacht. Die Impedanzwerte liegen wegen der Drosselwirkung des
Kernes in der GriéBenordnung 10° bis 10° Q bei 10° Hz. 10% bis 105 O bei 10° Hz
usw. Eine quantitative Bestimmung von o mittels einer J-Sonde diirfte wiederum
nur im Bereich von 10 bis 10° Qem mielich sein. Eine K-Sonde der oben be-
schriebenen Art besitzt bei Hochfrequenz den Vorteil. daB sie eine niedriger:
Impedanz als die J-Sonde hat. Die Wechselwirkung mit dem Gebirge komm|
auch bei Hochirequenz in erster Annidherung nur im Wirkwiderstand zur Gel
tung, und zwar proportional 0. Wilhrend die GréfBenordnung fiir den Blind-
widerstand bei 10°Hz 10° 2, bei 10°Hz 10% 2 usw. betrigt, ist der Wirkwider-
stand von der Grillenordnung o/10 unabhingig von der Frequenz. Im Gegen-
satz zum Niederfrequenzbereich ist es bei 10° oder 10° Hz leicht, den Blindwider-
stand einer K-Sonde durch eine passend gewiihlte Selbstinduktivitiit zu kompen-
sieren. Dieses leisten bereits Induktivititen von der GroBenordnung 1 bis 100

&
=
i
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Bild 7. Theoretischer Verlauf der Impedanz J (——-+—) und des
verlustwinkels y ( ) einer Spule von 1 em Radius, 17 {2 Wirk-
widerstand und 1 mH Selbstinduktivitiit (ochne Kern) als Funktion
des (rebirgswiderstandes. Die Spule ist dabei durch eine in Reihe
geschaltele Kapazitdt auf Resonanz abgesimmt zu denken

Millihenry. Es wiare daher theoretisch moglich, die Impedanz auf den Wirk-
widerstand, der in 1. Anniherung proportional o ist, zu reduzieren. Liuft die
Messung auf eine Bestimmung der Impedanz hinaus, ohne dal} der Blindwider-
stand besonders abgeglichen werden kann (Briickenmethode), so ist ausreichende
Konstanz der Frequenz. der Sondenkapazitit und der Zuleitungsinduktivitiit
bzw. -kapazitit wichtig. Bei 10" Hz wird eine solche von 1% im allgemeinen
noch ausreichend sein, besonders wenn man auf eine genauere Messung sehr
niedriger spezifischer Widerstinde verzichtet. Auch im Hochfrequenzbereiche
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62 folgerungen fir die praktischen Losungsmoglichkeiten

miilite theoretisch die K-Sonde im Gegensatz zur J-Sonde um so genauer arbei-
ten, je hdher o liegt, also fiir den Bereich 10~ bis 10"{2em geeignet sein. Der Nach-
feil von K-5onden wird sein, dall sie sehr empfindlich auf Verdnderungen des
Bohrlochdurchmessers reagieren. Gerade wenn der Sondenkondensator den nor
malen Bohrlochquerschnitt weitgehend ausfiillt, verandert eine Abweichung von
cder Normalform Wirk- und Blindwiderstand besonders stark. Dieser Effekt, der
[ir eine quantitativ befriedigende Bestimmung von p Kritisch sein wird, kann
dadurch gemildert werden, dall man dem Sondenkondensator einen geringeren
Durchmesser. aber grolbere Lange gibt. Allerdings verliert die Messung damit

notwendig an Lokalisierungsschirfe. d. h., es kann nur der Mittelwert von o libe:

| [

einen grolleren Abschnitt der Bohrung (Grobenordnung Kondensatorlinge) pe-
nmessen werden.

FUr eine quantitative Beurteilung der Lage im em-Wellen-Gebiet reichen die
nier entwickelten Naherungen nichl aus

i g | T . . - . \; i TN N [ O SRR L
was die Wahl eine Feploneten Mellgrale .||_J.|:!!_-;!_ =) BROTTIET 1|'|t"'|}1".|"-|.'.|'.

hierzu bei Niederfrequenz sowohl Wirk- bzw. Blindwiderstand als auch die

Impedanz oder der Verlustwinkel der Sonde dienen. Im Hochirequenzgebiet

1 v g | 1 i AR i | Y oy T v o I ; - -~ |
wird man aus technischen Grinden iMmpeganzmessungen bDevorzugen. Besond
enn man den Blindwiderstand in ersier Ordnung durch die erwidhnte Re

lanzabstimmung gompensieren wurde, mubte man theoretisch 1n der I|:|1,"'-“|'|.';;

und im Verlustwinkel brauchbare Kennlinien fiir o erhalten. Bild 7 stellt
theoretischen Verlauf solcher Kennlinien fiir eine 10 em lange Spule von 500

W !'ll:'!,._-;i"l und 17 2 W 14 ] INESW derstand bei 10 brw 10" Hz und bei

end gewidhlter Permeabilitdt des Spulenkernes dar. Die Auftragung ist dog

peltlogarithmisch fiir die Impedanz J. einfachlogarithmisch fiir den Phasen

inkel 7. Die Impedanz ist hier definiert durch

nd der Phasenwinkel durch:

Man sieht, dall simtliche Kurven im Bereich 10 << s << 10" 2cem einen mono
tonen und geniigend steilen Verlauf zeigen, um sie fiir eine guantitative Be-
stimmung von o ausnutzen zu konnen. Wahrend die Impedanz bemerkenswerter
weise auch bei 10° Hz keine nennenswerte Abhingigkeit von der D.-K. zeigt,
spricht y im Gebiete hoheren spezifischen Widerstandes stark auf Anderungen
von ¢ an. Zu beachten ist die ausgepriagte Abhingigkeit dieses Elfektes von .

Im Hochfrequenzgebiet (» = 10° Hz) zeigt die Impedanz als Funktion von o
bereits ohne Kompensation des Eigenblindwiderstandes der Spule fiir mittlere

-

Permeabilitit einen sehr charakteristischen Verlauf. Bild 6 stellt theoretisch Im-
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Vorbemerkung:

komplexwertige Funktionen angesetzt. F und H hingen hierbei nur von «

LISTE DER

BEZEICHNUNGEN

T

Die FeldgriBen €, &), E. H, A, II, |, J

(@), Ve

1
|
d

werden als

-

RHaumkoordinaten, nicht von der Zeit ab. Die physikalisch wirksame Kompo-

nente wird jeweils durch den Realteil angegeben.

‘I

14

Lli._'-l.l:{-'n

l!'.rl']

Frequenz

Kreisfrequenz (

Zeit
E;+etmt
I-{-. : I.i fl E
Z: - 2 1 wip T

r>-Komponente des Hertzschen Vektors (,,Hertzsche Funk-

tion™)

2T )

[-Komponente der elektrischen Feldstarke
[-Komponente der magnetischen Feldstirke

I-Komponente des Hertzschen Vektors

[-Komponente des Poyntingschen Vektors der Energie-
stromung
elektromagnetisches Vektorpotential
raumliche Stromdichte
fAichenhafte Stromdichte
elekirische Leifiahigkeif
Dielektrizititskonstante (D.-K.)
magnetische Permeabilitit
Lichtgeschwindigkeit
Amplitudenverhiltnis von Verschiebungsstromdichte zu
Leitungsstromdichte [ - l ::
elektromagnetische Eindringtiefe fiir 0 und u 1
Skineffektfaktor fiir den Ohmschen Widerstand der Spule
nach Sommerfeld f kg |22 ma

| r.

spezifischer Widerstand in Ohm - em
= }—1

die komplexe Wellenzahl ( [

Imagindre Einheit
L& r'I: — .:! =T .!" 'Y
¥

t’l_
Feldstiarkekomponenten der eingeprigten elektromotori-
schen Kraft
eingepriigte elektromotorische Kraft pro Windung der
Spulenwicklung
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[.iste der Bezeichnungen

V&  eingeprigte elektromotorische Kraft pro em Linge der
Spule

D Konstante der eingeprigten Kraft im Inneren der Spulen-
vicklung

iy Amplitude der eingeprigten elektrischen Feldstirke im
Inneren des Kugeloszillators

-'L Zahl der Windungen pro cm Linge der Spule

( halbe Dicke L :

. e Tragis | der Spulenwicklung

h Léinge der Spule

8 Radius des Kugeloszillators

d Radius des umgebenden Hohlraumes bzw. des Bohrloches

[ Linge der Kondensatorsonde

[ stromstarke

Iy Stromstarkenamplitude

R Ohmscher Widerstand der Spulenwicklung pro em Linge
der Spule fiir Gleichstrom

R Ohmscher Widerstand der Spulenwicklung pro cm Linge
der Spule fiir Wechselstrom

Lai) Selbstinduktionskoneffizient pro cm Linge der Spule fiir

leeres Spulrauminneres

Ry Erhohung des Wirkwiderstandes : : 1
Sy A durch Wechselwirkung
.-:I.: '1;.-._1| = ‘i.'i.ll I-.III. :._tl.:ll__h'lr ] ; :
= - et _ _ mit dem Spulenkern
iy Erhtthung des Blindwiderstandes

; __ l und dem Aublenmedium
der Spule pro em Linge

W totaler Wechselstromwiderstand der Spule pro em Linge
(=R-+Rw+ilwL,+ Rp))

J Impedanz der Spule pro em Linge { Lo |)

Selbstinduktionskoeffizient der endlichen Spule

R Ohmscher Widerstand der Wicklung der endlichen Spule

o Anderung des Wirkwiderstandes der endlichen Spule
durch das Aullenmedium

it Wechselstromwiderstand der endlichen Spule

Ao Spulenkapazitiit

Tir A | e . 1 r i
Vi Wi '-'-.i‘“‘.'l.'-.l_lrim"ﬂ=_t|-._-1.':al;-,11_¢-, des Exl:::_'-lf_'-lmi}’.]|];1:il['_»:.
by dynamische Kapazitit des Kugeloszillators im freien

Raume

1) dynamische Kapazitiat des Kugeloszillators im Halbleiter

K dvnamische Kapazitit des stabformigen Oszillators im
[reien Raume

dMe Wirkwiderstand des Kupgeloszillators. verursacht durch
Aullenmedium
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