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% \'95, ?< Ankundigung.

Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
In unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird,

zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der Experimentalvorlesungen, ILabora-
torien u. 8. w., bedingt. Wihrend aber durch die vorhandenen
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwiértigen Inhaltes der
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stehende und weitblickende Minner wiederholt auf einen Mangel
hinweisen miissen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlichen
Ausbildung jiingerer Krifte nur zu oft anhaftet. Es 1st dies das
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das
Gebidude der Wissenschaft ruht.

Diesem Mangel soll durch die Heransgabe der Klassiker
derexakten Wisgenschaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
den und Lernenden zuginglich gemacht werden. Es goll dadurch
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn
In jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Friichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anregungen und férdernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissensch aften sollen
ihrem Namen gemiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
aus den Gebieten derMathemat-ik,Astr:onumie,Ph}'ﬁik,Chemie
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fihrt von jetzt ab Professor
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
ibernahmen: fiir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle)}, fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Minchen), fir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), fiir Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig).
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Erschienen sind bis- jetzt aus dem Gebiete der

Mathematik:

Nr. 5. (. F. Gauss, Flichentheorie. (1827.) Deutsch herausg. v. A. Wan -

» 14,

TR T

» 46.

» 47,

» 60,

i

» (0.

» ((

-

gerin. (62 8.) 4 —.80.

(. F. Gauss, Die 4 Beweise der Zerlegung ganzer algebr. Functio-
nen ete. (1799—1849.) Herausg. v. E. Netto. Mit 1 Taf. (81 S.)
M 1.50.

A. Bravais, Abhandlungen iiber symmetr. Polyeder. (1849.) Ubers.

und in Gemeinschaft mit P. Groth herausg, von C. u. E. Blasius.
Mit 1 Taf. (50 S.) & 1.—.

. Ub. d. Anziehung homogener Ellipsoide. Abhandlungen von Laplace

(1782), Ivory (1809), Gauss (1813), Chasles (1838) und Dirichlet
(1839). Herausg. von A. Wangerin. (118 8) # 2.—.

Abhandlungen iiber Variations - Rechnung. I, Theil: Abhand-
lungen von Joh. Bermoulli (1696), Jae. Bernoulli (1697) und
Leonhard Euler (1744). Herausgegeben von P. Stickel, Mit
19 Textfiguren. (144 8.) 4 2.—.

II. Theil: Abhandlungen von Lagrange (1762,
1770), Legendre (1786) und Jacobi (1837). Herausgegeben von
P. Stickel. Mit 12 Textfiguren. (110 8.) # 1.60,

Jacob Steiner, Die geometr. Constructionen, ausgefiihrt mittelst der
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf
hoheren Unterrichts- Anstalten und zur praktischen Benutzung,
(1833.) Herausgegeben von A. J. v. QOettingen. Mit 2D Text-
figuren. (8D 8.) 4 1.20.

. €. & J. Jacobi, Uber die vierfach periodischen Functionen zweier

Variabeln, auf die sich die Theorie der Abel'schen Transcenden-

ten stiitzt. (1834.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem
Lateinischen iibersetzt von A. Witting. (40 8.) # —.70.

. Georg Rosenhain, Abhandlung iiber die Functionen zweier

Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultra-
elliptischen Integrale erster Klasse. (48D1.) Herausgegeben von

H. Weber. Aus dem Franzisischen iibersetzt von A, Witting.
(94 8.) . 1.50.

. A. Gopel, Entwurf einer Theorie der Abel'schen Transcendenten

erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem
Lateinischen iibersetzt von A. Witting, (60 S.) .# 1.—.
N. H. Abel, Untersuchungen iiber die Reihe:

At ey i
{4 Tm I wniﬂf ‘;}*xﬂ E m 1{??1. 1)2 .;*.n 32, o e
(1826.) Herausgegeben von A. Wangerin. (46 S.) # 1.—.
Leonhard Euler, Zwei Abhandlungen iiber sphirische Trigono-
metrie. Grundziige der sphirischen Trigonometrie und allgemeine
sphirische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Franzosischen
und Lateinischen iibersetzt und herausgegeben von E. Hammer.
Mit 6 Figuren im Text. (60 S.) # 1.—.
U, . J. Jacobi, Uber die Bildung und die Eigenschaften der Deter-
minanten. \De formatione et proprietatibus Determinantium.)
'1841.) Herausgezeben von P. Stickel. (73 8.) 4 1.20.




Nr.78. J. C. 6. Jaecobi, Uber die Functionaldeterminanten. (De deter-
minantibus functionalibus.) (1841.) Herausgegeben von P. St ckel.
(12 8.) # 1.20.

» 82. Jacob Steiner, Systematische Entwicklung der Abhingigkeit geo-
metrischer Gestalten von einander, mit Beriicksichtigung der Arbeiten
alter und neuer Geometer iiber Porismen, Projections-Methoden,
Geometrie der Lage, Transversalen, Dualitit und Reciproeitit ete.
(1832.) 1. Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen. Mit
2 Tafeln und 14 Fig. im Text. (120 S.) 4 2.—.

» 83. II. Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen.
Mit 2 Tafeln und 2 Figuren im Text. (162 S.) # 2.40.

» 90. A.Bravais, Abhandlung iiber die Systeme von regelmissig auf einer
Ebene oder im Raum vertheilten Punkten. (1848.) Ubers. u. heraus-
gegeben von C. u, E, Blasius. Mit 2 Tafeln. (142 8.) # 2.—.

» 91. G. Lejeune Dirichlet, Untersuchungen iiber verschiedene Arn-
wendungen der Infinitesimalanalysis auf die Zahlentheorie. (1839 bis
1840.) Deutsch herausgegeben von R. Haussner, (128 S.) #2.—.

» 93. Leonhard Euler, Drei Abhandlungen iiber Kartenprojection. 17
Mit 9 Textfig, Herausg. von A. Wangerin, (78 8.) 4. 1.20,

»103. Joseph Louis Lagrange’s Zusitze zu Euler's Elementen der Algebra.
Unbestimmte Analysis. Aus dem Franzisischen iibersetzt wvon
A.J. von Oettingen, herausg. von H. Weber. (471 8.) 4 2.60.

» 107, Jakob Bernoullj, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi).
(473.) I wu. II. Theil Ubersetzt und herausgegeben von
R. Haussner. Mit 1 Figur im Text. (1628S.) .#2.50.

» 108. IIL. u.IV. Theil mit dem Anhange: Brief an einen
Freund iiber das Ballspiel (Jeu de Paume). Ubersetzt und
herausgegeben von R, Haussner. Mit 3 Fig. (1728.) # 2.70.

»110. J. H. van’t Hoff, Die Gesetze des chemischen Gleichgewichtes
fir den verdiinnten, gasférmigen oder gelosten Zustand, Ubersetzt
und herausgegeben von Georg Bredig. Mit 7 Figuren im Text.

»111. N. Ho Abel, Abhandlung iiber eine besondere Klasse algebraisch
auflosbarer Gleichungen. Herausgegeben von Alfred Loewy.
(50 8.) # —.90.

» 112. Augustin - Louis Cauchy, Abhandlung iiber bestimmte Inte-
grale zwischen imaginiren Grenzen (182D.). Herausgegeben von

P. Stickel. (808.) .# 1.25.
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Augustin-Louis Cauchy.

P

In einer der Akademie der Wissenschaften am 28. October
1822 vorgelegten Abhandlung, in dem neunzehnten Hefte des
Journal de I’Ecole royale polytechnique und in einer Ueber- i
sicht tiber meine Vorlesungen an dieser Schule habe ich nach-

gewiesen, wie man in allen moglichen Fillen dazu gelangen |
kann, die Bedeutung festzustellen, die dem Zeichen l
|

: If(m)dxr 1

beizulegen ist, das dazu dient, ein bestimmtes Integral zwischen '
|

= o — R — e ST Rl

den reellen Grenzen z;, und X darzustellen, gleichgiiltig welche

Beschaffenheit die mit f(z) bezeichnete reelle oder imaginiire |

| Function besitzt. Ich habe bewiesen, dass ein Integral dieser
Art, wenn die Function f(z) zwischen den Grenzen der Inte- |
gration unendlich wird, im Allgemeinen unbestimmt ist und |
Zwar 80, dass es unendlich viele Werthe zuliisst, unter denen
einer besondere Aufmerksamkeit verdient; ich nenne ihn den
Hauptwerth. Endlich habe ich gezeigt, dass die Betrachtung
der Hauptwerthe der unbestimmten Integrale in Verbindung
mit der Theorie der singuliren Integrale, die ich zum |
ersten Male in einer Abhandlung vom Jahre 1814 auseinander- l
gesetzt hatte, ausreicht, um eine Menge von allgemeinen Formeln

} aufzustellen, mittelst deren ‘2] man bestimmte Integrale aus- ':
werthen oder doch umformen kann. Bs ist meine Absicht,

1*

e
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4 Augustin-Louis Cauchy.

heute die Grundsitze, die mich bei diesen Untersuchungen
geleitet haben, auf Integrale zwischen imaginiren Grenzen an-
zuwenden. Bekanntlich hat der Gebrauch dieser Imtegrale
Herrn Laplace zu hemerkenswerthen Ergebnissen gefiihrt.!) Kiirz-
lich hat uns Herr Brisson gesagt, er habe sich mit Erfolg der-
selben Integrale und ihrer Umformung in gewthnliche hestimmte
Integrale bedient, um gegebene Functionen in Reihen zu ent-
wickeln, deren Glieder Exponentialgrissen proportional sind
mit Exponenten, die bekannte Gesetze befolgen.2] Endlich hat
ein junger Russe, der mit vielem Scharfsinn begabt und in
der Amnalysis des Unendlichkleinen sehr bewandert ist, Herr
Ostrogradskij, indem er ebenfalls zn dem Gebrauch dieser In-
tegrale und ihrer Umformung in gewdhnliche bestimmte Integrale
seine Zuflucht nahm, einen neuen Beweis der Formeln gegeben,
an die ich vorher erinnerte, und andere Formeln verallge-
meinert, die ich in dem neunzehnten Hefte des Journal de
1’Ecole royale polytechnique vorgelegt hatte. Herr Ostrogradskij
war so freundlich, uns die Hauptergebnisse seiner Arbeit mit-
zutheilen. 3] Allein weder diese Arbeit noch irgend eine der
bis jetzt vertffentlichten Abhandlungen iiber die verschiedenen
Zweige der Integralrechnung hat den Grad der Allgemeinheit
festgestellt, den ein bestimmtes Integral zwischen imaginiiren
Grenzen zuléisst, und die Zahl der Werthe, die es annehmen
kann. Das ist gerade die Frage, die den Gegenstand unserer
Untersuchungen bilden wird. Man wird sehen, dass ihre
Liosung von der Variationsrechnung und von der Theorie der
singuléiren Infegrale abhiingt und dass sie unmittelbar eine
grosse Anzahl von Formeln liefert, die zur Auswerthung oder
doch zur Umformung bestimmter Integrale geeignet sind. Diese
Formeln begreifen als besondere Fiille sowohl die schon er-
wihnten in sich als auch diejenigen, die einice Geometer
kiirzlich auf anderen Wegen erhalten haben.

S 2.

Um allgemein den Sinn des Zeichens

1) [ fio as

festzustellen, [3] wo x, und X relle Grenzen sind und f/(x)
eine reelle oder imaginire Function der Verinderlichen u




Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. D

bezeichnet 1), geniigt es, das durch dieses Zeichen dargestellte
bestimmte Integral als gleichbedeutend aufzufassen mit der
Grenze oder einer der Grenzen, ‘denen sich die Summe

(2) {mi e mi})f(mﬂ) 7 {;ma ] miif(q:l) i (X"_ mﬂ—i)f{mn— 1)
nihert, wenn die Elemente der Differenz X — x,, nimlich
(3} oy — gy T yy w ke X2,

die mit demselben Vorzeichen wie diese Differenz behattete
Grossen sind, immer kleinere Zahlenwerthe erhalten. Um also
mit einer und derselben Erklirung die Integrale zwischen
reellen Grenzen und die Infegrale zwischen imaginiren Grenzen
zu umfassen, hat man durch das Zeichen

X4i¥

(4) f()dx

& Zo Yo
die Grenze oder eine der Grenzen darzustellen, denen sich die
Summe der Producte der Form
(iilf}ﬂ N zqu ?

[, — @,) =+ ¢(y, — Yo
l {mi S ?:yi) )

]
[(xy — o) + +(ys — yy)]

&) ©h

i | [(X e mil-—-i) i Jé(Y‘_ @fn.—-Jf[mn—i e ?;yﬁ-—-l;l

niahert, wenn in jeder der beiden Reihen

| &gy Byy Loy oony Tpy, X,

( Yor Yyy Yay «+ 2y Yn—y; ¥

deren Glieder vom ersten bis zum letzten bestindig wachsen
oder abnehmen, diese selben Glieder einander unendlich nahe
kommen und [4! ihre Anzahl mehr und mehr wichst.

Um zwei Reihen dieser Art zu erhalten, geniigt es

(6)

(7) | v=g@(t), y=x,
! vorauszusetzen, wo ¢ (¢) und y(¢) zwei stetige Functionen einer
neuen Verinderlichen ¢ sind, die von #=1¢, bis ¢t = T be-

q stindig wachsen oder abmehmen und den Bedingungen

|

"f'(tﬂj — &y 1) = Y,

: 8)
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geniigen miissen, und alsdann durch

mﬂ? ‘1‘1} mﬂ! e :r'n-»_:: E‘-
Doin Yi's Yaiybios s Ynrvy o

die Werthe von z und y darzustellen, die den Werthen von 7
in einer wachsenden oder abnehmenden Reihe der Form |

7

(9) tﬂ?#i?ti?"“!iﬂ—l? T
entsprechen,
Macht man diese Annahme und bezeichnet mit
A~ 1iB
den Werth, der dem Integrale (4) entspricht, so hat man an-
nihernd

Ly — &y = (3‘1 = ""ﬂ) ‘F’f%} : U — Y, = (¢, — zn:-'xr'itu) 3
(10} Ly — &y == (ta o #{J '-TF("JF»];' ) o =— Y, — ("'f-z =% J}:'*ﬁ‘.) 3

X — Tyy=(T— tn—s) fp’[tﬂ--—a ) e Yn—y=(T'— 3#1—1)1'5'(#11—1 s

folglich wird der imaginire Ausdruck 4 iR vermoge der
vorher getroffenen Festsetzungen im Wesentlichen gleich der
Summe der Producte |

(f"- i t“} [rf”r':?fﬂ) i ?:x!(iu)]fiip [jtu) =T ’3.2":51;:'] ;
(11} ¢ (tl T fl) £{pr(t1) ¥ 5 i'xf{tl}]f['p(ti) _[_ ’3}{(’1)] .

t (T_ tﬂ—iJ ['pf(tn-—{J - ifﬁﬂ-—jl‘]ﬂ%“ﬂ—{) ¥ ’E:X(t-n_i}]

[5] oder, was auf dasselbe heranskommt, gleich dem bestimmten
Integrale

3 |

f [*}nr{ﬂ —|— ’E}"(fl]f[fp (ﬁ] — *L:,f(fh dt .
i)
Man hat also

e

s
12) A48 = [ (9 + i) flplt) + ix(e] @t

und wenn man zur Abkiirzung

L S e T

e md
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen.

(13) p'ly=2, 2't)=1
setzt, findet man einfach
T
(14 a+iB=[ @+iy)fle+ i dr.
to
§ 3.

Denken wir uns jetzt, die Funetion f(2 - 2y) bleibe endlich
und stetig, solange z zwischen den Grenzen z; und X und ¥
zwischen den Grenzen y, und Y eingeschlossen bleibt. In
diesem besonderen Falle beweist man leicht, dass der Werth
des Integrales (4), das heisst, der imaginire Ausdruck
4+ iB, unabhingig ist von der Natur der Functionen

x=¢q), y=x.

In der That, lisst man diese Functionen um die unendlich
kleinen Groéssen

(15) gU, &V

wachsen, wo & eine Zahl bezeichnet, die als unendlich klein
von der ersten Ordnung vorausgesetzt werden soll, und wo %
und » zwei neue Functionen von ¢ bedeuten, die fiir die beiden
Grenzen t — ¢, und ¢ = 7 verschwinden miissen, so wird das
Integral (12) oder (14) einen entsprechenden Zuwachs erfahren,
den man nach steicenden Potenzen von & entwickeln kann.
Man erhilt auf diese Weise eine Reihe, bei der das [6] un-
endlich kleine Glied erster Ordnung das Product ist von & mit
dem Integrale

il

- (16) j; [+ o) (/39 ) f (& +1y) + (@' —+20") flo 4+ 2y)] di.

0

Nun findet man durch factorenweise Integration

11

:
f (' 30" flw—+iy) dt = —ff (w - 9) (&' 29" ).f (@ +2y) a2

fo

Mithin reducirt sich das Integral (16) von selbst auf Null und

der Zuwachs von A 4 ¢B auf ein Unendlichkleines zweiter

oder hoherer Ordnung. Hieraus schliesst man sofort, dass,

———

e
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wenn jede der Funectionen z und y mnach einander um un-
endlich kleine Grossen erster Ordnung wiichst, deren Summe
einen endlichen Zuwachs ergiebt, der entsprechende Zuwachs
von 4 + 7B unendlich klein von der ersten Ordnung sein wird,
das heigst null.

Man kann iiberdies bemerken, dass das Integral (16) nichts
anderes ist als die totale Variation des Integrales (14) in
Bezug aunf die Verinderlichen 2 und Y, wenn man diese als
unbekannte Functionen auffasst. Wiirde man mit Benutzung
der Zeichen von Lagrange

(17) w=0x, v= 0y
setzen, so wirde das Integral (16) die Form

:
(& +4y') Of (5 + i) + Flo + i) 0l - iy/)] dt
18) |4

g
= 3 (0 + i) flo + iy) d

annehmen.

Demnach beruht der Beweis des vorher ausgesprochenen
Grundsatzes allein auf der Bemerkung, dass die Variation des
Integrales (14) verschwindet, und das konnte man nach den
Grundsitzen der Variationsrechnung voraussehen, da die
Function unter dem Integralzeichen sich bei diesem Integrale
auf ein vollstindiges Differential reducirt.

(7] § 4.

Wir wollen jetzt voraussetzen, dass die Function Slx 4+ 2y)
unendlich wird fiir das Werthsystem

r=a, Yy=b,
das dem Werthe # — 7z der Veriinderlichen ¢ entspricht;
“ = a b ist alsdann eine Wurzel der Gleichung :

19) £k

} S %)

Wir wollen ferner mit / die Grenze bezeichnen, der sich das
Product

@ — a~ily — ) flz + iy)

et s i s 2 e i———— -
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 9

nihert, wenn z sich der Grenze ¢ und y sich der Grenze &
nihert. Ist ¢ wieder eine unendlich kleine Zahl, so hat man
ohne merklichen Fehler

(20) f=¢f(a+ib+ &).

Nennt man noch 4" 7B' das, was aus 4 + ¢+B wird, wenn
die Verinderlichen # und # um die unendlich kleinen Grossen
¢w und &v wachsen, so hat man

(21) A= 4B (4 4D

B
=j;[m"+ ew —+ 1y 4 ev')] fle 4+ eu 4 i(y + &v)] dt

—ff(ﬂf—l—iy')f($+iy)dﬁ-

Nun ist der Unterschied zwischen den Integralen auf der
rechten Seite der Gleichung (21) immer verschwindend klein
ausgenommen den Fall, dass « von @, y von b sehr wenig
verschieden ist, das heisst, dass ¢ sich sehr wenig von z unter-
scheidet. Man kann daher, ohne [8] diesen Unterschied zu
andern, an die Stelle der Grenzen der beiden Integrale andere
Grenzen setzen, die sehr nahe an 7 liegen, und in Folge
dessen die Integrale, um die es sich handelt, durch singuliire

! bestimmte Integrale ersetzen.

Wir wollen nunmehr
, (22) I —= 17+ cw
f setzen und die Werthe von

oy, u, v,
fiir { = 7z mit

@, 857, 0
bezeichnen. Endlich seien A und u die beiden reellen Grossen,
die durch die Gleichung

(23) I e M—i

* (24) B, S e ik

!
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10 Augustin-Louis Cauchy.

Fiir sehr kleine Werthe von & hat man im Wesentlichen?®):

x4 2y Bnl fl

@'+’ ) fle+iy) =1 - o

)

w

&' e 4-i(y' 4 ev')] fle -+ eu iy 4-cv)]

A T
e Sl g,

Nun braucht man, um die Verinderliche # in Grenzen einzu-
schliessen, die von ¢ wenig verschieden sind, nur w in die
Grenzen

1 _ 1

VE AT Ve
einzuschliessen. [9] Mithin ergiebt sich aus der Gleichung (21):

A'4 3B — (4 +iB)

+~——1: - 1_
(85)2 4 halx /“ V¥ e o Ve du
T : w1 41 e w
i - L
Allerdings wird das Integral
1
e
/"VE dw
: w
Se L
&

in dem die Function unter dem Integralzeichen fiir w = (
unendlich wird, unbestimmt, reducirt man aber dieses Integral
auf seinen Hauptwerth, das heisst auf Null, und setzt ausser-
dem ¢ = 0, so findet man

wdw

(w - 4)* 4t

-+ o0
A’-I-@'.B’-—(Aq-w;-_.—_a'f-f

oder, was auf dasselbe herauskommt:
(26) (A'4-2B') — (A +iB) = ¢ mwif.

In dieser Formel hat man das obere oder untere Vor-
zeichen vorzuziehen, jenachdem die Grosse u und die Differenz

{Ia'—— tjf}’
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positive oder negative Grossen sind, das heisst mit anderen
Worten, jenachdem der Ausdruck
7

(27) #v— o u =o' Sy —y 0a

vermoge der besonderen Annahme # = 7 einen positiven oder
negativen Werth annimmt. Wenn also die Ineremente der
Function  und ¥, némlich ¢ und v, ihr Vorzeichen indern,

50 geschieht dasselbe mit der rechten Seite der Gleichung (26)

)
und nennt man

AH _I_ 'ETB"
den imagindren Ausdruck, der bei dieser Annahme

A 4 1B
ersetzt, so hat man

28 A"+ iB"— (A + iB) = =% wif

10] Wir mochten hinzufiigen, dass in den Formeln (26)
und (28) 4 ~-4¢B nicht den allzemeinen Werth des Integrales
(14) bezeichnet, der wegen der vorher gemachten Annahme
unbestimmt ist, sondern seinen Hauptwerth. (Siehe das Werk:
Résumé des legons donmées & 1'Eeole Royale polytechmique.)

Verbindet man die Gleichung (28) mit der Gleichung (26),
80 erhilt man die folgende: -

(29) A"+ iB" — (4’4 iB') = = 27xif,

in der A'4-+B’', A"+ iB" zwei vollstindig bestimmte Integrale
bedeuten.

§ 5.

Die Formel (26), die wir aus der Betrachtung der singu-
liren Integrale herleiteten, lisst sich auch durch ein anderes

Verfahren begriinden, das wir sogleich angeben wollen.
Setzen wir

30 S A———

% — @ — 2b

und denken wir uns ferner, dass die Function

(31) o (z) = (ﬁ_“'—ib)f[%t'—*fﬂ

% a b

Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. Tk
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12 Augustin-Louis Cauchy.

die durch einen Bruch dargestellt wird, dessen Zihler und
Nenner bei der Annahme x» = a -} 26 verschwinden, alsdann
nicht unendlich wird, so folgt aus den Gleichungen (21)
und (30):

A"+ i1B"— (A + iB)

gii. ‘p[ x4 eu' iy 4 o) x4 ay’ ](Z:‘f
(32)_‘_ W le—at-eu+tily—b-tev) wz—a-tily—b

:
+ | {[z'+evw'+ily' e )] e+ ent-ily+ ev)]
7 f,
— (') @ (w+-1y)} dt .

Da nun die Function @(x) anch dann einen endlichen Werth
behilt, wenn man x = @ -}-2b annimmt, so sind die beiden
Integrale

i 7
T L it iyt oot eut sy en at,

ty

(33) 3
lf(mfﬁﬂf’l‘ﬁ{m-l-idet

to

mit einander gleichwerthig; sie stellen nimlich beide den ein-
zigen Werth des Integrales
X 44T

0+ t o
dar. Andererseits iiberzeugt man sich leicht, dass das Integral

'+ eu -+ iy + &) ©' 41y’
: dt
(géjt/ﬁ[m a+teu+ily—btev) z—a-tify _bJ]

|

Hllle—a enf+ [y— b o] — §1lle — 0 + [y—0)"

Yitvtibash £ AL E3) - const.

— — arctg
r— a- eu T —a

-1 (arﬁt-g

zwischen den Gremzen ¢ = ¢, und { = T genﬂmﬁlen und aunf

seinen Hauptwerth reducirt, mit dem Producte

—— 72
gleichwerthig ist. In der That reducirt sich der reelle Theil
des Integrales (34), nimlich

T -

SN, IR - e —_—
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‘u[(m a—+ eu)* 4+ (y — b - ‘51:1]
2 { )

r— a4 (y —b?

da die beiden Funectionen % und » an diesen (renmzen ver-
schwinden, fiir diese beiden Grenzen auf 3l1(1) = 0. Was

den Cﬂefhmentan von ¢ in dem Integrale (34) bemﬁt so lisst
er sich in der Form

e [E (. —a)v — (y — b)u ]
o (@ —a)(x — a+ su) + (y — b)(y — b+ ev)
darstellen. Nun sieht man leicht, dass dieser Coefficient ein

: T i oo ‘
Glied der Form — 5 b dem Integrale (34) hervorbringt,
wenn er zwischen den Grenzen ¢ = {,, { = 7 genommen

)

7 112] wenn das-
selbe Integral zwischen den Grenzen ¢t = 7, + = 7 genommen
wird. Die Summe dieser heiden hhedel 151: 7= r1, und damit
18t die Gleichung (32) auf die Formel (26) reducirt

wird, und ein zweites Glied der Form —

§ 6.

Die Formeln, die wir soeben auf‘stelltan setzen voraus,
dass die mit f bezemhuete Constante einen endlichen Werth
behilt, was nicht mehr stattfinden wiir de, wenn der Gleichung
(19) mehrere Wurzeln zukimen, die dem imaginiiren Ausdrucke
a4 b glemh sind. Maehen wir diese Annahme und be-
zeichnen wir mit m die Anzahl der Wurzeln. um die es sich
handelt. Es seien ausserdem 4’4 iB, A" iB” die beiden
Ausdriicke, in die das Integral (14 11he1creht wenn die Ver-

inderlichen & und y 1) die unendlich kleinen Incremente

&u, ¢v, 2) die Incremente — &%, — &v erhalten. Setzen wir
endlich zur Abkiirzung:
= i, AT 7 g o R oY S

Die Gleichung (29) muss durch die folgende ersetzt werden:

__-_'1” + ’ETB” o |:Ar +_ E'B.F"-l
r i3 : )
’ ! o I ’ E'?fa'—i—"?-{.i‘j*—&??'li
] — A w—L —_— \ . / ff
36)] = ru[q e =1y ! ﬂ[iﬂ*—ﬂ*“&u—}—i[y—b Equ-:
:{I ' .y
f,; g 2 [ &)
— | b ew iy oL E U ),
: o * [ —a—eu—-i(y — b+ ev)|™

Wir fithren Wissen.
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Nun ist der Unterschied zwischen den Integralen auf der
rechten Seite der Gleichung (36) sehr gering, ausgenommen
den Fall, dass die Verinderliche » sehr wenig von ¢ und
die Verinderliche » sehr wenig von & verschieden ist. In
diesem Falle sind die Ausdriicke

87) e —a—eu+ily—b—ev), v—a+eu—i(ly —b-4ev)

selbst der Null sehr nahe, und entwickelt man die Functionen

[le —eu—+i(ly — euw)], flo—+ euw iy + &v)

nach steigenden Potenzen der Ausdriicke, um die es sich
handelt, so darf man, ohne zu befiirchten, dass daraus merk-
liche Fehler entstehen, in den erhaltenen Entwickelungen die
Glieder unterdriicken, [13]| die Potenzen von einem héheren
Grade als m enthalten. Diese Ueberlegung geniigt bereits, um
die rechte Seite der Gleichung (36) auszuwerthen. Setzt man,
um ganz streng zu sein:

(38) [(zx) = f(a+ 2b) 4 fia _1’_ i (x —a —72b) 4 - -

b e Ll i
: 1-2-3*--(wa—~1](m

a ,?:b]mv—; 2 (,-:: 0 ,!jb)-m ml

1
?

so behilt die Function & (x) im Allgemeinen einen endlichen
Werth, und die Gleichung (36) ergiebt:

A"4-¢B"— (A'+ i B)
= s,f(a—+3b) + - fla+ib) + - --

r Si—2 f(m—2) 5 Sm—1 (m—1) :
‘ 1-2:3:-«(m—2) Geaddi 1-2-3---{??3—1]f sl

T
: t{i;m’-— e 4 iy — &v')| o[r — eu 4 ily — &v)]

— [’ ew -2y + &v')] B[w 4 ew + iy + ¢0)]}dt,

wobei s, ein Integral bedeutet, das durch die Formel
; .

' — eu' -+ 2y’ — ev')

& —a — eu—+ily — b — go)]m"
x' - eu - iy - &)

x —a—+ eu—~+ 2y — b+ ev)" "

(40) (8=

to

Zdt

dargestellt wird.

= —T— = =
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Nun verschwindet das letzte Glied der Formel (39) ebenso
wie das letzte Glied der Formel (32). Ferner lisst sich die
Integration, die in der Gleichung (40) angezeigt ist, ausfiihren,
und das bestimmte Integral, das sich alsdann ergiebt, ist

immer Null, ausgenommen den Fall, dass man m — n = 1,
n=m — 1 anmimmt. In diesem Falle findet man
(41) SR = e,

Man gelangt zu demselben Ergebnisse, wenn man bemerkt,
dass die Function unter dem Integla,lzemhen in dem Integrale s,
nur dann emen merklichen Werth hat, wenn die Grenzen
von ¢ mnahe bei 7 liegen, woraus fﬂlgt, dass dieses Integral
als ein singulires Integral aufgefasst werden kann. Setzt man
iiberdies wie in § 4:

t =17+ cw,

so wird die Function, um die es sich handelt, fiir sehr kleine
Werthe von ew so gut wie gleichwerthic mit dem Produecte

[14)

(42) "iE}—n% ; / sl h‘j * S\ m— el ‘iﬁ T T—
"M [la+2p)w—(y4+40)|™ " [(a+iB)w+(y-i0)" "
L 1 [ 1 1
e Mo T T L w— A —2u)™" T (w44 fi;t}m“”]
1 j 1 i

Wl SLUB

Wir fiithren

_({r+?fp})'?33—n*! ‘J[#_T__E(ji_l_i#}}m—‘n [B‘ T I E(ju"f-’f:‘li)]m*”f?

und da fiir merkliche Werthe von

Ew — 1 T

dieses Product sich mit grosser Genauigkeit auf

43 e —_— -
(“ _|__ E_ﬁJm—ﬂ-——l (f e ,rj]m-—n (f Ry ,L.)ru-n ?

das heisst auf Null reducirt, so schliessen wir, dass dieses
Product in der Gleichung 40) an die Stelle der Function

unter dem Integralzeichen gesetzt werden daxrf. \Ian hat also
mit grosser Genaunigkeit:

Wissen.
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1

| w=a), e
1
[Zf — {;{l + 'E:IJH)]'?”_—H

Ferner findet man allgemein unter der Annahme m — n >> 1:

idt.

g 1 1
fl[t—r—s(i-{—iy}}'”""” [t—r—+e(ht2u)]m ”}dt

: 1
45 ¥
(45) m—n—1[t —v—e(d— )"
i
t— I g(A +ﬁ!1:;)]m_‘”_i — const. ,

und da die Function von ¢ auf der rechten Seite der Gleichung

(45) fiir die Gremze ¢ = #, und ¢ = T verschwindet, so ist
klar, dass die rechte Seite der Gleichung (44) Null ist fiir
alle Wmthe von 7, die unterhalb m — 1 liegen.

Nimmt man jetzt 7 = m — 1 an, 80 hat man einfach:
S == 1[ : - I
fhamr L i t—e(ht-ip) ¢ E{ﬂ,—]—?lltc)]{"
o83 f[ t—T—ehtten  t—rt+eh—icu L2
(t—7—eh)*~4(eu)? {t—r—[—al]%—]—(z-:g.fjﬂ] '

[15] Nun iiberzeugt man sich leicht, dass 1) der reelle Theil

des Integrales (46) im Wesentlichen verschwindet, und 2) der
imagindire Theil, nimlich

/|
: &l ' &l

qj; [(i v — el (eu) " (t— 1z :::,l)g—l—({-;,'.thE]dIf
(4:?) ¢ T"'_"-'_f

(46) |

—i[E [ . ' : Ldw
AN [Ty e R ey D] et

&

sich auf
= 2711
reducirt. Man hat also

S—y — ja 2:?1‘11?

TECHNISCHE LNIVERSITAT
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wo das Vorzeichen wie in der Formel (29) bestimmt ist, und
die Gleichung (39) ergiebt:

" 1 ’ - ! : f(lm_{)ﬂ—i-‘?:b
(48) 4"+ ¢B"— (4'+1B') = :1_—2?1711_2*3“('(?”_)”.

Hieraus folgt, dass die Formel (29) auch in dem Falle gleicher
Wurzeln giiltig bleibt, wenn man darin die Constante / nicht

mehr durch die Gleichung (20) bestimmt, sondern durch die
folgende:

(Mm=1)(g 1 4
P r et b

1-2-3...(m—1)

oder, was auf dasselbe herauskommt, durch die Gleichung:

B 1 A" e fla 4 b + &)]
(50) / 1:2.3...(m—1) delnt ’

wo & eine unendlich kleine Grosse bedeutet, die man nach
der Ausfihrung der Differentiationen gleich Null zu setzen hat.

S

Denken wir uns jetzt, man wolle in dem Falle gleicher
Wurzeln der Gleichung (19) nicht mehr den Unterschied
zwischen den beiden Integralen 4’ 7B’ und 4"+ 7B”, sondern
den Unterschied berechnen, der zwischen dem ersten dieser
Integrale und dem [16] Integrale ( 14) besteht. Augenscheinlich

muss man die Gleichung (39) durch eine andere ersetzen von
der Form:

A"+ iB"'— (4 4+ iB)
= s,/(a~+ 10) 4 = f'(a + ib) + -

. Sm—se

*,
|
|

Wl SLUB
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(m—2) B -1 Sm—1 (m—1) -,
CLE 3 g Ot O Yaab)

L
+) {[F+ ev'+ily 4 ev')] Blo+ eu-i(y+ ev)
— (@' iy') @ (z 4 iy)} dt ;

hierin stellt s, ein Integral dar, das durech die Formel

Ostwald's Klassiker. 1192 2
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(52) R — T.i mr_}_ Eﬂf—*“ ?{?ff_f_ E'ﬂr} m"__l_ ’iy,
1 to e;m'—"{I’_!—Eiir—]_?‘('y—b_i_&?:l]fﬂ-*ﬂ [LE-—{I-—}—{(H_E})]JH—H

bestimmt wird. Ferner beweist man durch Ueberlegungen, die
den in § 6 angewandten #hnlich sind, dass |

1) das letzte Glied der Formel (51) verschwindet und

2) die Gleichung (52) durch die folgende ersetzt werden
kann:

1 X dt
(53) e * \M—n—1 f
(& 28] ™" to [0 — T &(A 4 2u)]™"

T

dt

dt
t, (£ — )PP

Nun hat man, wenn zundchst » <m — 1 vorausgesetzt wird:

fT dt
to [t — T+ (A cu)]m"

—1
m—n—1

1 1]
| T—7+¢e(Atau)m 1 [zfﬂ—'L‘—I—E(?.+-i;¢]]’”‘”"[l .

folglich redueirt sich fiir sehr kleine Werthe von ¢ das erste

der Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (53) im
Wesentlichen auf

1 | 1
(94) m—mn—1 [(T— 2 T T R [ AR r)”‘"“_l] '
[17] Was das zweite Integral

" dt
55 g e =

0

betrifit, so ist es gleichwerthig mit der Summe

_, & dit & di
f5‘6) L[f‘ {!‘ o I:lln?’_lﬁ' } '/; {t i< I)ﬂl—ﬂ ]

0

deren beide Theile unendliche Griossen mit demselben Vor-
zeichen darstellen, wenn 7 — n eine gerade Zahl ist, aber
unendliche Grossen mit entgegengesetztem Vorzeichen, wenn
m — n eimme ungerade Zahl ist. Folglich wird das Integral
(55) und der Werth von s, unendlich in dem ersten Falle,

P S S S e~ ——
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unbestimmt in dem zweiten. Da ferner der Hauptwerth des I
Infegrales (55) im Wesentlichen gleich

D o : nd dt |
jf 'lft__'rjm—-u. | 8. (t-—r)m*”

|
L

€)

| = [ 1 1 B 1 ]
_ m—mn—1 (T—Ijm_“_i (tﬂm-r}"'*'_”_i gm—n—i 1 (_ Wi —1—q
‘|

L] L] L] L |
18t, so sieht man, dass in dem ersten Falle dieser Hauptwerth |
sich sehr wenig von dem Bruche

| 2
! = "i-’ > : £
o (m — n — 1) M1

unterscheidet, wiihrend in dem zweiten Falle derselbe Werth

gleich dem Producte (54) und der entsprechende Werth von g
gleich Null ist.

| Nimmt man endlich # =m — 1 an und reducirt wiederum
L das Integral (55) auf seinen Hauptwerth, so findet man

58

Sm—y = T 70T,
wo das Zeichen — oder -~ zu wihlen 18t, je nachdem die
Grisse w positiv oder negativ ist.

Aus allen diesen Rechnungen tolgt, dass

1) der Werth des Unterschiedes A’ -~ B — (4 <+ ¢ B)
18] unendlich gross ist, es sei denn dass in Folge der Be-
schaffenheit der Function f(x —+ iy) auf der rechten Seite der
Formel (51) alle Glieder verschwinden, in denen der Index »
des Buchstabens s gleich einer der Zahlen

e

m-—2, m—4, m—6,

ist, das heisst, es sei denn, dass man

; ] f("”"ﬁ}(ﬂ. —+ 1) =0,
J (59) fUAS) (g 1 1h) =0,
f(M=8)(a 4 ib) =0,

hat

7
2) dass man, wenn die Bedingungen (89) erfiillt sind:

f * Iy . oW R S . f‘(‘?ﬂ—l)(&__l_,ib) !
| (60) 4 EB—-(A—I—@B)—.,_,_ﬂz]_glg_”(m_l) |

D% .!

1 B

W SLUB
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erhilt, vorausgesetzt, dass durch 4 4 B nicht der allgemeine
Werth des Integrales (14) dargestellt wird, der vermdoge der
Annahme, die wir machten, unbestimmt ist, sondern sein
Hauptwerth. Wir mochten hinzufiigen, dass man, um die
Gleichung (60) aus der Gleichung (26) herzuleiten, nur anzu-
nehmen braucht, die Constante /' in der letzteren sei nicht
mehr durch die Formel (20), sondern durch die Formel (49)
oder (50) bestimmt.

§ 8.

Wird der Bruch f(z 4 7y) fiir mehrere Systeme von
Werthen der Verinderlichen @ = ¢ () und y = %(¢) unendlich,
die innerhalb der Grenzen v =1u,, e =X, y=y9,, y =Y
liegen, so sind die entsprechenden Werthe von 2 — @ <4 iy
eben so viele Wurzeln der Gleichung (19). Bezeichnen wir
diese Wurzeln mit %,, #,, ... und mit f,, f,, ... die ent-
sprechenden Werthe der Constanten /, die durch die Gleichung
(20) oder durch die Gleichung (49) bestimmt ist. Verfihrt
man wie in den Paragraphen 4 und 6, so gelangt man augen-
scheinlich nicht zu der Formel (29), sondern zu der folgenden:

(61) A"+ iB"— (A'+ iB') = == 2mif, &= 2mif, == ... .

Ferner wird der Werth des Integrales (14) unbestimmt, wenn
die Gleichung (19) nur einfache Wurzeln hat oder gleiche
Wurzeln, [19] bei denen jedoch Bedingungen erfiillt sind, die
den Bedingungen (59) gleichen, und wenn man bei der einen
oder der andern Annahme das Integral, um das es sich handelt,
auf seinen Hauptwerth reducirt, so findet man, indem dieser
Werth mit 4 4+ 7B bhezeichnet wird:

(62) A'+4¢B' — (A4 iB)=F wif, =aif,=F....

Hat endlich die Gleichung (19) gleiche Wurzeln, und sind die
Bedingungen (59) fiir diese selben Wurzeln nicht erfiillt, so
wird der allgemeine Werth und der Hauptwerth des Integrales
(14) unendlich, und man muss dasselbe von der- Differenz

A'+iB'— (A4 iB)

sagen. Das wird im Besonderen immer dann eintreten, wenn
die Gleichung (19) gleiche Wurzeln in gerader Anzahl hat.
In der That, denken wir uns, m bezeichne eine gerade Zahl

Wir flihren Wissen.
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und die Gleichung (19) besitze m Wurzeln, die gleich dem
imaginiren Ausdrucke a -} 26 sind. Bestimmt man dann die
Function f(x) mittelst der Formel (35), so hat die Constante
fla =+ ¢b) nothwendig einen von Null verschiedenen Werth,
und es kann mithin die letzte der Bedingungen (59), nimlich

fla—+ib) = O,
nicht erfiillt sein.
Betrachten wir, um den im Vorhergehenden ausgesprochenen
Grundsatz durch ein Beispiel zu bestitigen, das imaginiire
Integral

2 i

dx
63 | q
‘ ) Bdeei ﬁﬂ(l —- }E‘J ,
in dem
1
%) = 5 ;,
fx ) %_{1 + ﬂ,"-")
ist, und bezeichnen wir mit
A—+11B
den Werth, den man fiir dieses Integral erhiilt, wenn
% =t -t

gesetzt wird, [20] Da die Gleichung (19) sich in diesem
Falle auf
2*(1 + 2*) =0

reducirt, so werden zwei Wurzeln dieser Gleichung gleich

Null und entsprechen dem Werthe ¢ = 0. Man hat ausser-
dem offenbar

| L1
(64) dik bl e e s

1 —|—1, e ﬁ[l -1~ Q?TﬁEJ

oW, , oil f+l Bt e o 20dt
H1-|-i( R T 1-|-:am)

Nun ist von den heiden Integralen auf der rechten Seite der
Formel (64) das erste, nimlich

oF o tﬂ?

gleich der Summe der beiden folgenden:




j |
]
|

9 Augustin-Louis Cauchy.

”dt_m H
o e o

oy - § ]
—— ==m1 1=

] und hat demnach einen unendlichen positiven Werth., Mithin
i hat das Integral (64) auch einen unendlichen Werth.

e e— et TS W R

il || § 9. |

Wird ¢ aus den Gleichungen (7) eliminirt, so erhilt man
eine Gleichung der Form

i (65) Flz,y) =0,

und nimmt man an, dass = und % rechtwinklige Coordinaten |
1R darstellen, so stellt die Gleichung (65) eine Curve dar, die in |
||| der lbene der z, y zwischen den beiden Punkten (x,, 7,) und
| (X, Y) gezogen ist*). [21) Denken wir uns ausserdem, dass

die Functionen z = ¢(f) und y = y (/) die Bedingungen er-
| tiillen, die wir in dem § 2 angaben, nimlich beide von 7 — ty
| bis ¢ = T wachsen oder abnehmen. Bei dieser Annahme wird
i der Werth von 7, den man aus der Gleichung (65) entnimmt
und der als Function von x bestimmt wird, im Allgemeinen
von z = z; bis z = X wachsen oder abnehmen, und die
Curve (65) wird innerhalb eines Rechtecks liegen, das von
vier den Axen parallelen Geraden gebildet wird, niimlich den |
Geraden, die als Gleichungen |

Il ‘ X =@, , xr =X,

66

(%8 E Yy =1y, Yy=1T ]
| haben.
| Jetzt erkennt man, dass jede besondere Form der Function:

I F(z, y) eine hesondere Curve und einen entsprechenden Werth

:;-l i1 des Integrales (4) liefert. Man muss sogar bemerken, dass

It | diese Function ihre Beschaffenheit #ndern kann, wenn 2 variirt,

|} i und in Folge dessen die Curve F(z,y) =0 in ein System

von geraden oder krummen Linien iibergehen kann, das vom |
Punkte (z,, 7,) ausgeht, um im Punkte (X, Y) zu endigen.
Alsdann entspricht jeder der Linien, um die es sich handelt,

1 ein Integral, das dem Integrale (14) dhnlich ist, in dem aber
0 b i
|

*)  Zur Abkiirzung bezeichnen wir Punkte mittelst ihrer
il in Parenthesen eingeschlossenen Coordinaten und gerade oder
it krumme Linien mittelst ihrer Gleichungen.

S & - NS i

| 1"l
l.".
b

Wl SLUB ' —
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die extremen Werthe von  und y die Coordinaten der beiden
Extremititen dieser Linie darstellen. Will man, dass eine
der fraglichen Linien sich auf eine Gerade 1ed11t11t die vom
1 Punkte (£, , 1,) nach dem Punkte (&, ) gezogen ist, so brauchen,
damit man das entsprechende Intecrml mha,lt’ x und ¥ nur
der Bedingung unterworfen zu werdeu, dass sie als Functionen
von ¢ aufcefasst der Gleichung

A e e

£ E— & Y=,
{EH’) i 1] i _H

o G _.l__h_..‘

geniigen, und alsdann hat man nach ¢ zwischen solchen Grenzen
Al mteﬂ'nren dass die extremen Werthe von 2 und ¥
sich auf und N,, < und u redunciren. Man kann zum

| : :
| Beispiel

I T . T

=11

1 y = Ny (1 — 1)1 |

nehmen. [22] Alsdann wird das Integral in Bezug auf ¢:

= _—

1 |
| 69) f [ —&tily — At in) (1 — 0+ E+inaae. |
I

Setzt man in diesem Integrale nach einander die Veriinder-
lichen # und 7 an die Stelle der Verdnderlichen ¢, so erhilt
es die folgenden IFormen:

et i

i

{ . SHe—2 1) ,8—n&
(70) f (1 -4 f,)f[(] -7 - .‘_") T+ .f*“]dfr;
S S0 ) =0 - =

U LA PR
| TR i \ e KR b ;i

| Ist endlich die Gerade, die man betrachtet, der xz-Axe !’
parallel, so hat man n =7, wodurch das Iutewml (70) sich aut

l . (72) f?f(}; -+ in) do

reducirt. Ist § dagegen der y-Axe parallel, so hat man
§ = &, und findet, dass das Integral (71) sich auf

|

| 1

| @ if Fisinay ﬁ
a - |
|

|

l-J

= B

reducirt.

Wir fiihren Wissen.



=
e

5 b

Wl SLUB

Wir flihren Wissen.

24 Augustin-Louis Cauchy.

fd#Denken wir uns, dass allgemein eine der Linien, die
zwischen dem Punkte (z,, %,) und dem Punkte (X, Y] ge-

zogen sind, sich von dem Punkte (§,, 7,) bis zu dem Punkte
(§, n) erstrecke. at diese Linie zur Gleichung

(74) y = Yz),

S0 lisst sich das entsprechende Integral unter der Form dar-
stellen:

75) [t +ivel e+ v ds.

< &9

Hat dagegen diese Linie zur Gleichung
(76) z =Yy,
23] so ist das Integral (75) durch das folgende zu ersetzen:

(77) fm W' Y) +4]f T (y) +dy] dy .

Ui

g 10.

Das System der Linien, die zwischen den Punkten (%, Yo)
und (X, Y) gezogen sind, lisst sich auf die Verbindungsgerade
dieser Punkte reduciren oder, was dasselbe 1st, auf die Dia-
gonale des Rechtecks, das von den Geraden (66) gebildet
wird. Den Werth des Ausdruckes (14), der dieser Diagonale
entspricht, wollen wir den mittleren Werth des Integrales
(4) nennen. Dieser mittlere Werth ist offenbar dem Aus-
drucke (69) dhnlich und wird dargestellt durch das Integral

(18) | (X =i Xy ) fllantin) (1— )+ (X ) dt.

Setzt man an die Stelle der Diagonale des soeben er-
wiihnten Rechteckes

1) das System der Geraden
(79) Y=Y, =X,

die mit zwei Seiten dieses Rechteckes zusammenfallen,
2) das System der Geraden

(80) v =@, , y=1x

|

mmSas

1

{

{
| ‘

|
¥

e
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 25

] die mit den beiden andern Seiten zusammenfallen, so erhilt |
man in dem einen und in dem andern Falle statt des Inte-
grales (78) eine Summe von zwei Integralen, die den Inte-
gralen (72) und (73) #hnlich sind. Die beiden so gebildeten
Summen, némlich

| X ¥
| (81) I.f{m + tyy) diw + 4 Hf(X—I— iy)dy,
| X y
(82) f floe+iY|de i flo, + iy)dy
Loy E-'r{r

] g e e - L T e

[24] wollen wir die extremen Werthe des Integrales (4)
nennen.

| ¢ 1t

I Denken wir uns jetzt, man wolle die beiden Werthe des
Integrales (4) mit einander vergleichen, die zwei sehr nahe
bei einander liegenden geraden oder krummen Linien ent-
sprechen oder, was auf dasselbe herauskommt, zwei wenig
verschiedenen Funﬁtmnen die nach einander fm die Funection
Flz, fy) eingesetzt Werden Vermige des Grundsatzes, der in
dem § 3 aufgestellt wurde, sind diese beiden Werthe eluandm
gleich, wenn die Function j ( 4 2y) fiir die Werthe der Co-
ordinaten x, y, die zu den Punkten auf den betrachteten
Curven oder zwischen diesen selben Curven gehodren, niemals
unendlich wird. Findet das Gegentheil statt, ermﬂ'net es sich
zum Beispiel, dass Punkte zwischen den bBldBH Cuwen reelle
Grossen zu Coordinaten haben, die in gewissen Wurzeln der
Gleichung (19) enthalten sind, so wird der Unterschied zwischen
den beiden Werthen des Integrales (4) durch die Formel (61)
bestimmt. Gehoren endlich gewisse Wurzeln zu Punkten, die
auf den beiden Curven liegen, so wird der Unterschied mwschen
den beiden Werthen des Iutagmleg (4) entweder unendlich
oder unbestimmt. Wir mochten hmzufugen dass in dem
letzten Falle die Formel (61) ihre (xultlgkmt behilt, wenn
man fir die Integrale, die durch A’ 4:B’ und A" —{— B

| dargestellt werden, ihre Hauptwerthe einsetzt und die Con-

stanten f, , /,, ..., die den betrachteten Punkten entsprechen, |
auf die Hiilfte 1eﬂnurt |

|

i

i |
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26 Augustin-Louis Cauchy.

Es ist unerlidsslich daran zu erinnern, dass in der Formel
(61) das Vorzeichen vor jedem Producte der Form

(83) 2ef oder mwif

— oder -~ ist, jenachdem die Differenz (27) einen positiven
oder negativen Werth hat. Wenn man, um etwas Bestimmtes
festzusetzen, annimmt, dass 7, < 7 ist, so Lisst sich die Diffe-
renz (27) durch die folgende ersetzen:

(84) dx 0y — dy dx .

|25] Nun iiberzeugt man sich leicht, dass diese Differenz fiir
alle Punkte zwischen den beiden Curven dasselbe Vorzeichen
behilt, so lange diese sich nicht gegenseitig durchschneiden.
Folglich miissen bei dieser Annahme alle Producte der Form
(83) dasselbe Vorzeichen erhalten. Nimmt man zum Beispiel
an, dass z, < X, gy, < Y und die Ordinate der zweiten Curve
kleiner als die Ordinate der ersten ist, dann hat man, wenn
A’ 4B und A"+ 7B" die Werthe der Integrale (4) in Bezug
auf die erste und auf die zweite Curve bezeichnen:

A*F—I—iB”'— (J{""i—iBr) — :J-'?r'iupi_i—ffg —I— ‘ ..) g
oder was auf dasselbe herauskommt
(85)  A'4-iB"= A" iB' 4 27i(f, 4y 4+ +).

Man hat iibrigens in der Formel (85) die mit A'--7B" und
A" 4+ 1B" bezeichneten Integrale jedesmal auf ihre Haupt-
werthe zu reduciren und die Constanten f,, f,, ... duorch
3f,, /s, ... zu ersetzen, sobald diese Constanten Punkten
entsprechen, die auf einer der heiden Curven liegen, und so-
bald die Integrale A"+ 2B und A" ?B"” nicht wunendlich
werden.

Wollte man von einer gegebenen Curve zu einer andern
iibergehen, die ihr mnicht nahe benachbart ist, so wiirde es
ausreichen, sich eine dritte bewegliche und in ihrer Gestalt
verinderliche Curve zu denken, die man nach: einander und
zu zwel verschiedenen Zeiten mit den beiden festen Curven
zusammenfallen ldsst. Diese Ueberlegung ermoglicht es, den
Unterschied zwischen den Werthen des Integrales (4) beziiglich
der beiden festen Curven zu bestimmen und zu beweisen,
dass ‘ |

Wl SLUB
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen. 27

dieser Unterschied (wenn er einen endlichen
Werth behilt) gleich der Summe der Glieder der
Form
= 2waf

ist, die den Punkten zwischen den beiden Curven
entsprechen, und der Glieder der Form

==l 1 i

die den Punkten auf einer von ihnen entsprechen.

Der vorstehende Lehrsatz gilt auch fiir den Fall, dass
man eine jede der Curven durch ein [26] System von geraden |
', oder krummen Linien ersetzt, die einen Umriss (contour) bilden,
der vom Punkte (z,, 7,) ausgeht und im Punkte (X, V') endigt,
und er besteht auch noch dann, wenn solche Umrisse mnicht
in dem Rechtecke enthalten sind, das die Geraden (66) bilden.
In diesem Falle liefert jedes System von geraden oder krummen
Linien noch immer eine Summe von Integralen, die dem In-
tegrale (14) dhnlich sind. Aber diese Summe wiirde nach
den getroffenen Festsetzungen aufhoren, einen besonderen
Werth des Integrales (4) darzustellen.

§ 12.

Bestimmt man mit Hiilfe der Grundsdtze, die wir soeben
entwickelten, den Unterschied zwischen den beiden Summen
(81) und (82), das heisst, zwischen den extremen Werthen
des Integrales (4), so findet man in dem Falle, dass dieser
Unterschied einen endlichen Werth behiilt:

(
ff(m+@yu1dﬂ:+ifffh+iy dy |
(86) & i |
186) 5 : |
= | fle+iY)da+i | flo,+iy)dy+2mi(f,—/+--) -:
5 Lo : v Y
wo sich die Glieder f,, f,, ... auf diejenigen Wurzeln der

Gleichung (19) beziehen, bei denen die reellen Theile zwischen
den Grenzen z, und X und die Coefficienten von 2 zwischen
den Grenzen 7, und Y liegen. Greift man irgend eins dieser
Glieder heraus, so muss es, wie wir hinzufiigen mochten, auf
die Hiilfte reducirt werden, wenn in der entsprechenden Wurzel

.
|
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28 Augustin-Louis Cauchy.

der reelle Theil mit einer der Grossen r, und X oder der
Coefficient von 7 mit einer der Grossen Y, und Y zusammen-
fillt. Bei derselben Annahme miissen diejenigen Integrale in

der Formel (86), die unbestimmt werden, auf ihre Hauptwerthe
reducirt werden.

Setzt man zur Abkiirzung:

| 87) i v R A S
it || so wird die Gleichung (86):
i 27]

; X ¥
| fletiy)az +i [ f(X+iy) ay
Lo Ho

| i‘! (88)
|

X 4
L:ff(;l:—[—il’)dm-—l—i Jf{ir:ﬂ—l—fiy)dy—l—-j.
Zo Yo

| Die Gleichung (88) ist mit einer der aligemeinen Formeln
| 1dentisch, die ich in dem Journal de I'Ecole royale Polytech-
il | nique und in dem Bulletin de la Société Philomathique vom
"‘ i November 1822 gegeben habe. Sie gilt nicht nur fiir reelle,
i sondern auch fiir imaginsire Werthe der Function f (z) und
i lisst sich stets durch zwei reelle Gleichungen ersetzen, die
& man erhilt, indem auf beiden Seiten 1) die reellen Theile

| und 2) die Coefficienten von ¢ einander gleich gesetzt werden.
Ll Um jede Ungewissheit iiber den Werth der bei der Rech-
i | nung gebrauchten Zeichen zu vermeiden, hat man, wie wir
it hinzufiigen mochten, in der Gleichung (88) die Funetion fx)
| in der Weise zu withlen, dass der Ausdruck Sz - dy) stets
einen einzigen Werth besitzt und fiir alle Werthe von z und Yy
i | innerhalb der Gremzen der Integration vollstindig bestimmt
il | bleibt.
| Diese Bedingung lisst sich auch in dem Falle erfiillen,
| dass f(z - 7y) Logarithmen oder irrationale Potenzen verw
(i dnderlicher Grossen enthiilt, das heisst Ausdriicke der Form

(89) w4+, w4 4v),

L wo u eine reelle Grosse bezeichnet, wihrend % und » zwei |
L reelle und bestimmte Functionen der Verinderlichen z und Y |

sind. In der That geniigen die Ausdriicke (89) der erforderten |

Bedingung, wenn die Grosse « fiir alle Werthe von z und Y

innerhalb der Integrationsgrenzen positiv bleibt und man sich

den Verahredungen anschliesst, die wir in dem Cours d’Analyse

W SLUB =

' CHEMMITE
Wir flihren Wissen.




Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen, 29

algébrique und in den vorhergehenden Abhandlungen getroffen

haben 6).
Nach diesen Verabredungen dient das Zeichen

v
arctg —
u

dazu, (abgesehen vom Vorzeichen) den [28] kleinsten Bogen Il
L] L] IIU L] L] L] l
zu bezeichnen, dessen Tangente gleich — ist, und die Zeichen

W
(89) dienen dazu, die imaginiren Ausdriicke darzustellen:

it 3
| > 9 v i ()
| (u? - 27)2 [eaa (;_r. aretg ) I 7 sin (p. arctg )J ?

U (2!

: {/,
L1{2? 4 v*) 4 7 aretg — -
s u

Man kann auch dem Zeichen

(w0~ o)A+

in dem A4 und u beliebige Grossen bezeichnen, die Bedeutung
einer eindeutic und vollstindig bestimmten Function geben,
vorausgesetzt, dass die verinderliche Grisse % einen positiven
Werth besitzt. In der That hat man hei dieser Annahme

allgemein |
(2 —I— g D = {?.E(“'I-“‘)

und wird naturgemiiss auf die Formel
(u —,—“E'i?}j"kii“ s F_(},+i.u).?(-.1._r+£.=-*) |
gefiithrt, die geniigt, um die Bedeutung des Ausdruckes auf

der linken Seite vollstindig festzustellen. Setzt man im Be-
sonderen » — 0, so findet man fir positive Werthe von w»:

5

] 4

(’iiﬁ)iﬂiu — (V) =5 {{}{}3 [; - u g[_.l;]] -+ g sin [g G Z[:-u}]% |

und fiir negative Werthe von »: ‘

-

] : y| & i ! . i . . / A
(iy)a.+t,tt:gf~£(‘*')+i-’“iﬂﬂs[—; A— 1t E(—h-"u)]v-— asm[—; A —-II_EEau—'LJJJ]} :

Verschwindet die Function f(z -+ 2y) fir z = o0 bel be-
liehigem %, so erhilt man fiir

W SLUB
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30 = Auguastin-Louis Cauchy.

[29] 5*',—,_,:0, X:m, yﬂ=0, Yies b
aus der Gleichung (88):

a0 oo 30
(90) ﬂf(m—}-a | Az "/ﬁ'f‘i‘Jdiﬁ ?«,/[,f(?yjd.i 2

Setzt man hierin

fla) = =%

wo m eine beliebige Zahl bezeichnet, so ergeben sich zwei
reelle Gleichungen, die als einen besonderen Fall eine Formel
von Herrn Laplace enthalten?), niimlich

e 2 oo
2 2 . 2
(91) fﬁ"'m cos 2bw do = =P fe‘mﬂdm =t ae=0
0

0

Verschwindet die Function f(z 4 14y) fiir y = oo hei be-

liebigem #, so erhilt man fiir

=0, X=a, yy,=0, Y =00
aus der Gleichung (88):

4 o0
02 Flde = 2 —if [flat i) — flig dy.
Setzt man hierin _
f(e) = p(z)e?®,
wo b eine positive Griosse bezeichnet, und schreibt alsdann
auf der rechten Seite -— statt y, so liefert diese Gleichung

b
das Mittel, um die Integrale

a a

fﬂt}ﬂ(m] cosbz dx jﬂlrp(m) sin bz dx

[30] in andere Integrale der Form

[oli)e

umzuwandeln. Bei betrichtlichen Werthen der Zahl & gentigt
es, um sehr angeniiherte Werthe dieser letzteren zu erhalten,

Wl SLUB
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A

dass man die Functionen gb(?) in Reihen entwickelt, die

nach steigenden ganzen oder gebrochenen Potenzen des Ver-

hiltnisses _mb_ geordnet sind. Man hat dann nur noch Integrale

| zu berechnen, die den von Herrn Legendre mit dem Buch-
| staben I" bezeichneten #hnlich sind, das heisst, von der Form

| -
| ['(n) _-——j i R
| 0
und die fiir ganze Werthe von »n durch die Gleichung
i n)f= 1 23 in—1)

bestimmt sind®). Die Bemerkung, die soeben gemacht wurde,
ist sehr niitzlich in der Theorie der Wellen, wie ich in den
neuen, meiner Preisarbeit hinzugefiigten Noten gezeigt habe¥).

Verschwindet die Function f(z -+ ¢y) fiir z = == o0 bei
beliebigem 7, so erhilt man fiir

dyi— 00, (X= 4o, Wy=0, Y=0b

aus der Gleichung (88)
~+= o0 2 90
93) [tz ivjae=[ flo)do— 4.

Nimmt man zum Beispiel
fla)=(b—iz)'™ e,

[31] wo o eine rationale oder irrationale Zahl bezeichnet, so

| wird 4/ = 0, und man erhilt eine Formel, die ich in dem

i Bulletin de la Société Philomathique gegeben habe und die
die Gleichung (91) als besonderen Fall enthilt.

Verschwindet die Funetion f(z - iy) fiir z = o0 bei be-
liehigem # und fiir 4 = oo bei beliebigem #, so erhilt man fiir

e — et e

mu:(}: _X=m? yﬂ=03 Y:Cj{:}

aus der Formel (88):

94) [ flajde =i flig)dy-+ 4.
) J

WISLUB
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32 - Augustin-Louis Cauchy.

Vf:m dlen' Ergebnissen, die die letztere Gleichung liefert, nennen
wir die, welche man erhilt, indem fiir #(x) eine Function der
Form

flz) = pla) it
gewihlt oder auch

fo == )2

X

gesetzt wird. Die Gleichung, zu der man bhei der letzteren
Annahme gelangt, nimlich

e =} o

i 1 \dax
P f(e iy ,T) i (“”w ; ?)@’
i R 1Y) .y

bietet unter einer neuen Form ein Integral, das nach einer

Bemerkung von Fuler dazu dienen kann, eine grosse Menge
anderer Integrale zu berechnen 10),

Verschwindet die Function f(2 - ¢y) fir # — — oo bei
beliebigem % und fir 4 — oo bei beliebigem 2, so erhilt
man fiir ' |

Ty === 00, X =9, Ypo=0," Y= 00
[32] aus der Gleichung (88):
0 ]
96 [re)as=—if Fly)ay + 4.
v — 0

Verbindet man diese letztere Formel mit des Gleichung (94),
s0o lagsen sich daraus bemerkenswerthe Ergebnisse ableiten.
Setzen wir zum Beispiel

flo) =2
(r 4 2)%’
wo 7 und o zwei positive Grissen bezeichnen, von denen die

zweite kleiner als die Einheit ist. Da man die Function ()
in der Form

b e

V" (. — or)?
darstellen kann, so ergiebt sich aus der Gleichung (94)

Lw

9% () S5 ) sl ,
i j;(’f'-l—i?m)“dm i”fﬂ[i(?f—?‘)]“dri—ﬂ’

Wl SLUB
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wo A" ein besonderer Werth der Constanten 4 ist.
dagegen die Function f(z) in der Form:

Wird

1 9@

Lo

dargestellt, so erhdlt man aus der Formel (96):
Pk A

U
98 : I
( )Af._m (?' L"ijﬂ e/ L'Ej (T T y]]“

wo A" eine von A4’ verschiedene Constante ist. Addirt man

jetzt die Gleichungen (97) und (98) und beachtet, dass die
beiden Producte

s iely =i (A L ]
[83] sich fir y > r auf die Ausdriicke
28y — 7)8,  (— 5)2 [y

und fiir ¥ <7 » auf die eine Grisse

¢ (x)

dx

dy + ‘dﬂ'?

=gk

(r —y)?

reduciren, so ergiebt sich, indem mnoch y durch z - » ersetzt
wird :

W SLUB
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c_ pla) o s [ Pliy) dy
. . do=[A=20 __ ()~ | r
'f-—w (Ir_l_%m}ﬂ g 5 ( EJ J/n W—'TJ s +‘j
— 2sina f +z)|de 4 A"+ 4",

Durch dasselbe Verfahren erhilt man bei der

Annahme

@ ()
r - 12)% lr - ix)

die Formel

(100 f+m— g0 e
r =4 iz)* U(r + ix)

-0
oo

/‘ 7t €08 a7t = sina s - I(x)
2
J TR IEe

Ostwald’s Klassiker.

112.
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Man konnte noch eine grosse Anzahl von Formeln der-
selben Art aufstellen. Unter ihnen wollen wir die nennen,
zu der die Annahme

o Q@)
J1@) () [l(r 4 2a)]?

fiilhrt; o und b bezeichnen zwei reelle Grossen, von denen die
erste klemer als die Einheit ist.

Setzt man in der Gleichung (99) nach einander

4 ?
s — 1x)b’

@) =3£b$: P (x) = (

[34] wo b und s positive Grossen bezeichnen, so verschwinden
die Constanten o', 4", und es ergeben sich die Formeln

D e b f 20 g=bT g
a- L r
— o (?‘_’_ LE) 0

= 20471 e " T (1 —a)- sinam :

f+°° L == 2 8i % s
. . 2sinazw
.I'I'ﬂ:' Pl 4
o (P tx)% (s — i) gy xr 4+ s + x)?

A 00 aaat /'
= 2(r 4- s}t~ bgin m'r-j = rf:r -
() (1 m)b

Diese letzteren lassen sich vermége der bekannten Eigen-
schaften der I-Function folgendermaassen schreiben:

-+ GO iba [
27T

101 f SR P, a—1,=br
Lty e (1 iz)” i (@) !
und:
(102)f+m d 2 7t (r - s)t—a—b I'la+4-b—1)

— — =2 (r-s)t— 2 &5

—wo (ri2)? (s — ) I'(a) I'(b)

Differentiirt man sie wiederholt nach der Grosse », so erkennt
man, dass sie auch in dem Falle gelten, wo der Elpnnﬂnt a
grosser als die Einheit wird.

. Es verdient hemerkt znu werden, dass die Gleichungen (99),
(100), (101), (102) etc. auch fiir imaginire Werthe der Con-
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen. 39

| stanten ¢ und b bestehen bleiben, vorausgesetzt dass die In-
| tegrale in diesen Formeln endliche Werthe behalten.

Verschwindet die Function f(x - ¢y) fir z = == 00 bei
beliebigem y und fiir ¥ = oo bhei beliebigem =, so erhilt
man fiir

L= 00 A — 00

0 y Y=0, ¥Y=o00

allgemein aus der Gleichung (88):

39 e
(103) _f(:r:) A ==

e, =, e R — - e

oder, was auf dasselbe herauskommt:

o) ( 36
(104) f fiz) +g ] dc = L.

-

e =

Auf den rechten Seiten der vorhergehenden Formeln be-
| steht die durch 4 dargestellte Summe nur aus Gliedern, die
sich theils auf die reellen Wurzeln der Gleichung (19), theils
auf die imaginiren Wurzeln mit einem positiven Coefficienten
| von ¢ beziehen. Da man ferner, um diese Formeln zu er-
| halten, die Integrale nach % von % — O an zu nehmen hat,

so folgt daraus, dass man nach Bestimmung der den ver-
| schiedenen Wurzeln entsprechenden Glieder, wozu die Formel
| (87) dient, diejenigen auf die Hilfte reduciren muss, die sich
| auf die reellen Wurzeln beziehen, das heisst auf die Wurzeln,
bei denen der Coefficient von 2 null ist.

Die Formeln (103) und (104) reduciren, wie man sieht,
die Bestimmung der Integrale, die sie enthalten, auf die Er-
mittelung der Wurzeln der Gleichung (19), bei denen der
Coetficient von ¢ positiv ist. Sie liefern die Werthe von fast
allen bestimmten Integralen, die bekannt sind, und dazu eine
grosse Anzahl andrer, unter demen die hervorgehoben werden
mogen, die ich in dem 19. Hefte des Journal de I'Ecole royale
Polytechnique, in der Uebersicht der an dieser Schule ge-
haltenen Vorlesungen und in dem Bulletin des Sciences vom
April 1825 angegehen habe.

Es ist wichtig zu bemerken, dass in dem Falle, wo die
Gleichung (19) reelle Wurzeln hat, die Integrale (103) und (104)
zu denen gehoren, deren allgemeine Werthe unbesfimmt bleiben.
Diese Integrale miissen jedoch nach den Grundsiitzen, die in

T
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den vorhergehenden Paragraphen aufzestelit wurden, auf ihre
Hauptwerthe reducirt werden. Es ist iibrigens leicht, diese
[36] Hauptwerthe in bestimmte Integrale zu verwandeln, bei
denen die Functionen wunter dem Integralzeichen aufhiren,
fir besondere Werthe der Verinderlichen z unendlich 2T0SS
zZu werden. '

Ferner moge bemerkt werden, dass in mehreren Fillen
die Gleichung (19) unendlich viele Wurzeln hat. Alsdann jst
die mit 4 hezeichnete Summe, wenigstens im Allgemeinen,
aus einer unendlichen Anzahl von Gliedern zusammengesetzt,
und es findet sich folglich jedes der Integrale (103) und (104)
durch die Summe einer unendlichen Reihe dargestellt. Es
wird sich jedoch oft ereignen, dass entweder die mejsten
Glieder der Reihe wegzuwerfen sind, weil sie zu Wurzeln ge-
horen, in denen der Coefficient von ¢ negativ ist, oder dass
die meisten Glieder zu je zweien gleich und von entgegen-
gesetztem Vorzeichen sind, oder dass die Summe der Reihe
leicht durch die Methode bestimmt werden kann , die wir in
dem Paragraphen 13 angeben werden. Ist eine dieser Be-
dingungen erfiillt, so behalten die Gleichungen (103) und (104)
die Eigenschaft, in endlichen Ausdriicken die Werthe der in
ihnen enthaltenen Integrale zu liefern.

Endlich kann es sich ereignen, dass die Gleichung (19) keine
Wurzeln hat, in denen der Coefficient von ¢ positiv oder Null
ist. In diesem Falle reduciren sich die Integrale (103) und
(104) auf Null. Zum Beispiel findet man, - wenn P
positive Grissen bezeichnen:

+ Eﬁbm
( | — = ()
:105} '/l_:ﬂ (?. ’-E:m)ﬂ 9

e dx a8r dx |
(106) f S — _[ — — =0 .
SO e i 5o e LR R (7~ ex)? (s 4 2)?

\

Verbindet man die Gleichung (105) mit der Gleichung (101),
so erhilt man:

: % e S AR _.
[37] | /' !:?'*—'“I:) = ;l '::? | i:-:?:) [{cnsbmrfﬂ_:= ‘f__ E)ﬂ—-lﬂ—-f}f}
(107) {7 ° : A
& r—aw)”t—(r 4-qx) " 7T
f WE= _. ——sinbrdo=— ———p31g= 0"
8 24 | 2I (a)

Wir flihren Wissen.
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 37

Ich habe diese letzteren Formeln am Anfange des Jahres

1815 in einer Abhandlung gegeben, wo sie auf dlB Umwandlung

der endlichen Dlﬂmenzeu der positiven Potenzen in beatlmmte

Integrale angewandt wurden und fiir die die Herren Laplace,

1 Le;mdm uufi Lacrowz zu Berichterstattern ernannt wurden1!),

| Diese Umwandlung kann fibrigens vorgenommen werden, indem

man entweder die Formel (101) benutzt oder eine andre, ihr
gleichwerthige, die von Herrn Laplace gegeben worden ist.

Aus der Verbindung der Formeln (102) und (106) ergiebt

sich noch:
oo 0, et i, Uil : =y . ok
| /‘ (r—iz)~ % (r4-12) "% (s —ix) V- (s ix) 0
- : : da
f () 2 2
-|_ ¢
- f ; 2=l # » \—a (. =+ A=b ¢
| (108) (r—12)""— (r--aa)™? (s — o) 0 — (s 4-2z)=" |
* = . adx
I| L J1'|. E'E -'_)J
: == e (7 S}:—ﬂ-—-i] rfﬂ'_fl“z"_l.;_
2 I'(a) I'(b)

Wird in den Formeln (103), (104) und in denen, die daraus
abgeleitet werden:

(109) r = tgp

gesetzt, so erhilt man neue bestimmte Integrale in Bezug auf

" L . » ® y ""I_'
die Verinderliche p», die zwischen den Grenzen P = — —

2' !
p = - ; oder p =0 und p = % zu nehmen sind. Verfihrt

| man in dieser Art, bezeichnet mit (2} eine [38] reelle und
| rationale Funetion der Verinderlichen  und wihlt

A g 1 — i\ — 4)
| b 1

@ (¥'P) — p(e—2P) ' ‘
p( ) QJE:FH J LJ}] — 'Lgﬂﬂa_f};':

=.¢08% P -

so lisst sich das Integral (104) auf das folgende zuriickfiihren:

o A

= _gjrj‘ﬁ — 2P
(110) / A% AL )j?-‘_’fj}.

e/ ) 21

Dieses letztere fiillt mit einem der Integrale zusammen, die ich in
der Abhandlung von 1814 (zweiter Nachtrag) vorgelegt hatte.

R
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Setzt man ebenso zur Abkiirzung |
| 24 —24 240" —94 r
It o TR A A - g g e e E
i | 2 21 ? |
il '_ 80 bestimmt man ohne Miihe die Werthe der Integrale:
| ' ‘i % % 7
| -:. 2 2 9 |
| l'= (112)/ wleospdp , f wisinp dp , f wltgp dp ,
i1 | 0 0 0 |
1§ ||
i :li i by 7T '
Ml 2 9 o3 |
1 ‘. u cos ap wleos p
1 (113;/ w(tgp)®dp j d f * d
“ | 0 ( " Jy [cosp)® P o p*—+ (lcosp)? By
I 7z i %
Ll (114) jﬂfu’t p)d f phal.. =iiEr, f < T
1'| g D o (cosp)® £ o p* —+ (leosp)? £
4 | ] i’ .. 5. W.
i !l Im Besonderen findet man fiir Werthe von » innerhalb
| i der Gremzen — 1, - 1:
i 39] = X
It N 7 sin 2 p 7
IR 11 ] e ,
(A b 0 1—-2?*{1052}}—{—?32} i v
|’IL| 2
i 1—reos2p 17 1 — )@ |
(s 116 f fapityg, . = k |
:_! ||‘| Sl 0 1—2?*ﬂn32p—}-ra(gp) e 4 costan [1 | (1—1—?‘) ]’
i =
i N 7 8in 2 p T 1 —1\0
I | 11¢) f (ten)|®dp = M
| : 1 (Y 1—27rcos2p—4-s*"'"° gp)dp 4si114;um[1 (1—]—?-) ]’
ot 7 3
(M vl
il £ 1—rcos2p 17
i | 118 I —_——
I 'ii” { J.f 1—27rcos2p—+1* S8 04K E( )
I =
i 2 1—rcos2p Tt —7
L 119 ‘ p=
Il:I { ] g 1 — 27 Cos p o r zsn]p dp 4 E( )
i a |
| 2 1—rcos2p 1—r |
ol 120 =
i 20 . Ty e 2y 3( r)
:| ., 8. W,
LU
I

=
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 39

Nimmt man dagegen fiir » eine reelle Grosse, deren
numerischer Werth die Einheit iiberschreitet, so findet man:

5] rsin2p 7 1
) N = — J 1 =
[121’1.]; 1—2?'505}3—}?"3‘?}(@ 1 ( % ?‘)?
| % 1—rcos2p | 7T ?‘_1)11]
. C 't a g — = 1_ o
(122) . 2?{303‘3) _t.. g gp} ‘P f;’:[ﬁﬂﬂ-}j{_{aﬂ [ (T+1 :

u. 8. W.

Wird ferner in den Gleichungen (107) und (108) » = 0
oder » =1, s= 1 und x = tg p gesetzt, so leitet man aus
ihnen ohne Miihe mehrere bemerkenswerthe Formeln ab, von
denen ich die folgende erwihme:

40] =

e o N w I'la-+b—1)
(123) J; (cos p)¥*V~2cos(b—a)p-dp = AT F(ﬂlj ') : |

Diese letztere lisst sich durch die Gleichung ersetzen:

vl &

7t I'a—+1)

?””r{ﬂgw :1)rGP;ﬁ4—ﬂ’

(124) [ (cosp)|Pcosbp - dp=
L |

I die fiir reelle und sogar fiir imaginire Werthe der Constanten «

| und b besteht, vorausgesetzf, dass das Integral auf der linken
Seite nicht unendlich wird. Nimmt man, um etwas Bestimmtes
festzusetzen, etwa b == i/, so findet man

j kp —kp - T [n )
8 e"P e 7wl (a1
(125) '[u (cos p)? 5 dp = 2—*&%*‘ 3 : ,

wo der Werth von S durch die Formel gegeben wird:

L a

3 kl(z) . 72 il kl(x) . 7%
f z* ¢~ eos - EJ) dx -J.—[[‘ z*e~%gin il duﬂJ :
() & 2 2

{126)S=:[

r

Nachdem man aus den Gleichungen (103) und (104) eine
grosse Anzahl besonderer Formeln hergeleitet hat, kann man |
daraus neune Formeln gewinnen, indem man nach den will-
kiirlichen Constanten in den ersten Formeln differentiirt oder

Wl SLUB
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40 Augustin-Louis Cauchy.

integrirt. Auf diese Weise lassen sich mit Leichtigkeit die
Werthe des hestimmten Integrales

» 00
(127) /} 4o (@) [U(x)]" da
b
berechnen, in dem @ eine reelle oder imaginiire Grisse, ¢ () |

u'gend eine rationale Function und » eine ganze Zahl be-
zeichnet. Man findet noch:

0 .(—1 &— ‘ |
128) f ot — 2 i ;
e e A @ w1l ter —ltgibn), 5
| [41] -+ o0 o g '
(129) f 2070 — b=t gy TR sy Al gl s
e L) T A e R
1. 8. W.

Verschwindet die Function f(z - vy) fir £ = == oo bei

beliebigem 7 und fiir ¥ = — oo hei beliebigem x, so erhilt
man fiir |
Ly, — — 00, .X=-—]—DD? Yy — — 00, Y =90
allgemein aus der Gleichung (88):
- T
(130) (@) de = — 4,

oder, was auf dasselbe herauskommt:

oo : ;
(131) f_ AL "'gff_m] do=— 14

In diesen letzten Formeln besteht die durch 7 dargestellte
Summe allein aus Gliedern, die sich theils auf die reellen
W_’urz.ellu' der Gleichung (19), theils auf die imaginéiren Wurzeln
mit einem negativen Coefficienten von 7 beziehen. Ferner MUSS
man nach Bestimmung dieser verschiedenen Glieder, wozu die
Gleichung (87) dient, diejenigen aunf die Hiilfte reduciren, die
zu reellen Wurzeln gehoren. ?

'Vﬂrﬂﬁhwindet die Function f{z+2y) fir 4y — == 0o bei
beliebigem z, so erhiilt man fiir |

Yo = — 00O, Ir:+m

e il o T e

Wl SLUB
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen. 41

aus der Formel (88):

(132)

e . ol A
| X+ i) —flo + i dy =T -

42| Hierin besteht die durch 7 dargestellte Summe aus
Gliedern, die sich auf die Wurzeln der Gleichung (19) be-
ziehen, deren reelle Theile zwischen den Grenzen z, und X
liegen.

Nimmt man ausserdem an, dass die Function f(z - iy)
fiir einen der Werthe # — — o0, @ = - 00 verschwindet,
so erhilt man fiir

X, = —00,; X=aqa

0
oder auech

E= —a; XK= 00,

wo a eine positive Grosse bezeichnet, die eine der beiden
Formeln :

+ oo
b & \ ’if/
(133) f Jla—1y)dy = o
-+ oo
" LY ﬁ
(134) J Sfl=atiy)dy = — =

Die Formeln (132), (133) und (134) sind besonders niitzlich
bei der Losung von Gleichungen durch bestimmte Integrale
und ber der Integration der linearen Differentialgleichungen
(siehe das 19. Heft des Journal de 1’Ecole royale Polytechnique).

8§13,

Verschwindet die Function f(x -+ 4y) fir 2 = == co bei
beliebigem » und fiir ¥ = == o0 bei beliebigem z, so erhiilt
man fiiy

G=—00, X=+400, Y=—00, Y=+ o0
allgemein aus der Formel (88):
(135) d =0k

Wird die Function f(x) rational, so reproducirt die Formel
(135) ein Theorem, das ich im 17. Hefte des Journal de 1'Ecole
Polytechnique bewiesen habe 12) und mit dessen Hiilfe [43] man

e e — _——




42 Augustin-Louis Cauchy.

unmittelbar die Interpolationsformel von Lagrange aufstellen
~ kann.

Hat die Gleichung (19) unendlich viele Wurzeln, so enthilt
die Formel (135) eine unendliche Anzahl von Gliedern und ‘
kann zur Summation von Reihen verwendet werden. Nimmt
man also zum Beispiel nach einander |

(136)  flz) = ¢ (a)

" | sin 7z

COS ¥ SInrx

flz) = ¢ ()

l wo » eme reelle Zahl bedeutet, die kleiner als s ist, und
l

sinzca !’

@ (x) einen rationalen Bruch, dessen Zihler von geringerem
Grade als der Nenner ist, so lassen sich mit Hiilfe der Formel

] E ﬁ (135) sofort die Summen der Reihen
i 1= (2) 4 gp(—2
} ﬂ.Ei (137) L ¢(0) ? )_1_2@( 1){:05?' | 7\ H_;M )en32r-—...’
} | t pl)—@(1). | e e RN
I ‘ 9 : 2
| 'rﬁ bestimmen. Setzt man iiberdies:
|L}| (138) sS=E=2m-+1)wLtr,
' I't wo o irgend eine ganze Zahl ist, so bleibt der Bogen s ganz
Ll willkiirlich, und die Reihen (137) werden:

| '; 10(0)+ ';?(1)-?;@(—1)3“53 ’, fﬁ(ﬂ}-l-gw(—ﬂJm?s_F“_?
' ;| (139]4 1 1 9 9
' Al }_2(}?(“ }Sins : A )_;p(_ Jﬂin‘a’s-—f—---.

(1 Wird endlich s = 0 gesetzt, so reducirt sich die erste der
‘ Reihen (139) auf

| i
i 140) 4(0) + LHELD 4 B F (=3
il .

” Giebt man ¢ () die besonderen Werthe

s0 ergeben sich die bekannten Formeln:

=
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, 1 ] | 1 1 7T
( 1 ! - | - | S 11 — cot T
2t Bt —1 1?—9_1_ 21&60 ot
| 1 § . 1 1 T E‘TEH_‘_B—"‘EM
| (142) ‘]2“ _i_"“ ; 2 =t 2 _ = TTU ___ ,— LU}
| u —|—1 w44 w49 2uet—e
4
l 1 COS S cos2s coS3 S 7 COSTU
5 ot i =2 et —
i (143) %ui T W o LT e Qu sintu’
1

| 1 COSS cos2s cOS3s (L e 2 BN e
l (144) 5 s EEs v B T8
w w41 w44 w49 2u et —e

., sins 28in2 s : 38in3s ! 7T SInT U
| {143) g | ) T | =i_' . ?
‘ w —1 w: — 4 w”—9 2 sInJT U
|
(146) qIn S | 24in2s | 38inds l N U __ g~ TU
1'5%—1—1 | @ﬁﬂ—l—‘:i I 'H%"i’g | "“‘“—i—‘ﬁﬂ_-.m__ﬁ__-ﬂ—u

Es verdient bemerkt zu werden, dass auf den rechten Seiten
der Gleichungen (145) und (146) das obere Vorzeichen sich
auf den Fall bezieht, wo s = == (2m -+ 1) = - » ist, und das
untere Vorzeichen auf den Fall, wo s === (2m - 1) — r ist.

Multiplicirt man die heiden Seiten der Formel (141) mit
2uwdw und integrirt darauf nach # von w = 0 an, so er-
giebt sich:

Sin 7T

e u_ﬂy+% f):41 f)

45| oder, was auf dasselbe herauskommt:

I (147) | sin st
E N2
' = lzr) 4 Uu) + (1 —u®) + 2(1 = ) ; 3(1 = f‘fi_)
4 9
und daher
{148) sin 7w — ﬂjﬂ,(l =T )(1 _%)( i'g) pr

Wird jetzt « = I gesetzt, so erhiilt man die Formel von Walls,
nimlich

(149)
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Endlich ist augenscheinlich

() T

und aus der Gleichung (119) folgt, wenn die Constante » auf
Null redueirt wird:

Mithin geniigt es die Formel (147) von neuem nach u, und
zwar zwischen den Grenzen w — 0 und # — 1, zu integriren,
um die Gleichung aufzustellen:

\ 3 33 41
{3) = Um) — 1 "'(Ea) i 3(1.-2%#) | Z(?‘-""f*—-fﬂ@) '

Be (72— 1)7H
| L .
I 3(33 4‘2‘;,_2) I + Z[{-” g 1:|ﬂ.-—-{l : ??«EEEJ 1

In Folge dessen ist fiir grosse Werthe von 7 ohne merklichen
Fehler:

f[fgi) 1) = 1(2) + z[( it in e ] ,

e 1 208 n)tes

Beachtet man iiberdies, dass der Ausdruck

(150)

(7 i)n-ﬂ — N (1 o _i_) i

sich sehr wenig von dem Producte 7/+!., unterscheidet, und

i geht von den Logarithmen zu den Zahlen iiber, nachdem man

I die beiden Seiten der Formel (151) auf die Hiilfte reducirt
| hat, so ergiebt sich:

,”_n.+—.} (2 ﬂ-‘)é' ph+ 3

2.3, et E“Fﬁﬂ—{— 1)

I (152) . 1= (2qt

Die Formel (152), die um so genauer ist, je betrichtlichere
| i Werthe man der Zahl » beilegt, ist sehr niitzlich bej der
| |‘ Berechnung von Producten, die aus einer sehr grossen Anzahl
10 von Factoren bestehen. Sie ist zum ersten Male von Herrn
| ’ Laplace gegeben worden L)

|

|

=
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 45

Wiirde man der Reihe nach

I'"- —t {1 ———— 3 l]:" m— ._f_';;_
f( ) 158 T 8ina

Ll = Pl —
' M / 81N T {SGDS:L"

setzen, so konnte man aus der Gleichung (135) die Summen
von Reihen der Form

r I:I153J {p(’lli}l —+ p (EE) — (}';-f:mﬂj -+ ...

ableiten, wo @, «,, @,, ... die verschiedenen reellen oder
1 imaginiiren Wurzeln einer der Gleichungen

‘: (154) c=¢", s=8mp,;  T—Iigx, i\,

| bezeichnen. Werden also zum Beispiel fir z,, z,, «,, ...

die Wurzeln der ersten der Gleichungen (154) genommen, So
ergiebt sieh:

Py 1 1 1 1 r—ginr —7cos7
(1 Dﬂ’l = ] ir 3 o i Q 0 [ A B e 2 ¥ '
(i = (o i *rr—2rsinr—+1
[47] § 14,

Bei den Anwendungen, die wir von der Formel (88) ge-
macht haben, haben wir vorausgesetzt, dass die Integrale in
dieser meel gleichzeitig mit den Functmnen verschwinden,
die sie enthalten. Das trlﬂt anch im Allgemeinen zu. Nlﬁhtﬂ
desto weniger ereignet sich in einer kleinen Anzahl besonderer
Fille das Gegentheil, und dann miissen die Gleichungen, die
wir aufgestellt haben, abgeindert werden. Nimmt man also
zum Beigpiel fiir jm ene rationale Funetion, bei der der
Grad des Zihlers kleiner ist als der Grad dea Nenners, 80
1t der Werth der Summe 4 in Bezug auf diesen rationalen
Bruch im Allgemeinen glemh Null und geniigt der Gleichung
| (135). Nichts desto weniger hirt dieser Werth von 4 auf gleich
Null zu sein, wie in dem 19. Hefte des Journal de l}ucﬂle
PUI}teehmque bewiesen worden ist, wenn der Unterschied
zwischen dem Grade des Zihlers uﬂd dem Grade des Nenners
genau gleich der Einheit ist. Um bei dieser Annahme den wahren
l Werth von 4 zu finden, geniigt es entweder das Verfahren

1
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46 Augustin-Louis Cauchy.

anzuwenden, das in der genannten Zeitschrift angegeben worden
ist, und zu untersuchen, was aus den Integralen in der Formel
(88) wird, wenn die Functionen unter dem Integralzeichen
verschwinden, oder die Formel (135) auf einen der rationalen

Briiche
IR e

| 1 —ezx’ 1 —¢&2a?’ 14 2p2’
| . anzuwenden und darauf

il e =0

| '| zu setzen.
.. I!' Ebenso wiirden die Gleichungen:
i : ' .
| ; 1 S11 9" sin 2 ¢ . Sin 37 e 7T SINrw
:1.|| w—1 w—4 " =9 2 sinsrw’ |
f |t (156) : : . : s |
[ | I# : SIL 7 sin 2 7 : sin 3r i i B”*—e, i |
l 1 P| w41 w44 w9 9 oMU _ o TTU ) i'

zu denen man gelangt, indem

o fle) =

| ;’ gesetzt wird, und die fiir alle Werthe von » zwischen den Grenzen ‘
! I O und sv gelten, unrichtig werden, wenn genau |

@ Sin oz |
u? = 2? sinrx |

==

It ist. In der That wiirden sich alsdann die linken Seiten auf
Null und die rechten Seiten auf die Einheit reduciren. Allein
es geniigt, um die richtigen Gleichungen zu finden, die sie
ersetzen miissen, an die Stelle von f(z) die Funection

Il i
| |:'f'i flx) 1 T sin rx
11 1 4-&*a* 14 &2 u® = 2? sinnax

| zu setzen. Wendet man die Formel (135) auf diese letztere
i Funetion an und setzt darauf zuerst » = 7z, alsdann & = 0,
it 1t so ergeben sich die identischen Gleichungen:

1L sin 7z sin27  sin37n 7€ 1 —1)
i| 9 — 1 St Ny AR R ;
|1:
|

i sinzr sin27  sin3w

Gy Ly

| w41 w44 Eﬂ—i—B it 2

W SLUB ' =
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§ 1

() |

Denken wir uns jetzt, man setze, wihrend der Werth
von A stets durch die Gleichung (87) bestimmt wird, die
Grisse

B Y'_yﬂ s o

(157) X—-—:r.ﬂ_taﬂ"'

sodass 0 den Winkel darstellt, den die Verbindungsgerade der
Punkte (z,, %,) und (X, ¥) mit der z-Axe bildet. Theilen
wir endlich 4 in zwei Theile 4, 4", von denen der eine
die Constanten /,, /;, ... enthdlt, die dem aus der eben ge-
nannten Linie und den beiden Geraden z = 2z, und y = Y
gebildeten "Dreiecke entsprechen, wiithrend der andre sich auf
die Punkte des Dreiecks bezieht, das von derselben Linie und
den Geraden y = 7, und = = X gebildet wird. [49] Ver-
gleicht man nach einander die beiden extremen Werthe des

Integrales (4) mit dem mittleren Werthe, der sich in der Form
darstellen lisst:

I( X I I_jﬂ "y 1"_yﬂ Ch ?)"U..:S.—}_?

< 1[ (1 EX“—T )j[:(l_l_g’xmmi;)uh I E’ ..:-S.‘..—.I-D :I{LL
(158) <

_f (14-3tg0) FI(L - itg0)a +i(y, — 2, te0)] da,

so ergiebt sich:

X
/ (1-4-1tg0) f[(1+itgl) x4 (y, —z, tg0) dx
(159} &

X r
| = Sfeti)detif fX iy dy — o
1| L) s y,
und
(X
f {1—1-*itg9}f{{ +aitgl) e+ ily, — stgl)dx
(160)2° *

|

.,

X
= | [floe+iY)dz + e'.[ Sle, 4 2y)dy - 4",

L ﬂ:“ L3 :U-JI

Verschwindet die Function f(z - dy) fiir 2 = oo bei be-
liehigem w, so erhiilt man fiir

ﬂf-ﬂ=U: E_:D:}! yﬁ:[:}

Bl SLUB
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aus der Gleichung (159), indem auf der linken Seite z cos @
statt « geschrieben wird:

| j‘f[{c-us.ﬁ ~+ 2 8inf) x| dx
(161). 8 - |
= (cos ) — 28in 0) [f(:ﬂ) da — J’] .

- t)

Diese letztere Gleichung umfasst als besondere Fiille bhe-
kannte Formeln. Wird zum Beispiel:

f{m) — pl—1p—2

gesetzt, [50] wo o eine positive Grosse bezeichmet, so ver-
schwindet /', und aus der Formel (161) ergiebt sich:

]

o0 w0

—_ - A4 isin#d . » b i e T
fm“ T }rlmz{cumﬁ—1-5111uﬂ)fm“ Le™% g,
0 0

‘und indem jetzt 1) die reellen Theile, 2) die Coefficienten

von ¢ einander gleichgesetzt werden, findet man:
fma’_'lB_Emsﬁ[‘:DE{:IIEiﬂﬂ)dm=ﬁﬂﬂfﬁﬁfmﬂ_iﬁ_md;,{:?
(162 L, - y

: i
sif L= PO0B G s . . = e
f:x:“ gL Eln(:xslnfi']dm:mnf&f}fm” ‘e %dn.

- 0

)

§ 16.

Indem man die Grundsétze befolgt, die in dem elften Pa-
ragraphen aufgestellt wurden, ldsst sich nicht allein der Unter-
schied berechnen, der zwischen den extremen Werthen und
dem mittleren Werthe des Integrales (4) besteht, sondern auch
der Unterschied zwischen zwei Integralen oder zwei Summen
von Integralen, die dem Integrale (14) #hnlich sind und die
zwel Systemen von Curven entsprechen, die in der zy-Ebene
willkiirlich zwischen den Punkten z,, %, und X, Y gezogen
sind. Um ein solches System zu erhalten, geniigt es, in der
zy-Ebene eine Reihe von Punkten beliebig anzunehmen, deren
Coordinaten beziehungsweise mit

Toy Yo3 Tyy Yoy Bgy Ys§ vovi Tpyy Yp—yy X, Y
bezeichnet werden sollen, und darauf den Punkt (z,, v,) durch
eine erste Curve mit dem Punkte (z,, 7,) zu verbinden, durch

Wir flihren Wissen.
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen. 49

eine zweite Curve den Punkt (z,, 7, ) mit dem Punkte (z,, %,), -..;
endlich durch eine letzte Curve den Punkt (z,_,, ¥,—,) mit
dem Punkte (X, Y).

Nunmehr mogen durch

*'P(F: q, T, ): ;((P: q, T, )

zwei reelle Functionen der = Verinderlichen p, g, 7
dargestellt werden und durch

[51] pﬂ? Q{}? II'rl[,"rii' stz St P? Q? RJ
besondere Werthe von p, g, =, ..., die den Gleichungen

mﬂ=qj(p{}? Qoy 1 . '}'.r Yo =— %oy Yo Tod s *?-’:r
mi":{P(P: 9oy "o )w Eh=x(P: Qoy Tos J'.r
\

(163) sy Ye=3(P, @, gy ..,

\ p(P, Q
Xe='p (P ol dn 5 ol W= al PR O s )
geniigen.

Um den Punkt (z,, y,) durch eine erste Curve mit dem
Punkte (z,, y,) zu verbinden, geniigt es offenbar, die Coordi-

naten z und y der Relation zu unterwerfen, welche die beiden
simultanen Gleichungen

(154} e (p(jj, Qo Tos - - *J:r Y =S{U}‘; 9oy Toy - - a
bestimmen. Ist diese Relation angenommen, so erhilf man
das Integral, das der ersten Curve entspricht, indem man in
der Formel (12) die Veréinderliche # durch die Verinderliche p,
die Funfztmnen @ (t), % (t) durch die Functionen ¢ (p, q,, 7y, -},
Y (D5 G B . 4.5) unﬁ die Grenzen ¢,, 7' durch p, und P er-
ﬁet-zt. In Fnlge dessen wird das Integral, das der ersten
Curve entspricht:

34 d . :
(165) f KV AR o A A O e 188
P

u f[*?»’(? Qos Tor ++) T 0%(D5 25y 7oy +--)] AP
Ebenso geniigt es, z und y den simultanen Gleichungen
{1663 == {p(PT g? r';‘”li]-]' "')? y=;C(PJ Q'.f Tﬂ? ""l

)

zu unterwerfen, damit sie die Coordinaten einer Curve dar-
stellen, die den Punkt (x,, %,) mit dem Punkte (z,, 7,) ver-
bindet, und das Integral, das dieser zweiten Curve eéntspricht,
ligst sich in der Form

Ostwald's Klassiker. 112. 4

Wl SLUB
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“d
[52] (167) f Zg PP & oy i (P gy )] X
LB/ _ _ : \
‘ * Jlo(P, q,r5y0.) +ix(P, q, Ty no bl G
schreiben.

Indem man in dieser Weise fortfihrt, erkennt man schliess-
|| lich, dass die Summe der Integrale, die sich auf die verschie-
denen Curven beziehen, auf die Form gebracht werden kann:

P |
d ! ¥4 : .-

i g (2 Qoy 7oy +-) + LAP Qo Ty o)) X .
Fo Se(p, 90,70, -.-) + i Py 9070y ---)] dp

| ’I |

il ¢

' !!'i' d A

...'-. (168)'—{— E[‘ﬁ(P: 4y Ty *")‘FEZ(P?’}?T&J”*)JX
| V9% T Sle(Pg, e ) 03 (Pig, Ty )] dg

] [

™2

1 4

—I-f ;;[W(P: O, 7, ...) ‘*Q:Z(P:Q:T:"')]X

1 "o Sp(FQr,...) +ix(P, Q,ry.)]dr< . ...

{I¥ Auf diese Weise kann der Unterschied von zwei Summen dieser
1! Art leicht mit Hiilfe der Grundsitze bestimmt werden, die in

| dem elften Paragraphen aufgestellt wurden.

_‘ Beschriinkt man die Veriinderlichen p, ¢, », ... auf die

If | beiden folgenden p, », so wird die Summe (168): |
! |
i td . e R , I
I| 1 d_p [f}ﬂ(f?:?'u)-l-“ﬁx(ﬁ:’*“n)']f[fﬁ (ﬁ:?'uJ-H?:(P:?‘ﬂJ] dp |
1 gBoy i tns

il + f 7 L0 (P, )+ 7 (P, 7)] flo (P, r) + iy (P, +)] dr.

Vertausecht man in dieser letzten Formel die Veridnderlichen p 1,
und » mit einander, so erhilt man eine neue Summe, deren

i 16 Vergleichung mit der vorhergehenden die Gleichung liefert:

il (53 P _ I _

i [ I d} [‘T’ (f}? ?'u) S i’x(fj: 'Tu)_'j[{;o (P: TD) o e A2 "*'u)} dp

Po

| B | .
| —l—f E;[W(P; r) =% (P 7)] Sl (P, r) + iy (P, )] dr

kg : ;
= | G [p0s) 2 (00 7)) £ 1900, )+ iy, 7)) dr

B SLUB =
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dabel gehdren die Glieder, aus demen 7 hesteht, zu den
Wurzeln der Gleichung (19), welche besondere Werthe des
imagindren Ausdruckes!!)

@(p,r)+iy(p, )

darstellen, néimlich welche den Werthen von p in den Grenzen
Po und P und den Werthen von » in den Grenzen », und R
entsprechen.

Die Gleichung (170} ist mit einer allgemeinen Formel
identisch, die ich in dem 19. Hefte des Journal de 'Ecole royale

Polytechnique 8. 574 gegeben habe. Man leitet aus ihr un-
mittelbar diejenigen her, die ich auf S. 575 und den folgen-
den desselben Heftes und in dem Bulletin de la Société Phi-
lomathique von 1822 angefithrt habe.

Setzt man im Besondern

@ (p,7) =+ ix(p, r) = re’? = r(cosp + i sinp),
so wird die Gleichung (170):
: 2 fL - r - -
| j et L fre?) dr 4 @f ro P f(r,e'P)dp
(171) s Tﬂﬂ PHP
=f éPof(re'P)dr—+1i [ Re'Pf(Re'P)dp + A,

Py

[54] und es ist
(172) d=—2mei(f, + 1,4+ - );

dabei beziehen sich die Glieder f,, f,, ... auf die Wurzeln
der Gleichung (19), welche Werthe des imaginiren Ausdrucks

r(cosp -+ 2 sinp)

darstellen konnen, die Werthen von » zwischen den Grenzen

7, und B und Werthen von p zwischen den Grenzen p, und
P entsprechen.

Wird in der Gleichung (171):
Ty —"WeSiR = 1 hpa=={) =P ¢
gesetzt, so ergiebt sich:
1

(178) j

Lflr) 4 f(—=r)]dr = — e‘f "GP F(P) dp — A

0
A%

——=— e
— T 2

= ——

_ —

e
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oder, was auf dasselbe herauskommt:

¥Ees : =1
(174) f o'P f(e'P)dp =i [ Flr)dr+id.

=)

Diese letzte Formel, die ich in dem Bulletin de la Bociété
Philomathique gegeben habe, enthiilt als besonderen Fall eine
Gleichung derselben Art, wie die, welche Herr Vernier mit Hiilfe

der Entwickelung in eine Reihe bewiesen hat!5).
Wiirde man

i '.F'u=0, :1:| Py = — 7T, P |
l I setzen, so wiirde sich aus den Formeln (171) und (172):

| 7T

178) [ rfenap =2alf +f+ -,

]-! ergeben (53] oder, was auf dasselbe herauskommt:

Ll 7 olP £(piP —iP £(p—iP
1] (176) f SEh: )+; L )dP=f’r(ﬁ+i‘;—f— des)'s
0

:|f :' Die Formel (175) ist identisch mit der Gleichung (17) der

L

| Zusitze zu der letzten meiner Abhandlungen in dem 19. Hefte
des Journal de 1'Ecole Polytechnique.

1 Werden ferner die Wurzeln der Gleichung

| 1

S (#)

I|| | die als numerischen Werth oder als Modul eine Zahl kleiner
| als die Einheit haben, mit %,, #,, ... bezeichnet und wird in
i der Formel (176) f(») durch

: f#)

iy
A

ersetzt, so erschliesst man daraus:

(177) fﬂf(ﬁiﬁ)_;f(_m)dp=9r[f(0f} ', ’j’ | /s | ]} l

'
ﬂ ..-"l.-"_ 2 .I

wo eine jede der Constanten f,, f,, ... jedesmal auf die Hiilfte
reducirt werden muss, wenn die entsprechende Wurzel die

TECHNISCHE LNIVERSITAT
CHEMMITY
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Einheit zum Modul hat. Schreibt man endlich in der vorher-
cehenden Gleichung 2p statt p, so ergiebt sich:

7

178) jjf(gﬁp).{;f[g—ﬁi”) £ I ‘F;‘ [f(O) | i | fa +] _

. “
() 4

Jetzt sei s eine positive Grosse und f(z) eine Function
von @, die in der Weise gewihlt werde, dass der Awusdruck |

f(re'?) |
I
innerhalb der Grenzen r =0, r=1; p=—mw, p=-4=n !
endlich und stetig bleibt. Setfzt man nach einander |
[56] , ( B |
j($] e 1

1 |

, _

flo) = ==

"-.{_

¥
50 ergiebt sich aus der Gleichung (178):
FEERe ‘< Lt

% s 8in 2p f(e**P)—f (e~ D) 4 o
o 1—2sc082p—-s? 29 = 4 [£(s) = £(0)],
(X TGl | ‘
2 1—sos2p A4S, n 0);
J, 1—2scos2p—-s* 2 dp = 1 [f(s) + £(0)];

| 2) Fir s > 1:

o 4 . 1 !
TR ok G ) v A el P SR [f (5)— f(n)] v TR
| , 1—2scos2p—+p? 2 4 !

} (180 " | |
|| 2 1—seos2p F(e*P)4-f(e*'P)
1 —2sc082p -4 p? 2

dj}—‘:%[f(%') -+ f(D)] :

vl

Dagegen findet man, wenn s auf die Einheit und das
erste der Integrale (179) oder (180) auf seinen Hauptwerth
reducirt wird :

TECHRISCHE LINIVERSITAT
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{

Psmdp fe)fletr) L
. —_— If II'-_._. T
(181) J'fﬂ 1 —cos2p 2X) dp = - [f(1)— /(0)],
'} (2P G2t D ‘
f f J—;ff }df’“;%f[oj-
L U

Die Gleichungen (179), (180), (181) lassen sich unmittelbar
aus dem Theorem von Herrn Parseval iiber die Summation
der [67] Reihen herleiten. Sie stimmen iiberein mit einer
Formel, die Herr Guilloume Libri in dem 28. Bande der Mé-
moires de I’Académie des Sciences de Turin gegeben hat, und
mit denen, die wir, Herr Poisson und ich, in dem Bulletin
de la Société Philomathique von 1822 veriftentlicht haben 16).

Wird in diesen Gleichungen der Buchstabe s durch den
Buchstaben » ersetzt und der Reihe nach

fle) =1142), flz)= (TIL ;j)ﬂ, (@)= f‘.(l j m) :

= goa el —p
f[ft‘-)b-—ﬁ(~—2—)? f('r.f_“z(l_l__;;:): )

gewiihlt, so findet man genau die Formeln der Seite 38 wieder.

&(17:

Bis jetzt haben wir nur einfache Integrale betrachtet.
Die Grundsiitze, die wir aufeestellt haben, lassen sich jedoch
in gleicher Weise auf die Bestimmung und auf die Umformung
von doppelten oder mehrfachen Integralen zwischen reellen
oder imaginiren Grenzen anwenden. Wir wollen indessen
hier nicht genauer auf diesen Gegenstand eingehen, den wir
ein andres Mal ausfiihrlich darzustellen beabsichtigen 17), und
beschliessen die vorliegende Abhandlung, indem wir angeben,
wie man einige der Formeln, die wir erhalten haben, bei dem
Problem der Fortpflanzung der Wellen verwerthen kann.

8 18.

Denken wir uns, eine schwere Fliissigkeit sei in einen
sehr engen Kanal eingeschlossen. Wir wihlen als z-Axe die
horizontale Gerade, die in dem Kanal das natiirliche Niveau

TECHRISCHE UNIVERSITAT
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen. 5H
hezeichnet, zu dem die Fliissigkeit sich erhebt. Ferner nehmen l
wir an, dasn t die Zeit be.zemhnet und dass man in dem |
Auﬂ'enblmku, wo t = 0 gezihlt wird, die Bewegung entstehen ’
lisst, indem man das Nivean mmudmt sodass die senkrechte
Ol-dinat-e, die der Abscisse x Butspricht:

(182) o= Hix)

wird. Man beweist leicht, dass dieselbe Ordinate nach Verlauf
einer beliebigen Zeit # [568] durch die Gleichung:

1 -+ o0 oD o |
183) y.— — COS u{' 2teosule—w) - o) du dos
J .“!. L ﬂ b g i i J b

gegeben wird (siehe die Sammlung der Mémoires ecouronnés
par 'Institut, Preisbewerbung von 1815, S. 311)18).
Wird in der vorhergehenden meel |

>

X — @

! .“:

| gesetzt und zur Abkiirzung |

]
391
' xr — W

= F

| geschrieben, so ergiebt sich:
| I LT 01 g e da doy fl
| (184) y= ff*f—m-fuiﬂ cos(2* P* ) cos (o) F(@) e |

Um diesen Werth von % zu berechnen, hat man zunichst
wenigstens niiherungsweise das Integral

(185) fcz oS (Q%P%cr]ms(ﬂc*)da
&0
zu bestimmen. Man wiirde dazu mit Leichtigkeit gelangen,
wenn die Grosse P immer einen sehr kleinen numerischen
Werth behielte. Dann wiirde es geniigen, dieses Integral in
eine Reihe zu entwickeln, die nach steigenden Potenzen von P |
geordnet ist, und die erhaltene Reihe, nimlich |

2P W(aRPi- (2 P
2 £5.6 0 6.2:819:10

(186)

il .'SLUB umﬁm
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(siche 8. 132 der Abhandlung Ueber die Theorie der Wellen,

veroffentlicht [59] in der schon erwihnten Sammlung) 19) auf eine '

kleine Anzahl von Gliedern zu beschriinken, ~ wihrend die |

iibrigen vernachlissigt werden. Da jedoch P mit wachsenden |

Werthen von ¢ iiber jede Grenze wichst, und ebenso die ver-

schiedenen Glieder der Reihe, so ist das Mittel, von dem wir

sprachen, in den meisten Fillen nicht anwendbar, und man

kann es im allgemeinen nicht dazu gebrauchen, um den an-

geniherten Werth des Integrales (185) zu bestimmen, ja nicht

einmal um Grenzen zu finden, in denen dieses Integral ein-

'; geschlossen bleibt. Glicklicher Weise erlaubt die Gleichung

.i': (94) das Integral, um das es sich handelt, in ein andres um-

i zuformen, dessen Berechnung nicht dieselben Schwierigkeiten |

It bietet. |

[ In der That, setzt man in dieser Gleichung

Wi I &) = vt gor |
|

I8 S0 verschwindet /. Schreibt ‘man darauf auf beiden Seiten
il den Buchstaben « statt # und 7, so findet man

o -

v o)
I
s W, . 9 |
fcce”‘ E*ﬂ“hdct=—fﬁﬁ_m B ~du |
0 0

1

1 11

‘* und daher:

|

1l (18?)]&{:05&*0{:5@&(3{:: /asina*sinmada—— ceosa* e~ %dq, 1|

i f I 0 0 0 -
u ' 0O = o) oo l:
& (188)/& sine*cosaada = — [acosa’sinacda -+ [ asina®- e=02 gy

i 0 0 0

e

i Ferner erhilt man aus der Gleichung (161), indem man darin

1
il | o
“f ' Jlw) =¢2%
II !i und 6= — -7 setat:
‘“ @ S { o

i f&*ﬁﬂdm—1+ye'$ﬂdx= T

i 0 V2 Yo Vo 2

‘jl In Folge dessen ist: |
| +t-:n: .

il (189) | fa*fdm_l":j ot

'!

t

Ll
1l
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[60] und wird jetzt z = « —]— gesetzt, so erschliesst man

hieraus:
. - o0 e
f ot (07 +au) g o — -1-+j o
(190) F e Ve
= 2] ¢ % cosaada .
0
Differentiirt man jetzt nach der Groisse a, so ist:
oD
i 1 —12 _i‘E
(191) ae® singede = — —— mrac~ T,
0 1V2
oder, was auf dasselbe herauskommt:
o @
f s fﬁﬂ( a* a:‘)
o cosa” sinaado = ¢08 — — 8in g
0 4V 2 4 4
(19 2) - v
fsrsmcrﬁ sinaedo = - - s (ﬂﬂﬂf - sm—ﬂ-—i)
0 4V 2 4 4

Nach diesen Vorbereitungen werden die Formeln (187)
und (188):

oD
- ; T a a- a
{193}/ ccosalcosaado = (eﬂﬂ_—]—ﬁm — ﬂﬂﬂﬂﬂr e %da,

Wl SLUB

J g 4V 2 4

. = . y 2
(194][uainaicusauda :V: (cﬂsm—-——smﬂ )—I—ffzsma* =0Cde.
7 g
und die erste giebt:
o
(195) | ccos (24 Pra) eos (a?) de
0
- 1
—-HEPE(ﬁusf—l—smE)— ae=2 T *cos () da
4 2 2 0

Man iiberzeugt sich leicht, dass das Integral auf der rechten
Seite fiir grosse Werthe von P im Wesentlichen null ist und
sein numerischer Werth in allen Fillen kleiner ausfillt als
der des Integrales

o0

1 1
1
( f FAV P2 e gl T
196) ﬂcrs d o 5P

Wir flihren Wissen.
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Wir miochten hinzufiigen, dass man nur ¢ durch g:’l" Al
ersetzen braucht, damit die Formel (195) mit der Gleichung (7)
auf Seite 180 der Abhandlung iiber die Theorie der Wellen
identisch wird.

Zusatz.

|
'T Wir haben Seite 35 bemerkt, dass die Formeln (103) und
!i (104) die Werthe fast aller bestimmten Integrale liefern, die
*| bekannt sind, und eine grosse Anzahl andrer. Wir wollen
| . hier einige Anwendungen derselben Formeln angeben.
], - Bezeichnet man mit ¢ und » positive Griossen, mit 2 eine
i ganze Zahl und mit /(z) eine Function von der Beschaffenheit,
il dass der Ausdruck f(z 4 4y) fir positive Werthe von y mnicht
| unendlich wird, so erhiilt man aus der Formel (103):

A +Foo o
fli B i e

101 + oo f[:i?_fxl "

I |L j_m f[J—zx} ar =0 fiir Je TN ]
'”i und aus der Formel (104):

| oo

i flog)| —f(—a)da =

| o [ecieae s

It 6) A 57 - gf(ﬁj,

Wl SLUB

Wir flihren Wissen.

- - —._——_l"r.

- —_—

TECHNISCHE LNIVERSITAT
CHEMMITE




59

Bestimmte Integrale zwischen imaginiiren Grenzen.

() ‘/; Lfl"ﬂ:} If[_”]dm:frsz—?u

i it r—
E m :f(m) bl 4 ol f fla I—zf; ) oolai i
R v i 2 L R
| :frli:r) 2;{ z) mﬂmibb',ﬂ =.%[ Eploi b
(10) ﬂml‘fﬂ 2/;( L) - (;‘i’ - X _"21'_ [ £(0) — Flir)],

| u. 8. W. |

| Wird in der Gleichung (7) »r = 1 und f(z) = (— 22)* "
gesetzt, so ergiebt sich:

|

— A T J{I—‘n | ( 1—A =1 s ) :;T’Lﬂ

multiplicirt man auf beiden Seiten mit (— 2)* und beachtet
die Gleichung:

20—
163] (—2)2971 = ‘ﬂ-ﬂﬁ % — ¢ 8in i) — sinasw -2 cosas,

‘. 2
| 80 1st:
] on Qo
| . . & BN e
| (sinasw -+ 7 cosam) | x° N " =
) L= e/ () 1l —x
und daher
-
dx 7T
as| [N .
vy 14 SIN a7t

" dx 3 e 00 TT
(13) mfI_ l s e Lk Gﬂs a'}_-{'. m S e = L
sxd l1—z 0 142 tgoanw

Die Formel (12) ist von Fuler gegeben worden2’). Die
Formel (13) enthalt auf der linken Seite ein Integral, dessen

Wl SLUB

Wir flihren Wissen.

et

TECHRISCHE LNIVERSITAT



60 Augustin-Louis Cauchy.

allgemeiner Werth unbestimmt ist. Dieses Integral muss jedoch
in dem gegenwiirticen Falle auf seinen Hauptwerth reduecirt
werden, den man in der Weise umformen kann , dass die
Gleichung (13) mit einer andern Gleichung identisch wird, die |
der eben erwiihnte beriihmte Geometer aufgestellt hat. |

Wird in den Formeln (8) und (9) l-|
ffm) - Ez'am ,

gesetzt, so ergeben sich die folgenden :

oD oo .
7 COS AL & sinax 7T
(14)f cﬁm=f - A = —eg— 27
0 0

Z* -7 2?1 2 ’
“reosax [ ® xsinasz
J T . a 7T
{15)] z s da = sin a7, f s A% = —-cosar.
O RES =1 2 [ i - 2

L

Die Formel (14) ist von Laplace gegeben worden. Man erhilt
| ‘;i daraus, indem man » auf Null reducirt, die Gleichung: |

i | .: (16) f PR flhp e
0

% 27

il die ihrerseits ein besonderer Fall der Formel (6) ist2!). Die
| i Formeln (15), die zum ersten Male von Herrn Bidone, einem 1
it italienischen Geometer, gegeben worden sind 22), haben denselben
{8 Charakter wie die Formel (13) und [64] liefern die Hauptwerthe
1| der in ihnen enthaltenen Integrale. Es ist indessen leicht,
I diese Hauptwerthe in bestimmte Integrale umzuformen, bei
| denen die Function unter dem Integralzeichen authort, fir
0 besondere Werthe der Veriinderlichen unendlich gross zu

Ik werden. So erhilt man zum Beigpiel fiir » — 1 aus der

’; ersten der Gleichungen (156):

l £~ cosaw -
‘I o jc: JETa |
|

1 1
r'r — - 2f el B Mot " ¥ it ¥ .
:,'- — ﬁﬂm2($+ﬂ:)ﬂln2(m :T}):I?E 1._..2 SIn @

L
iil Wird in den Formeln (5) und (11):
l

fla) = = (1= cfa2)

s s e il o e s ' Wi i T
e -
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gesetzt, wo a stets eine positive Constante bezeichnet, so er-
giebt sich:

1.— e84 —") fiir r<_1,

rf+“°1_.g,f‘1$ dz 2;1715[
o fr—ix) 2 11—

(18,

f*‘*“ 1 —d9% dy |
—— — 7T1Q
—w (1 —iz) X ’

+® 4  fax
i dad, bt

—w Ur —i2) @

—

und

.l:l':l

(19 I (1 — cosax) — sinax - l(z) 4u
J J 0 l%}ﬂ -+ (1)) 2

Man erhilt ferner aus den Formeln (1), (2), (6}, (8) und
(9), wenn a, b, r, s positive Grdssen bezeichnen:

+ o0 3
(20}]{__ im)ﬂ-iﬂibml(l | %) dx g

| ®

= (1l — e~ %),

] QI.' Ti——
[65] Lo - s\ dux by S
21) [ (— i) i@ (14 9 ppa—tg— rz(1+f),
0 x| r—+ix )
= o
Slamw rax JURE. Yoo
I’E‘Z]fma“" sin {— — bz | — =Gt g U
‘ 0 2 s 2
5 a7 raa A 7T
. 4 b i J._: ; X 7
(23) fﬂ:”“ sm( 5 —bm)?—_a-— S 7 *‘cus( — — hfr)?
[ ﬂ ——
Im d .
\ . S : € 7
(24) j @50 gin (¢ sin bx) = — (¢ — 1) 23}
0 “ xr 2
o0
: rdx
f o250 o3 (asin ba) ———;
T
o5 0
( o ;
y . xdx 7T —br e
:j ¢4 50T gin (g sin ba) — TS T (620 SR L
0 x: - r* ,
7 7T rdo T I
. T R ¥i ) 4 ¥ 7L = —hr
(26)‘[&;‘*_‘6““53’4' sin —ginbz) ——— = —1r e
0 2 s o 2
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62 Augustin-Louis Cauchy.

!

80 erschliesst man daraus:

(28)

] g 7 '
& » L0 T &
ATCIe — . e St
L/{: D B 2 E(1 fr)

Differentiirt man alsdann % — 1 Mal nach r, 80 kommt:

57 e AR S e 2 7 -
f (r —ta) ™" (r+92) Z(l—f—-'g—n)dm— 7T (1) ( 1
)Y 2 - n—1|\r e
o —ase\= g A= : n
f iz : .E? £ &rﬂtg—g-dmz 4 [(—1) L
L g 21 x 2(n—1) [\ r ;
Wird ferner in den Gleichungen (9) f(z) durch
3(1 - E)
z
ersetzt, so ergiebt sich:
8 ot -d ’
fJ(I | :ﬂ) ; m.a__frﬂ*mtg'i:
30) e | a* — r
s i 0 s*
j{:ﬂlutgg ma:_,?.z"_'Tg(l_[_ i,.'a.ﬂ-):r
u. 8. W.

Wir wollen hinzufiigen, dass aus der zweiten der For-
meln (29), indem darin » =1 und s = 1 gesetzt wird, sich
ohne Miihe die folgenden ableiten lassen:

e oy e :
(31) [[ﬂl‘ﬁ cotz): dx — 2f arc cotw i = 77l(2)
v 0 0

(32) Lz arutg—iu — % arctg 5
1 dx = 0 3(2) .
0

Wird in den Formeln (20) und (21) 4 = 1, b = 0 gesetzt,

--+E)ﬂ} '

R o i ar .
& "

)]

|
_4
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Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen.

Es kann eintreten, dass die Formeln (1), (2), ... nach L

unserer Bemerkung auf Seite 36 in gewissen Fillen giiltig |

bleiben, wo die Funection [(x -+ ¢y) fiir positive Werthe von y :
unendlich wird. Das findet im Besonderen fiir die Formeln (8)
und (9) statt, wenn f(z) sich fiir o < b auf den Quotienten von
sin ax oder cos ax durch sin bz oder cos bz reducirt. Alsdann
findet man:
f"“ cosaxr rdx z e L= |
2 L g2 I 7 —br ? |
‘ , Cosbw @ -1 ¢l Lot |
f“’ sine@x rdx - i 2O o= W |
T 2 2 2 b =br? ]
| 33) | “;, sin bx a® -1 e:ﬂr a_ < |
‘ [“'G{}E ar odx x e e ¢ :
| i v 2 2 =hy —br ?
| Jo Smbx x* -1 T — ¢ ,
| j*‘” sin ez xdx z 6 — e~ |
T e 2 syus B —br
! . cos bx x= 4+ 1 LU

0

I‘
i 167] Diese Formeln, die ich in der Abhandlung von 1814 L
gegeben hatfe, nur dass an Stelle von » die Einheit trat, hat |
Herr Legendre in seinem Berichte iiber diese Abhandlung und |
in dem fiinften Theile der Exercices de Caleul intégral er-
wihnt.

Den vorhergehenden Beispielen kénnte man unzihlig viele |
andre hinzufiigen. Ich werde mich jedoch damit begniigen, |
nur emnige anzugeben. Stellt man, wie vorher, durch a, b, r, s
positive Grossen dar, bezeichnet ferner mit ¢ einen Bogen
zwischen den Grenzen O und sz und mit ¢(z) eine rationale
Funection der Veriinderlichen «, so lassen sich ohne Miihe aus |
der Formel (103) die Werthe der Integrale herleiten: |

| +® 0 |
1 f{— 1)~ @lz) d, fﬁlm}i;ﬂ[i?) dx |

L & —_— — 0

| o0 - o
. ] r/:mf(l -1 :?_)[P f'm) da, ' _f!:]_ — ’.i.f;r';'r_:) r]r\(:r) dx ,
| g

lrsinf) 4 ulr cos — )] @ (z) do,

v —w
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— G0 o
i 8)* 3
-/'_m l(*r 23] %:‘E) (P(’E) dx ?
ot 20 : 1oF
(—_?’m)ﬂ : 1ha ( E"5") |
'/;nn Lr — iz) . 1+:1: ke
+':|E;" iba Loon A |
[ e p@az, [ (= in=10" o o) da, -
—mm —00 i L
| fl(l - Tﬁibm) @) dz , fg“’iﬂg[]__l_?.giﬁm) @ (@) da, 1
| B T | B
i e g3kt i 1
. | cosSax \ f SIn Q. \ 7 f 1'1-,_.[}1@_;1; | I
| ! «/i.w G{}Ebm@(mjdm’ G Biﬂbm{p(m}dm’ M ﬂmqﬁmd? |

1] u. 8. W.,
und daher auch die Werthe der Integrale:

8 (R +m +ml +m
| !i fxﬂ-—i(p(mjdm’ fﬁgsbﬂj ¢ (z)d, fainbm(p(m)dm

i I FBB] - + >
i famtg* @lx)dr, farﬁmtﬂ:-fp[m)dm,
J { + o0 S 2 '
1! Ur* — 2r@ cos ) + 2?) @ (x) du

i — a0
| 95
i 7 €080 —x .,
I + o0 | + 20
Ll f %0 6os (g sinba) () da, f 0?0 % gin (asinba) @ (»)dz,
| 7 ;

|] (1 4 27 cosbx + 1% p(z)de,

| —®

i 4+ o0 :
| rsinbx
il fﬂmtgl—kmnsbm bt

»

[

{'? fm“ sm(j-bm) PE) o ) da
= la)  gl)+ol—2),

il f 0 ) 2 i

| 0 (2) _l—['(‘t';l]

1]' u. 8. W,

it
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Wir bemerken zum Schluss, dass die Constanten in einigen
der vorher ermittelten Infegrale in solche Grenzen einge-
schlossen werden miissen, dass die Werthe dieser Integrale
endlich bleiben. So wird man im Besonderen ohne Miihe er-
kennen, dass die Constante ¢ in den Formeln (12) und (13)
innerhalb der Grenzen O und 1 bleiben muss und innerhalb
der Grenzen O und 2 in den Formeln (22) (23), (26). Wir
wollen hinzufiigen, dass man in mehreren Formeln die als
reell vorausgesetzten Constanten durch imaginire Constanten
ersetzen darf. Zum Beispiel darf die Constante o in den
Formeln (12), (13), (23), (26) imaginir werden. Nur muss
alsdann der reelle Theil von a innerhalb der soeben angegebenen
Grenzen liegen.

Ostwald's Klassiker. 112

Bestimmte Integrale zwischen imaginiren Grenzen. 6D
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Augustin-Lowis Cuuchy, geboren den 21. August 1789 zu
Paris, wo sein Vater Advoecat war, zeigte schon als Knabe
hervorragende mathematische Begabung, sodass er das Interesse
von Lagrange erregte. Nachdem er seit 1805 zuerst die Ecole
polytechnique, darauf die Ecole des Ponts et des Chaussées
besucht und die Priifungen mit der grossten Auszeichnung be-
standen hatte, wurde er 1810 als Ingenieur nach Cherbourg
geschickt, das Napoleon I. zu einem grossartigen Kriegshafen
umzugestalten plante. Seine Mussestunden benutzte er, Wie er
in einem Briefe schreibt, »zu einer systematischen Wiederholung
der ganzen Mathematik, um dabei die Beweise zu vereinfachen
und neue Sitze zu entdecken«. Diese Worte des Jiinglings
kennzeichnen den Mann, sowohl sein kritisches Bestreben, die
Analysis auf sichere Grundlage zu stellen und die im acht-
zehnten Jahrhundert arg vernachliissigte Strenge der Beweise
wiederherzustellen, als auch die schipferische Seite seines
Talentes, die auf den verschiedensten Gebieten der reinen
und angewandten Mathematik zur Geltung gekommen ist.

Im Jahre 1813 kehrte Cawchy nach Paris zuriick, um sich
ausschliesslich mathematischen Studien zu widmen. Bei der
Preishewerbung fiir 1815, bei der es sich um die Theorie der
Fortpflanzung der Wellen an der Oberfliiche einer schweren
Fliissigkeit handelte, wurde seine Abhandlung von der Aka-
demie gekront; als ihr Vorldufer ist eine andre umfangreiche
Abhandlung iiber die Theorie der bestimmten Integrale anzu-
sehen, die er am 22. August 1814 dem Institute iiberreicht
hatte und die von Legendre sehr giinstig beurtheilt worden
war. DBereits 1816 wurde Cawuchy Mitglied des Ingtituts und
bald darauf Professor an der Eeole polytechnique, spiter auch
an der Sorbonne und dem Collége de France. Friichte seiner
Lehrthitigkeit waren die klassischen Werke: »Cours de I’ Ana-
lyse de I'Ecole royale polytechnique «, Paris 1821 und: » Résumé
des lecons données & I’Ecole royale polytechnique sur le ecaleul
infinitésimal«, Paris 1823,

Wir flihren Wissen.
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Als getreuer Anhiinger der Bourbonen weigerte sich Cauchy
im Jahre 1830 der neuen Regierung den Eid zu leisten und
verliess Frankreich. Nachdem er einige Zeit in Freiburg (in
der Schweiz) und in Turin verweilt hatte, ging er nach Prag,
um die Erziehung des iltesten Sohnes Karls X., des spiiteren
Grafen Chambord, zu leiten. Mit dem Titel eines Barons
belohnt, kehrte er 1838 nach Paris zuriick und nahm seinen
Sitz in dem Institut wieder ein, dessen Comptes rendus er
durch zahlreiche Beitriige hereicherte. Aber erst die Revolution
von 1848, die den politischen Eid beseiticte, gab ihm die
Maglichkeit, seine Lehrthitigkeit wieder aufzunehmen, und
hierin brachte auch das zweite Kaiserreich keine Aenderung,
da Napoleon ITI. ihm grossmiithig gestattete, auch ohne Treu-
schwur die Vorlesungen fortzusetzen. Am 22. Mai 1857 fand
Cluchys arbeitsreiches Leben ein Ende.

Eine ausfithrliche Biographie verdanken wir C. 4. Valson
(La vie et les fravaux du baron Cauchy. Zwei Binde, Paris
1868), der auch vom Standpunkte des begeisterten Sehiilers
aus die Bedeutung der Untersuchungen Cawuchys auf den Ge-
bieten der Mathematik, Physik und Astronomie geschildert hat.
Hier kommen nur die Leistungen Cauchys fiir die Theorie
der Functionen einer complexen Verinderlichen in Betracht,
die von 4. Brill in ausgezeichneter Weise dargestellt worden
sind (Bericht iiber die Entwicklung der Theorie der algebraischen
Funetionen in dlterer und neuerer Zeit. Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Dritter Band. 8. 160—
197. Berlin 1894); als Ergiinzung hierzu kann der werthvolle
Bericht von F. Casorati (Teorica delle funzioni di variabili
complesse. Notizie storiche. Serie seconda. S. 62—143. Pavia
1868) sowie ein Aufsatz von P. Stickel dienen (Integration
durch imaginiives Gebiet. Bibliotheca Mathematica. Dritte Folge,
Bd. I. Leipzig 1900), in dem die Vorarbeiten von Leibniz,
Johanm Bernoulli, d’ Alembert, Laplace, besonders aber von Fuler
und Pozsson behandelt werden.

Die Arbeiten Cauchys, die zur Entwicklung der Functionen-

theorie beigetragen haben, lassen sich, wie Brill bemerkt, in

zwel Gruppen theilen, die ganz verschiedene Ausgangspunkte
besitzen und zunichst ganz verschiedene Ziele im Auge haben.

Die eine bezieht sich aunf Integrale mit imaginiiren Grenzen. Das
Interesse ist dabei urspriinglich die Ermittelung bestimmter Inte-

grale, die in der mathematischen Physik am Anfange des neun-
zehnten Jahrhunderts eine grosse Rolle spielten. Die andre

/*¥
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kniipft an die Reversionsformel von Lagrange an und behandelt
die Wurzeln einer Gleichung mit veriinderlichem Parameter, ihre
Entwicklung in Reihen und deren Convergenz. Hier sind Auf-
gaben aus der Mechanik des Himmels das treibende Moment ge-
wesen, sodass sich auch fiir die Functionentheorie der Satz be-
wihrt, dass die fruchtbharen allgemeinen Theorien der Mathematik
aus der Vertiefung in besondere Aufgaben hervorgegangen sind.
Bei der ersten Gruppe von Arbeiten kann man zwei
Perioden unterscheiden. Die erste, bei der die bestimmten
Integrale noch im Vordergrunde stehen, von 1814 bis 1826,
die zweite, bei der Cauchy seine Sitze auf die Theorie der
algebraischen Gleichungen, die Convergenz der Reihen u. s. w.
anwendet und schliesslich die Grundlagen fiir eine Theorie
der Funetionen einer complexen Veriinderlichen herausarbeitet,
von 1840 bis 1851. Kin Bindeglied zwischen ihnen bildet
der Residuencalcul, dessen Anfinge in das Jahr 1826 fallen.
Die erste Periode beginnt mit dem schon erwihnten Mémoire
sur les intégrales définies vom Jahre 1814, auf das wir etwas
austithrlicher eingehen miissen, da Cauchy die Bekanntschaft
mit thm bei seinen spiiteren Arbeiten immer vorausseizt,
Eine von Laplace, Legendre und Poisson mit Erfolg an-
gewandte Methode, Relafionen zwischen hestimmten Integralen
zu erhalten, beruhte darauf, dass bei einem passend gewiihlten
Doppelintegrale mit constanten Grenzen die Integration einmal
zuerst nach der einen, alsdann zuerst nach der andern Ver-
dnderlichen ausgefiihrt und die so entstehenden einfachen
Integrale einander gleichgesetzt wurden. Cauchy fragte nun,
wann dieses Verfahren iiberhaupt durchfiihrbar sei und unter
welchen Bedingungen es zu richtigen Resultaten fiihre. Die
Antwort auf die erste Frage lautet im Wesentlichen so: in
einer reellen Function der reellen Veriinderlichen # setze man
%= %2y, wodurch sie in M == 7NV iibergehen mége. Dann
bestehen die bereits von Fuler erkannten Identititen:

MM 3N M N

0y 3z’ ¥z~ dy '
und es ist daher:
i
[ iy = — 22 dady,
IA) 4 € "jy e am
\
oM j‘ oN
f Edmdy T dedyr
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Anmerkungen. 69

wo sich links und rechts je eine Integration sofort ausfiihren
ligst. Damit die so gewonnenen einfachen Integrale einander
gleich sind, diirfen — und das war eine bis dahin ganz iiber-
sehene Bedingung — die Integranden in dem ganzen Inte-
grationsgebiete, das als Rechteck in der xy-Ebene aufgcefasst
werden kann, nirgends unbestimmt werden.

Cauchy zeigte auch, wie man in gewissen Fillen, in denen
Stellen der Unbestimmtheit auftreten, den Unterschied der
beiden Integrale bestimmen kann, und kam dabei auf den
Begriff der singuléiren Integrale, den er spiter (Résumé
des lecons, Lecon 25 und die 1825 bei der Drucklegung hin-
zugetiigte Note XVIII der Preisschrift vom Jahre 1815) noch
etwas erweifert hat. Wird niimlich das unbestimmte Integral
von f(xz) mit ¢(x) bezeichnet, so hat das bestimmte Integral

X
/ flx)dx
[} :-l"n.l

den Werth ¢(X) — ¢(z,), sobald f(x) in dem Intervalle
(:,-:fﬂI ...X) eindeutig, endlich und stetig ist. Wird f(z) fiir
eine Stelle a dieses Intervalles unendhch so verliert das be-
stimmte Infegral seinen wurspriinglichen SiuuTJ man kann aber
jenem Zeichen auch in diesem Falle eine Bedeutung beilegen,
indem man definirt, dass alsdann

1— E-IH. }

/f di——hm; flz) de 4 f{
e=f) “" &, (L==&V
sein soll, wo u und » irgend welche positive Constanten he-
deuten. Als Hauptwerth H des Integrales auf der linken
Seite bezeichnet Cauchy den Grenzwerth, der sich fiir u =» =1
ergiebt, es ist also

f—g .
—— i {ff de 4+ | flx)dx

e=il ‘ (f == E
und daher
X Ja— S+ &
b/fm;rfmh—ﬂ_—hm f{ rfm—l—ln:u /j () dx.
Lo e | & e=0% a4y

Die beiden letzten Integrale nennt Cawehy singulire Inte-
grale. Wird f(z) in der Weise unendlich, dass
f=)

B, ssleael
= el
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einen bestimmten endlichen Werth / hat, so wird

.4
Fflx)do = H-f-log j—:

i -

hingt also im Allgemeinen von der Wahl der Constanten u
und » ab.

Der Zusammenhang der Gleichungen (A) mit der Theorie
der bestimmten Integrale zwischen complexen Grenzen blieb
in der Abhandlung vom Jahre 1814 noch im Dunkeln. Er
trat erst zu Tage, als Cawchy diese beiden Gleichungen
zwischen reellen Grossen zu einer einzigen Gleichung mit eom-
plexen Grossen vereinigte. Dieser grundlegende Gedanke findet
sich zuerst in einer Abhandlung, die Cawchy am 28. October
1822 der Pariser Akademie vorlegte und iiber die er in der
Novembernummer des Bulletin des Sciences par la Société
philomatique de Paris von demselben Jahre berichtet hat (Sur
les intégrales définies out l'on fixe le nombre et la nature des
constantes arbitraires, S. 161—174). Mit einigen Aenderungen
ist dieser Bericht wieder abgedruckt in dem Juli 1823 er-
schienenen 19. Hefte des Journal de I'Ecole polytechnique,
und zwar als Anhang zu der Abhandlung: Mémoire sur Uinté-
gration des équations linéaires aux différences partielles et
coefficiens constans (Observations générales et additions, S. 571
—589), und die Ergebnisse jener Abhandlung vom 28. October
1822 haben auch in dem Résumé des lecons vom Jahre 1823
Aufnahme gefunden (siehe Lecon 33 und 34).

Durch die Vereinigung der Gleichungen (A) gewinnt Caucly
die fundamentale Formel:

2
, Sz vyy) do 4 j S (X + o) dy
(B‘j ; Xy Ef[l

X &
:/ Sl 412Y)de + &[f{fbf. +dy)dy 4+ 4.
' Yo

o .

Die Correction ./ rithrt von den Unendlichkeitsstellen der
Function f(x) her: %, ==, 4 iy,, % =, + 1y,, ..., bei
denen 3 Ty -+ zwischen x, und X, %, , #,, ... zZwischen
1y, und Y liegen, und hat, wenn

lim(x — %,) f(#) = f,, lim{@—=2,)flz) =f,, u.s w.

I o—

_.E:.El P

o Y

e
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gesetzt wird, den Werth
27l + fo+ )

fillt eine Unendlichkeitsstelle in die Grenzen, wo x bezw. ¥
gleich z,, X bezw. y,, ¥ sind, so ist als Correction nur die
Hilfte zu nehmen. ‘

Die Formel (B), die sich als ausserordentlich fruchtbar
fiir die Theorie der bestimmten Integrale erwiesen hatte, aut
directem Wege herzuleiten, ist der eine Zweck des klassischen
Mémoire sur les intégrales définies, prises entre
des limites imaginaires, das als besonderes Werkchen im
August 1825 erschienen ist, nachdem im April 1825 das
Bulletin de Férussac eine Voranzeige gebracht hatte; der an-
dre hesteht in der ausgiebigen Anwendung jener Formel auf
die Theorie der bestimmten Integrale. Der erste Zweck er-
forderte, dass Cauchy »den Grad der Allgemeinheit feststellte,
den ein bestimmtes Integral zwischen imaginiren Grenzen zu-
liigst, und die Zahl der Werthe, die es annehmen kann«, und
mit Recht pflegt man daher die Geschichte der Functionentheorie
mit dieser klassischen Abhandlung zu beginnen. Es lisst sich
freilich nicht verkennen, dass Cauchy den wahren Sinn seiner
Resultate lange Zeit nicht vollstiindig erkannt hat und dass,
wie Bl sich ausdriickt, »die Bedeutung seiner Abhandlung
erst durch spiitere Anwendungen zum Theil in den Hinden
Anderer — in das richtige Licht gesetzt wurde«, und man
kann daher nur bedingt Valsons enthusiastischem Lob bei-
stimmen: »Diegse Abhandlung kann als die bedeutendste Arbeit
Coauchys angesehen werden, und sachkundige Minner stellen
sie unbedenklich in eine Reihe mit dem Schonsten, was der
menschliche Geist auf dem Gebiete der Wissenschatt hervor-
gebracht hat. «

Wenn Valson weiter bemerkt, auch Gauss habe ungefihr
zu derselben Zeit entdeckt, dass die Integrationsordnung bel
Doppelintegralen nicht ohne Weiteres umgekehrt werden diirte
(Theorematis de resolubilitate functionum algebraicarum inte-
erarum in factores reales demonstratio tertia. Comment. Gitting.
1816. Werke, Bd. III, 8. 57—64), »dagegen fehle bei ihm
canz und gar der fundamentale Begriff von Integralen zwischen
imaginiiren Grenzen«, so hat der 1880 verdffentlichte Brief-
wechsel zwischen Gauwss und Bessel gezeigt, dass jener schon

im Jahre 1811 diesen Begriff besessen und sich in Bezug auf

die Integration durech imaginiires Gebiet zu einer Freiheit der
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Auffassung erhoben hatte, die Cauchy erst im Jahre 1840
erreicht hat (Brief an Bessel vom 18. Dec. 1811, wieder ab-
gedruckt Gauss” Werke, Bd. VIII, 8. 89—91).

Das Vorstehende wird geniigen, um die Aufnahme der oft
angefilhrten, aber schwer zuginglichen und selten gelesenen
Abhandlung Cawchys vom August 1825 in die Sammlung der
Klassiker zu begrinden; es mige noch bemerkt werden,
dass sie in den bis jetzt erschiemenen Binden der seit 1882
herausgegebenen Oeuvres complétes nicht enthalten ist, dass
aber das Bulletin des Sciences mathématiques (t. VIL. 8. 265
—304, Paris 1874, t. VIIL. 8. 43—55, 148—159, Paris 1875)
emmen Wiederabdruck gebracht hat.

Die folgenden Anmerkungen enthalten Litteraturangaben
sowie Erliuterungen zu schwierigen Stellen.

Die zahlreichen Druckfehler des Originals sind ohne
weiteres verbessert worden. Auch sonst sind einige kleine |
Aenderungen erforderlich gewesen, die in den Anmerkungen 1
angegeben werden. Der Grund dafiir liegt hauptsichlich darin,
dass Cawuchy die Formel (B) [bei ihm (88)] auch auf den Fall
anwendet, dass die urspriinglich als endlich vorausgesetzten
Grenzen w,, X; y,, ¥ unendlich werden, und dabei annimmt,
dass die ins Unendliche erstreckten Integrale in der Formel
(B) verschwinden, wenn f£(x) auf dem Integrationswege zur
Grenze Null strebt. Diese Bedingung ist Jedoch fiir das Ver-
schwinden zwar nothwendig, aber nicht hinreichend, sodass die
Formeln (103) und (135) nicht in allen Fiillen richtige Resultate
geben, ein Umstand, auf den Cauchy selbst in § 14 aufmerksam
gemacht, den er jedoch nicht immer geniigend beachtet hat.

Cauchy selbst hat in der 1826 erschienenen Abhandlung: Sur .'
diverses relations qui existent entre les résidus des fonetions
et les intégrales définies (Exercices de Mathématiques, 1. Année.
S. 956—113, Paris 1826, wiederabgedruckt QOeuvres completes,
série 2, t. VL. 8. 124—145) diese Frage genauer untersucht und
die von ihm begangenen Fehler verbessert.
Hinsichtlich der Bezeichnung ist insofern eine Aenderung

vorgenommen worden, als durchgiingie ¥V — 1 durch i ersetzt
ist, wodurch die Formeln an Uebersichtlichkeit erheblich ge- |
wonnen haben.

Endlich moge noch hemerkt werden, dass, wie es in dieger
t | Sammlung iiblich ist, die Seitenzahlen der Originalabhandlung
‘j‘ in eckigen Klammern dem Texte beigefiigt worden sind.
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1) Zu S. 4. Hierfiir kommen in Betracht die Abhandlungen:
Sur l'approximation des formules qui sont foncetions
de trés-grands nombres. Mémoires de 1’Académie des
Sciences pour l'année 1782. Paris 1785. 8. 1—88, Sur
I’approximation des formules qui sont fonetions de
tres-grands nombres, et sur leur application aux
probabilités, lu le 9 avril 1810, Mémoires de la classe
mathématique et physique de 1llInstitut de France. t. X,
Année 1809. 8. 353—415, 559-—565. Paris 1810 und Mé-
moire sur les intégrales définies, et leur application
aux probabilités, ebendaselbst, t. XI. Année 1810. 8. 279
—347. Paris 1811, Abhandlungen, deren Inhalt zum grossen
Thell 1 Laplaces Werk: Théorie analytique des pro-
babilités, Paris 1812 iibergegangen ist.

2) Zu S. 4. Barnabé Brisson (1777—1828) hatte in einer
Abhandlung Sur 1'Intégration des Equations différen-
tielles partielles (Mémoire envoyé a I'Institut en Praivial
an 12 [Juni 1804]), Journal de I'Ecole polytechnique, Cahier 14,
S. 191—254. Paris 1808 Reihen der Form

e
2‘1’ .fl;,. ey T+ 3,y

y=1

in denen 4,, «,, §, gewisse Constanten bedeuten, durch be-
stimmte Integrale ausgedriickt. Seine weiteren Untersuchungen
iiber diesen Gegenstand, auf die Cawchy hindeutet, -gcheint er
nicht veriffentlicht zu haben.

3) Zw S. 4. Michel Ostrogradskiy (1801—1861) hat die
Theorie der Integrale mit imaginiren Grenzen behandelt in
der Note sur les intégrales définies, lu le 29 Oect. 1828
(Mémoires de 1’Académie des Sciences de St. Pétershourg,

sixieme série, Sciences mathématiques, physiques et naturelles,
t. I, S. 117—122. Petershurg 1831).

4) Zu S. 5. Cauchy setzt stillschweigend voraus, dass die
Funetion f(xz) fiir alle betrachteten Werthe von » einen ein-
zigen bestimmten Werth besitzt; jedoch hat er spiter, in § 12,
S. 27 (hier 8. 28), diese Voraussetzung auch ausdriicklich aus-
gesprochen. Erst im Jahre 1846 ist Cauchy zu der Betrachtung
mehrdeutiger Functionen unter den Integralzeichen iiberge-
gangen (Comptes Rendus, t. 23, S. 689, Paris 1846) und hat
dadurch die Untersuchungen iiber die algebraischen Funetionen

= Siiija et
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74 Anmerkungen.

angebahnt, die wir Fwseux verdanken (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées publié par Liouville, t. 15 und 16,
1850 und 1851).

b) Zw S. 10. Setzt man nimlich { = vz + &w und ent-
wickelt nach Potenzen von &, so wird:

f

r=a-+t+ewe—+---, '=0oa-+ewz (z)+ ---
|
!

=, =

y==bt cwf by y =B+ cwy'(s
also
x—a-+ily —b = cwlae+4+2f) 4 - -,

x4 1y’ = a1 +ew(x" 2y )4 -+ -,
woraus die erste Formel folgt. Ferner wird auf dieselbe Art
U=y~ ewu(r)4+---, v=20-+ewv (v)4---, |

mithin
v—a—+eutily—b—4ev) = cwla-tip) + &(y +id) 4 - -,

und hieraus ergiebt sich mit Hilfe von (23) die zweite Formel.

6) Zu S. 29. Cours d’Analyse de 1’Ecole royale
polytechnique. I Partie: Analyse algébrique. Chap. IX.
§ III. Paris 1821. Wieder abgedruekt Oeuvres complétes,
II° gérie, t. IIL. S. 2566—273. Paris 1897,

7) Zu 8. 30. Laplace hat die Formel (91) in der Théorie
| analytique des probabilités (1. édition Paris 1812, 3. éd.
| 1820, 8. 96) folgendermaassen hergeleitet. Wird cos 2bx durch

?T(E_E-a'hm _I_ E—Eibm)

i ersetzt, so verwandelt gich das gesuchte Integral in die Summe
i von zwei Integralen, bei denen er beziehungsweise

It r—1t+2b und xz=17¢—12b
substituirt. Auf diese Weise ergiebt sich

oo o0

Le~ 0 ) et dt - o~ dt
il : ) _s +ib 5
i !'I also, wenn man in dem ersten Integrale — ¢ statt 4~ ¢ schreibt
| und dann beide Integrale vereinigt:

| e %
fh | 1 '[E_‘f"dt — 6"!’"-/l8“f"dt. ]
1 e L B

— o0 i)

L S — e e e e S e W

=

. TECHRISCHE LNIVERSITAT
Wir flihren Wissen. CHEMMITE




o — e

W SLUB

Anmerkungen. 5

8) Zu S. 31. Die von FEuler in der Abhandlung: De
vero valore formulae integralis

[dm (?i)
? 4 i

a termino z = 0 usque ad x = 1 extensae (Nova Acta,
t. VIII ad annum 1790. Petropoli 1794) begonnenen Unter-
suchungen hatte Legendre fortgesetzt (Recherches sur di-
verses sortes d’intégrales définies. Lu le 13 novembre
1809, Mémoires de la classe des sciences mathématiques et
physiques de 1'Institut de France. t. X. Année 1809. 8. 416
—509. Paris 1810) und (8. 477):

1 1 \¢—1
f dx (Iﬂg —) =T}
e/ S

gﬂaetzt; vergl. auch seine Exercices du calecul intégral,
.11, Pans 1817,

9) Zu S. 31. Cauchy hatte seiner Preisschrift: Théorie
de la propagation des ondes a la surface d’un fluide
pesant d’'une profondeur indéfinie vom Jahre 1815 mit
dreizehn Nofen versehen, denen er im Jahre 1825, als sie
gedruckt werden sollte, sieben Noten hinzugefiigt hat. Die
im Texte erwihnten Entwickelungen finden sich in der Note
XVI (Oeuvres complétes, 1% série, t. I. 8. 235—239).

10) Zuw S. 32. Aus (94) ergiebt sich zunichst als Werth
der rechten Seite

fm ( 1 1 ) d 1y
e vy _ S
/g L4yl y

oder durch Trennung des Reellen und Imaginiren:

/""”( 1 )d:i;f f“’"( . Y )dy
COSY — — : 7 T ey e e L L
0 Lebmgl] Y s s 1+ 4% y

Dass das zweite Integral verschwindet, folgt unmittelbar aus
der Realitit der linken Seite, es lisst sich aber auch mittelst
der Formeln

/‘mainy dy T /‘E Ay it
Sl el |

el 1 4Ry 12

darthun.

11) Zw S. 37. In der Addition III seiner Théorie des
probabilités (1. éd. 1812, 3. éd. 1820, &. 470—475) be-
trachtet Laplace das Integral

Wir fithren Wissen.
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f"'m e 10T (] gy
. i ?

das mit der linken Seite der Gleichung (101) gleichbedeutend
i8t.  Cauchys Abhandlung vom Jahre 1815 ist erst 1841
unter dem Titel: Mémoire sur diverses formules relatives i la
théorie des intégrales définies, et sur la conversion des diffé-
rences finies des puissances en intégrales de cette espéce.
Présenté a 1' Académie le 2 janvier 1815 im Journal de 1’Ecole
polytechnique, Cahier 28, 8. 147—248 veroffentlicht worden.

12) Zuw S. 41. Damit die Formel (135) gilt, geniigt es
augenscheinlich nicht, dass f(x) eine rationale Funection von z
ist, die verschwindet, wenn die complexe Veriinderliche %z un-
endlich grosse Werthe annimmt, vielmehr muss der Grad des
Zihlers um zwei Einheiten kleiner sein als der des Nenners.
Man erkennt hieraus, dass die Gleichung (88), die unter der
Voraussetzung endlicher Werthe von z,, #,, X, Y abgeleitet
wurde, nicht ohne weiteres auf unendliche Grenzen angewandt
werden darf, die vielmehr eine hesondere Untersuchung er-
fordern. Cauchy hat das sehr wohl erkannt, geht aber erst _
in § 14, 8. 47 (hier 8. 45) auf diese Frage ein. Vergl. auch !
die Bemerkungen S. 72 dieses Heftes. |

Die im Texte angefithrte Abhandlung hat den Titel: Sur
la détermination du nombre des racines réelles dans
les équations algébriques und war im Jahre 1815 er-
schienen.

13) Zu S. 44. Die Naherungsformel fiir 7! findet sich im
Wesentlichen schon bhei Stirling, Methodus differentialis |
sive tractatus de summatione et interpolatione se-
rierum infinitarum, London 1730, wie bereits Maclawrin
i im Jahre 1742 hervorgehoben hat (A treatise of fluxions -;
fii in two books, Edinburg 1742, art. 842. 8. 682—684). i
{ Wiihrend Stirling die Formel von Wallis benutzt hatte, gelangte T
| Laplace im Jahre 1782 (vergl. Anmerkung 1) durch eine neue, |
J'- directe Methode zum Ziele. |
| 14) Zw S. 51. Im Originale steht links f(p, ») statt #
P(p, r)+ix(p, ). |
;, i 15) Zw S. 52. Coauchy hatte in der That die Gleichung

|
|
i (174) bereits in der S. 70 erwihnten Abhandlung im Bulletin
i; des Sciences par la Société philomatique de Paris, Année 1822.

:iz S. 169 angegeben. Verniers Abhandlung filhrt den Titel:
|

Wl SLUB ' .
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Recherches sur la sommation des termes de la série
de Taylor, et sur les intégrales définies und ist in den
Annales de Mathématiques pures et appliquées von Gergonmne,
t. 15, 8. 165—189, Nismes, December 1824 erschienen. Jer-
nier leitet daselbst 8. 180 die Formel

-+1 y
[ (%) ds = — efe-'*f @ (e da ,
=1 0

e—

bei der also das Erginzungsglied :/ fehlt, unter der Voraus-
setzung her, dass ¢(x) in einer Potenzreihe
10} ., 210 .

o~ e

1 ReEe

entwickelt werden kann, die fiir () = 1 convergirt. In einer
Note sur quelques-uns des résultats obtenus par
M. Vermnier, a. a. 0., 8. 360—364 hat Gergonne darauf hin-
gewiesen, dass verschiedene Formeln Verniers und darunter
aunch die eben angefiihrte schon von Cawchy hergeleitet worden
| selen.

i 16) Zu S. 54. Marc-Antoine Parseval, Méthode géné-
| rale pour sommer, par le moyen des intégrales dé-
finies, la snite donnée par le théoréme de M. Lagrange,
au moyen de laguelle il trouve une valeur qui satis-
fait 4 une équation algébrique ou transcendente.
Mémoires présentés a VInstitut par divers savants. Sciences
mathématiques et physiques. Série 1, t. I. Paris. An XIV
| 1805], 8. 567—5H86.

1 (. Libri, Mémoire sur divers points d’analyse. Lu le
' 14 Juillet 1822, Memorie della Reale Accademia delle Scienze
di Torino. t. XXVIII. Torino 1824. 8. 251—280.

17) Zw S. 54. In Cauchys Veroffentlichungen findet sich
nirgends die Anwendung seiner Theorie auf doppelte oder
mehrfache Integrale behandelt. Erst 1887 ist Powncaré auf
diese Frage eingegangen (Sur les résidus des intégrales
| doubles. Acta mathematica, t. IX. 8. 321—380. Stockholm
1 1887) und hat bewiesen, dass ein Doppelintegral

/:fF(:::, y) dx dy

ausgedehnt iiber eine geschlossene zweidimensionale Mannig-
faltigkeit (Fliche) in dem vierdimensionalen Raume, dessen

Punkte die complexen Werthsysteme x, y darstellen, ver-

t

¢ (0) -
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schwindet, wenn man die Fliche durch stetize Deformationen
auf einen Punkt oder eine Curve reduciren kann, ohne dabei
Werthsysteme z, y zu treffen, fiir die #'(z, ) unendlich wird.
Man vergleiche auch Picard, Traité d’Analyse, t. IT, 8. 248
—262. Paris 1893.

18) Zuw S. 55. Qeuvres completes, Série 1, t. I. 8. 318.

19) Zu S. 56. Ebendaselbst S. 124,

20) Zu S. 59. Euler,Institutiones ealeuli integralis.
t. I, art. 351. Petershurg 1768; vergl. auch Cauchy, Oeuvres
completes, série 1, t. I. 8. 433.

21) Zuw S. 60. Laplace, Mémoire sur les intégrales
définies, et leur application aux probabilités. Mé-
moires de la classe mathématique et physique de 1'Institut
de France. t. XI. Année 1810. 8. 293. Paris 1811. Die
Gleichung (16) war bereits von Fuler angegeben worden: De
valoribus integralium a termino variabilis # = 0 us-
que ad x =00 extensorum. Academiae exhib. die 30. Aprilis
1781, abgedruckt Institutiones calculi integralis, t. IV, 8. 337
—34bH. Petersburg 1794.

22) Zm S. 60. G. Bidone, Mémoire sur diverses inté-
grales définies, lu le 23 Mai 1812. Mémoires de 1 Aca-
démie impériale des Sciences pour les années 1811—1812.
Sciences physiques et mathématiques [t. XX]. 8. 231—344.
Turin 1813.

23) Zw 8. 61. Auf den rechten Seiten der Formeln (24)

{ '

und (26) steht im Originale irrthiimlicher Weise :

7T - S
? Eﬂ ; 2 e Le :
Cauchy selbst hat in der 8. 72 angefiihrten Abhandlung vom
Jahre 1826 diese Fehler verbessert.

Kiel, im December 1899.

—hr

P. Stiackel.
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