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Jiese Arbelt beaahﬂftigt sloch mit der mathematischen Bébhande

{ lung von Abkiihl- AnvE rovor ot n | Ky
1g : hl- und AnwiErmvorgingen fester LOYper, die dg-

4k g

aurc s - ad n¢ o3 A4 AL :
furch gesenngelohnet ...,J-i'..l‘l.]i, dell ale lagmperatur der den Ktrnary

ungebenden Grengzachicht eine gegebene Funktion der Zeit und des
Ortes 1iat. Derartige gestesuerte wdrmeleitprobleme haben eine
vesondere technische Bedeutung. Auf ihre allgemeine anal ytisoche
Sehandlung wurde erstmals von J. M. C. D Uhamel hinpge-
wieasen EE] :

By T w W T W T T

Chne die D u ham e 1 schen Gedankengiinge weiter zu entwile

4 14-[} :.. 5 :-i o ':. o ] ‘:‘: L L + .
[ celn sind in neuerer Zeit edre ganze Helhe spepleller techni-
g Y i = r':, i i T P g BeT+E v Tt o . |
sther Anwendungsauigaben untersucht worden, so gum Belsniel von
r O bepy cr], e AR e 80U LUI, 0P P01~

&

(r
ow (3] wnd ¢. W a gnez [14]. Daneben hat a.
e 5 0

-i'hI
L=
—=
J

M G
=~

5 R ke ein vereinfachtes derartizes Problem mittels
einer Zinflubfunktion allgemeln geldst und die Anwendungand p- |
lichkel ten seines Theorems aifzegeigt [53] . i
F
i UJas Ziel unserer Betrachtungen soll sein, aufbauend auf den |
vedankengiingen von A. K nesohk e eine Theorie der all-

: femeinaten gesteuerten Virmeleitprobleme zu entwickeln, ihre
Losung in geschlossener, fir die analytische Behandlung geelq-

neter Form dargustellen und anhand von technisoh wichtigen Boi-
splelen gu erproben. _

des mathematischen Sachverhaltes sunichst gozelpgtl, dal gich so-

wohl die gesteuerten als auch die ungesteuerten Wirmeleltpro-
olLeme mit innerer Wirmeentwicklung auf gesteuerte ohne innere

I
I
i
it -
’ I “a ersten Tell der Arbelt wird naoh ¢imer Lursen trliuterung |
i
:
|
1
! | F i — rf-"l"-'i"' 1*10:{_1 : - - .
; Wirmeent Wng surdokiihren lassen. Dadurch erfihrt der Kreis
{ der Anwendungsmigliohkelten unserer Theoorie eine wesentliche
i

Lrwelterung.
§

An Fend rd die B o SR : W s
nschliefend wird die Bindeutl gkelt dex Lisung des den Wérme-

leltprogell charaktierisierenden Randwertproblems bewiesen und

| die Randwertaufpabe des allgemelinsten gesteverten Wirnelolitvor- |
gangs mit Hilfe der Einflulfunktion von A, K nes oh ke
gelbat. Dabei ergibt sich, dall unsere Lbsung swar dem D u h a ~
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analytiasche Behandlung spezieller Aufgaben wesentlich brauche i
= = .-.1‘ e | =
barere rform hat.
im weiteren Verlauf der Untersuchungen gelingt es sogar, eine

geschlossene Lisung Ilr aen Fall ansugeben, dal belisgbieen Teil-
fidohen des AUrpers genz versochledene Temperaturfunktionen des
umgebenden iMediums zugeordnet sind. Aus dieser werden dann elne
angahl spegleller Ergebnlisse abpeleltet.

: :

e P 1 - R T T —— " — : I amld - o1
Am bnde der theoretliachen LSrdrterungen wird suf eine wvon

y -, g, ™ - ’ " gy, x 0 b . 1 i - e nr 2 = -
A « Enesohke allZQEC et etnode zur angensdinerten - pa
" § W ¢ T T e —— " STg— E A | Py 5o 1 p_— — - T 1 S il Loy ol o
Sti.ﬂlﬂmﬂ__': aex —'j{:‘..s_ ereturverteilune in ko pliglerten Xirparn hin-
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1. Das allgemeine gegteusrte virmeleltnroblen
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Wir hetrachten einen belis-

bigen homogenen und isotropen

oleh adrper K, dessen Oberfliche F
1 Sed. Selne Temperatur, sur Zeit

L = Oy begeiohnen wir mit £(P).

T e, il LN U e —— i e

Jabel ist unter P irgendein

. o ; /
F Punkt von X su verstehen, Die i
i - 4
1 Temperatur ¢ der den Kirper '

..1\.1

Abb. 1 ungebenden Grenzschicht Xndere

; sich mit deyr Zeit t und dem Ort ;
4 re :
[ E . P ! . - 1
; .= 1 315{; 4\ - (pl"" 'tr"' ...L:': T.LEJ_ ;
YR ; \ o ’ ' .l
; heliegenden Grinden wird fTCP,t; steuerfunktion penannt. (Gesuoht
| | 48t dle Temperatur T(P,t) der Punkte P des Kirpers sur Zeit t i
! x
| Canb, 1),
i “etgen wir mit Fourier voraus, dabl der Wirmefluf in
{ Richtung des Temperaturgefilles erfolgt und nropvortional der |
* i nro;
| “tdrke desselben ist, so werden wir bekanntlieh auf die F o u -
i T L
y T i ¢ r sche Wirmeleitglelchung
: .
;
‘ !
: TP LS 2 |
1 g2 LoE) \ T |
S AT 0 (1)
f It o
] |
i
. 1 ;l
[ & . e : . . .- -4 e
{ gefinrt, der T(] yt) im Inneren des Kirpers genugen mub L'4d o, Do
! : . : g
: bel bezeichnet 2\ den aur dle Urtskoordinaten anzuwendenden I
i Laplaoe schen Uperator, A 1at die Wirmeleltnahl, o die
* eZllisohe warme und [ die M endionte. Im folgenden setzen
: wl3i
" \ 1 ! l
: —— = Q i !
i o} f I" '
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handelt.,

positive Konstante

il

da es sich offensichtlich aus physikalischen

T T e, T P
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Grilnden um eine :
i

Die Randbedingungen kiinnen verschledener Art sein, Je nach-

dem, was auf
auf der
etwa alle Randpunkte wvon K

= I i 3 na F .;' oy
P‘Ei: f_r:TLL-':, l.lrl,‘:_) - -LE\J

— -
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FE

gehalten werden, so fibhrt

fiuld

O 2 - RO o

Iht

ben,

dagemen der Wirme

gilt die

32—

dann

ATeD )

A

L I -
A0I'DETS

dlrekt

Randbedingung

vy
had

Er

Y S

L5

Grund der Prodlemstellung Tir die

gelfordert

)
_ -

emperatur T(P,t)}
werden mB. Sollen |

der Temperatur q:)(l" ,t) :
die einfache Randbefingung ;

(2)

durch die Oberfliche F vorpeschrie- :

L=

Pt) (3)

an
Hier und im folgenden bedeutet n limmer dle nach aullen gerioh~
tete Normale. i
I Wenn der Kirper adiathermen abgeschlossen ist, hat man in (3) ;
¢(P,t) = O zu setsen., E
Bine verhiiltnismifiig allgemelne Randbedingung stellt die linea- |
I re Kombination :
ST |
l (-E"Q&:E + T}Pﬂ) = CP{H%) (%) 3
X 3an F /
ron (2) und (3) dar. Sie berilicksichtigt die Wirkung der Konvak-
tion, der Ausatrahlung in das umgebende Medium und einer dane-
hen meist zu vernachliasigenden rmelibert ing duroe Leltung :
| in diesom Medium. Dle Konstanile & 1ist die sogenannte Wirme- f
fibergangssahl, Ohne Bewels fUhren wir an, dal sich (4) als NE-
herung aup der streéng physlkalischen Form des Ausstrahlungapge- |
getzges von S tefan-50gpoltzezmann ergibt, Diesss bhe- |
sagt bekanntlichi: Ule egtrahlung pro Zeit= und Flichens-
einhelt ein RUrpers von der absoluten Temperstur T 4at pPIo~ J
portional p? 1L :
Bemerkt sei noch, daB (4) filr o oo (2) und fur &0 in (3) |
mit \%,I (Py,t) & O libergenht. Wir legen deshald den folgenden ma-~ i
thematischen Untoersuchungen die allgemeine Randbedingung (%) ;
gugrunde .
Dia i angstemperaturverteilung ist duroh {P) gereben. Sie ;
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t wird die vorgeschriebenen Randbedingungen im allgemeinen nicght

erfiillen. Stellen wir uns nun vor, dal ein Kirper mit dieser
| | Temperaturvertellung sur Zelt { = 0 in ein Medium gebracht wird,
| | 30 sieht man unmittelbar ein, dal im selden Moment ein Anglel-
i chen der Temperatuxfunktion auf der Begransung F des Kirpers
f an die fir jede Zeit t > 0 gilltigen Randbedingungen stattfinden
; mull. Dieser Vorgang, der sich mur Zeit t « O vollzieht, kann,
i

| ! wie spater gemelpl wird, durch die LOsung unserer Aufgabe niocht

T P

! mit erfafit werden. Deshall ist es nur sinnveoll su sagen, dal

i

{ der KOrper zsur deit € = 0 im Inneren die Temperaturverteilung

: #P) hat. Im gelben Moment findet ein nicht niher zu beschrei- i
|

| bendes Anglelchen der Temperatur der Randpunkte des Kiypers an

|

| | die fir Jede Zeit € > U giltigen Handbedingungen statt, voraus- |
E gesetzt natilrlich, dall wir uns den Prozefl in der eben gescghil-
? derten Welse elngeleitet denken. Daher werden wir auch imnmer

hinter den Randbedingungen die Anmerkung t > 0 machen.
Der Fall, dal die Anfangstemperaturverteilung den Randbedingungen
ist in dem eben betrachteten mlt enthalten. ¥Wir brau-

o 4Tl
ECLUEL

B T

|
chen ihn also hier nicht welter zu diskutieren. 1
L
i
Huomehr kann die gesuchte Temperaturfunktion T( +t) aus fol-
L]
{ gendem Randwertproblem vestimmt werdeén :
i
I
| i
l’ .]Ti.-r?' 2 NATIP4Y NITro oAl y
. ZUR —atATRet) = D{TeR)} =0 | T(80)= f(P)
" :t
; (5)
| A\
i :’l _}T.‘,J'.*.I | |
[} . g s ~ = S i J}
e (33788 ;o) m tfrmol = b8 .  £50 |
I { "‘hf:‘,.' 1‘!1 y F I—' | |
i %
: Ly haben bisher anpgencommen, dail im Inneren des Kirpers kei-
ne Wairme erseupgt wird. Diese Voraussetzung lassen wir jetazt fal-
l " a
! len und bezellhnen mit W(:,t) die vom "-1-1"'-,“3“ pro Volumen- und
! ‘--E - i '.|JE "‘ i 1] i_-_ri .-r-'ir :jl." _E:..r_ .,:- . .-'.11: :}(I "E_:‘r |5|""je '..'ll.-\._.al!‘- ‘:_.':_‘r_‘q'_-{..l.'lr‘
it Q(P,;t) die Steuerfunktion und wit £(P) die Anfangstempe-
] :_ vel t: '11*.1. - ThE-, k& _:‘ { | ] 1 1 ‘_. r'i:.ﬁq.'i Hﬂ‘lr -.""Lj_l'.: | ._.}_J

|:.|'|.h'
. Az
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Das Problem (©) kann aul (2) Zuridckgelinrt wer ., WEnn nur ein

L
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Mit diesenm genen wir in die Diifferentialzlelichuns hinein und

erhal ten i |

o =T SR
sl

LB N s Iy 1 Bl aiiid T '- ¥, . L N . 4
A der gwelte Summand der linken Selte auf Grund unserer Vor-
. . - 5 e r"‘ B -"ql'.;?l,.‘-.: - | = 4 " B ¥
aussetzung gieich - 15T, erglidt ) |
g
11'|' = EY — 2|
| T 4L E | b |
!
A i
s | 7 3 1 - e, Y f T 3
sur Zelt €t = O pgilt M(P,0) = £f(P), 80 d
T I|-‘|'| = +Irll1 = L ':-\.?D.-'
wird, '
. A1l Fa - Vi " o 1
-.,_.I-__}."'J‘j‘l’_::.,l_l_l____ 4 %L 'l':_, a8 Ll
N ] 3 3} 3 3
p VI s b Wl A
3RO = LiTe)t +L{QMB) = P(Pt) |
- e I.p- St = 1
oQge
1
- 3
' L AN BY V()P
= b | - ] =Y
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| } Wir KUnnen daher den wichtigen Satz formulieren:
¥ i K-
| | '
a - tn
e | i 0 TT 1 o r -
| | Liegt ein inhomogenes Prollem entsprechend (6) vor, so
4 Lann cdieses durch die Transf To R &b < ) l
* : h 2 L E? ._.,:-._G'r i Ld QI L r,' il ".:. LS I.J-]_'I | L= I
1. 1"“-: _Ji.. 1-_ i '__.| .--'-Ei:{.:.._- L-l_ o= :I;-l' t _— 1.‘_ d = y ¥ s " I
_ cUAE L7/ Suruckgeluart werden, wenn nur ein partikuli- |
. - ’ i
[ e | [ "" i ¥ s t 1'-. - 5 *
i rYes integral der inhomogenen Differentisal o) chung be- -t
i = a 2 ' *
: tannt ist, ;
| 1 =1 4 § B | . '-r F . [ 4 E
| s N L | S Y -q..rn.. '-d = - :.' ¥ r- J e i1 .-r 'r-‘b.'. - LN | - =l ]
| i e i L.Lﬂ : b '-J-‘,J' . h ke 2-d 'i\.r-'g.- T : ':: |ri 1"-_1 LS5 el i = :
[}
1 L } i T D E ! I
| - & - I |_I 3T 1 y Lo T | | a : 'r‘ 3 L
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Die LUsung diesas homogenén Randwertproblems ist bekamnt. Bs be-

- . » 3 . 14y AT 4 A - . . 9 : i 4 1
gitzt absiblbar unendlich viele, reelle Bigenwerte 4. , die sic
= - A - -
|
a B ¥ we o 3 b3l oy T % 4 - - -
im Endlichen nirgends hilufen. Die mugehdrigen Birenfuniktioner "

. f]') = d= ' - 1 ¥ - ¥ L " _—
f w, . T) bllden im entsprechenden Definitionsbereich K ein voll- |

stidndiges Urthogonalsystem. Deshaldb 140t sich jede den Randbe- ’
dingungen gentigende Funktion, deren erste und zweite Ableltun-
gen stetlg sind, in dem abgeschlossenen Bereich K in eine abso-
lut und glelchmilflg konvergente Reihe nach den Eipgenfunktionen

l'. K L] - [ - 4 1 b o | i . ] . " i | ]
u.(P) entwickeln. Dariiber hinaus kann jede beliebi e mit stetl-
f

ek L - . -

:
l

|

’ gen Ableltungen bis zur gzweiten Ordnung versehene Funktion nach
den Eigenfunktionen u,(P) entwickelt werden, well sich alle in |
K gweimal stetig differensierbaren Funktionen, dle die Randbe~ |
dlingungen nicht erflillen, durah soloche ersetsen lassen, dle die |
Randbedingungen erfiillen und im Inneren von X mit n urspriing-

L L

Y

dichen Uberelnstimmen. Die Reihe konvergiert absolut und sleicsh

el atal’ 4 T it 5 . T T iy
mEllg und stellt im Ipneren von K die Funktion dar. womegen
. L —

n Gar, 4 a2l

auf dem Rand der vorgegebenen Bedingung zenfigt [2]

Wir setzen deshald schom hier voraus, daf elle in unseren
folgenden Bet rachtungen vorkommenden willldlirlic en Funktioconen
in besug auf die Ortskoordinaten stetige orste und owad - |

,\__.:I' e 0 LS S L R ok L

ieltungen besitzen sollen, whhrend wir besilglich der Zadi+t ¢

die Existens und Stetigkeit der orst L bhlat funs

-
4 ke - LT i i 1 £ e ¥ - T
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im Inneren von K gilt, was auf Grund unseres eben formulierten

rntwicklungssatses miglich ist. Es ergibt sich dsher, wenn wir

o il

die u (P) gleich als normiert voraussetsen,

T

| f | A S?-{P'ﬁ- w (P)dy (41)
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T - T T

’ 55 = 1 - 5 1 '} . e p— " . l'. ™ ¥ - - - 1
womit das vollhomogene Problem (&) in aller Vollstindlgkelt gee
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R ey S g S
4
e
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bestimmen, wird vorerst angenommen, s ge¢l diejenige Funk
| F ."1* . N w g & 1 % .8 T
tion U bDekamnt, die fiir jeden beliebl gen Punkt P des Kirpers

|

| i
| _
peratur RPAE,T) im Laufe der Zeit t -T > 0 entstanden ist. G
18t dile Binflufifunition von 4. . @ 830h ke . 31e hiingt vom

N e s B . ¥ T TR, =R - < il o B od e Ad P ik
Vrt, von dem Iriltheren Jeitpunkt T wund deéer Zeitdliffereng t -1

P

le Temperatur wiedergibt, dle unter dem Einflull der Aulentem-

wrll w8 AP VS 104 A & 11 = N 14 " kS
setzen wir voreus, da8 von G die ersten und swolten Ablei-
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fexiinderliohen existie: én, enailich und stetlig alind, cann kann [
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o o~ 4 ' s Pies M o 4 . " 2] ya P 14 \ :
EUNG OIS L ein Ansats fir 1 4 \F ¥ ./ anNgege el und auag diesem in i

i e X P A s il = 9 | - . I A 4 3
Verbindung mit derxr Differentialglelchung und den Randbedingun=
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die durch n#(P,T) wibhrend dex Zelt T= 0 bis T = t hervorgeru-
fen wurden. In den angefiinrten zwel Termen ist Jedooh berelts
die Temperatuy mit enthalten, die zur Zelt T = €, verursacht 3 !
duroh Q(P,t), erst wirksam wird. Demsufolge mul noch G*(P,t,0)
UN\E 9 C) i y L
subtrahiert werden, Also ergibt sich schliefilich
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Da T,(P,t) Lésung von (12) sein soll, bietet sich uns nunmehr |
eine Mglichkeit, G gzu bestimmen.
Wir bilden zuerst mit dem Ansatez (13) _ ‘
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ist und aus D{ &"(P,T,t){ = O fur 0 T & t auch D{ G (P
und D{ @ (P,T,t=T)| = O folgt, so ist die Differential

offensichtlioh erfiullt, wenn gilt
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Scthlielllich ersieht man unmittelbar cus (13), dal die Anfanzs-
" y Fa = i o m P
bedingung 7.(P,0) =» O 1n K exrfillt ist.
' Aamd & 4 ad OF W ol AN Y _
Damit 4dst G'(Y,T,t) und felglich anch G (FP,T,t-T) elndeutig
bpestimm 58 ann aus nachstehenden zwel Aufpgaben, deren L

sungsmethoden bekannt sind, berechnet werden.
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dos Kérpers flir t. = 0 abgedndert, Das ist bedeutungslos; weil
wir diesen Zeiltpunkt bezitiglich der Cherfliche F ausschllelien
werden, wie elngsngs schon erwiihnt wurde. Der Wert des zwelten
EummanEW blelibt erhaltens denn der Integrand erfiihrt ladiglioh

1ﬂ Endpunkt des Integrationsintervalls auf ¥ eine Anderung.

Schliedlich missen wir den dritten Summanden, d. h. G"(P,%,0),
I durch H(P,t) ersetzen, damit T,(P ;t) die vorgeschriebene Rand-
bedingung erfiillt. Wir welsen in diesem Zusammenhang nooth ein-
| mal anedriicklich darauf hin, dal kiinftig unter G"(P,t,0) die
Batwicklung von E(F,t) nach den Eigenfunktionen von (C) zu ver—
astehen ist, die auf der nicht mit

H(P,t) identisoh ist.

Obverfliiche F des EUxrpers

Jetst ersidbt sioch fur 2,(P,t) endglltig
o o
i [ R PRl o o N, = | e
Tty = &R0+ ([ QTEL-T)IT ~ H(PE)

(D)

Entaprechend (10) und (11) finden wir nun
- sty b
- e A6 - e
(Pet)=)  Bou(P)e
M=
. B rj-ﬁi(ﬁ+1uh. .
Damit 4t die LB sung des allgemeineén go-~
g teuerten Wirmeleitproblens (5) auf
folgende Teilanfgaben suriickgefilhri!
Pas vollhomogene Problem (&),
das stationfire Problem (B),
das vollhomogene Problem {C),
die einfache Integration (D),
und T( ,t) hat die Form
:
) ol %) 1 (% I .
— t N otEt A S al \ :31:-""*""5‘“1 v ~ Mol
T(P)=Y AudPe**"+ 2 houPle 7 + \ /[ DEIULLTIE dt—nigt)
(M4a);
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erer Vorausseisungen si:u die B Lt) und ﬁh{r} fir
ndlich und stetipg. Alle in (D) vorkommenden Reéihen

1

konverg n K glelchmillg bezliglich siimtlicher Vertinderli-

_-—

4 1 4 . - T i A e ey TR . '
r ist dle gliedweise Integration gestattet. Aullerdem

L
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r__" g | fa L T g e e }.r
‘_"_.-L-l..'l..- = T Sl 4 EY 4 Eil VD... k

|
. | o0 !
| } H(Rz)= 2 _ Bl

I|.-'l.-'1

| Beachtet man diese

]

&
ck
4+

Bemerkung, so ist ochne welteres erx-
| chtlieh, dafi T(F,t) in der Tat die Lisung des eingangs genau
f;rﬂ;li?'tcn und erliuterten roblemns darstellt. Insbesondere

ot sur Zelt &t =

Fe

]
T

i

| 11 folgeander Sachverbhalt vor:

" st ] Y
-

111t £(P) die Randbedingung

[

; t
! o ¥ * = kY """,, "
in K und auf F h1;+\:,t;§:= QO(P,t) fir t = 04 d. ha T(P,0)
) unmittelbar bei Einleitung
des rrozesses flbergeht. Lor Vorgang des Angleichens von f('.')

| | stellt die Funktion dar, in die (P

e die Randbedingung ist nicht mit erfafit worden. Eine Aussage
iber die Temperatur anuf F gur Zeit t = 0 ist daher unmiglich,

| | 80 dall dieser Zeltpunkt ausgeschlossen werden mull, Fir Jjede

Zelt t > 0 erfullt T(P,t), wie wir sehen, die geforderte Rand-

l -
¢ 1 n  § ¥ { 12 -“1' 1 e T 4 ! - &% i Ll - y g
l L]E(E.iﬂr-.'.l,ll.é-: u{ Tk_l ,LJ}!J: Ab | ,t } 3 t >> 0. Die eben g€ gchilderte
- - ]
' Tatsaoche haben wir anfangs schoun besonders hervergehoben.
L] ] & i i e
VYesentlich einfacher liegen die Dinge, wenn f(F) die Randbe- |
| Al o ! e % b 3 . g 4 i 41 -|| 2 . ™ " s 'ﬁ.ll -I,_.-f W i ' 5 L
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i ] - > Fal e T .:I i i ! I
-L'{ T(' ’ J} M i ;H‘-Jij r: q’h\: Bl 4@ 6 884l udl 4 '
F F
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Da elch die letzten swel Summenden fir alle inneren Punkte won
K wagheben, ist (44b) bYesonders gut gur Bestimmung des Tempe~
raturverlauls dleser Punkte geeignet.

m—m‘-ﬂ"F

p—

Wir wollen nun noch geigen, dafl unsere Lisung dem D u h a
m @ 1 schen Integraltheorem dquivalent ist. Dieses lautet fir
v, (P,t) folgendermaSen [1] :

Ist F{F,:ﬂ,t) die Lbsung des von dem Parameter A abhiinglgen

ungestcuerten Handwertproblems

dann 1st T1{P,t) gegeben durch

T.(Pt) =

1

\ £ -A)dA | (16)

gl ct
L+ 19 ]
e h')
-+
Y i
i

w2

¥ i 2 | P - ,—-.."h
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Dan s ht sich achlielllich
an erpitbt s

:
Cop 2 6L (¢ =) |
~aldn(t-x i
T(P8) = P) = & {Pmy)_ALupe*%Egr  (50a)]
D £3 ;
i Aus ’#EL) folgt flir I, = 0 der gang entsprechende Ausdruck f
£ & (4 :’
- =P :
T(3E) = 9 + (Pl Bw(Pe™*Pre . (508) ]
2 j_u--l z
Das 4ist aber dos von A. K neschke angegebene grunc-
=r ?
! -.
| 5
Zum Schluf unserer theoretischen Untersuchungen wollen wir i
noch einige Bemerikungen iiber elne Methode der niherungsweisen |
Bestimmung der Temperaturverteilung T(P,t) machen, ;
i

| nen. Dagegen interessieren, namentlich in der (Gielereitechaik
anoh Temperaturverteilungen von komplivierteresn Gulsticken.

Problem z) ~ elnen Wegz angegeben, wie man fiir einen festen

ey i .

Pugkt P  des Kdrpers den Temperaturverlauf ;kfu,t) gewinnen

ist [9] .

In ellgemeinen Fall dirfte die experimentelle Destimmung
“der G:{F,t,t) allerdings kaum miglich seln, Zum Gliigk steht d
gegéniltber jedoch dle Tatsache, dail bel komplislerten Steuer-

bel waniger einfaohen Kirperformen die Annahme des villigen
Wirmeausgleioha »u Beglnn des Prozesses und eine nur seitab-
hiingige Stouerfunktion fast immer gerechtfertigt 1st, Deshalbd
wollen wir uns hier nicht weiter mit dem angefihrten Problem
auseinanderseteen.
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Es ist klar, dal nur flir dle einfachsten KSrperformen dle L=t
| sungen der Aufgaben (4A), (B), (C) explizit angegeben werden kﬁnri

A. Knesohke hat deshaldb fiir den Fell des wvilligen Wir-
meausgleichs gu Beginn des Steuerprogesses und einer nur zell-
abhlingigen Steuerfunktion - dies entspricht unserem speziellen

¥

B e S . R e

kapn, wenn G(;U,t) experimentell niherungswelse bestinmmt worden

!
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vorgliingen die Kirpor selbst meist einfacher Natur sind, wiihrend
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Jamit haben wir eine Fiille van tec hnisch E!ﬂ'.,-".*{?!ﬂljlb;;_rﬁﬁi €7 D
L=
steuerten Wirmeleltproblemen erfaft und einer analytischen Be-
iandlung suginglich gemacht. Die LUsungen gelten sowohl fir
25t - p—— - - ! r 3 E - -
kKihlvorginge, da ql!xa yt) dlesbesliglioh
in keiner Welse elngesohriinkt werden multe. Die Bedingungen,

A B = = 1) i
N 8 af ‘lﬂ--"':l - = 1 o i &
*"HJ--I-""'--I--I-I | Gy i '-11 L.ll,_q. 1_,.\,|_ o L

die wir an dle 31:'..5&111*3-: runktionen greatellt haben, hitten zum
Tell nogh ;ﬂ-_;-'“:‘.-cf'-.#:..u::t werden konnen. Yles wurde unterlassen, l
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Beispieloe
-1 e —

1. Allgemeine Hemerkungen

Die Belsplele verfolgen den Zweck, dle in Tell I susgefMhr-
ten theoretischen Exfirterungen noch besser verstéindlich zu ma~
chen und einen ersten Einblick in das welte Geblet der Anwen—
dungen zu geben, Natiirlich kann dabel in keiner Hinsioht Voll-
sténdigkelt angestrebt werden, weder in besug auf die Vielfalt
der Anwendungomdglichkeiten noch auf alle tachnigcher Singel-

fragen, dle bel den Jewelligen Aufgaben pgestellt werden kin-
nen.

Zunfiohst wollen wir einige Frobleme der Praxis nennen, dei
denen gesteuerte Wirmeleitvorginge auftreten, |
Zum Belepiel ist man beim Abkilhlen grofer Guilstloke (Maschinen-
teile, Glasidirper usw.) geswungen, die Temperatur der den EKim-
per umgebenden Luft nur langsam herunterzusteuern, um Wirme-
spannungen im XOrper mUglichst zu vermelden [8]1 . Von Inter
ense 1st nun, wie die Temperaturverteilung im GuSstlck, dessen
Anfengstemperatur Dekannt 1st, dei einer vorgegebenen Tempera—
turfuniktion der Luft verliuft. Auch die ungekehrte Frage, wie
sioh die Temperatur in einem Meschinenteil Hadert, wenn die Un-
gebung nach einem bekannten Gesetz erwdimt wird, ist von Bedeu-
tung [10] .
In beiden Fillen liegen, wie unmittelbar ersiohtlich, pesteuer-
te Wirmeleitprobleme vor.

im Bauwesen treten gems Mhnliche Fragen auf., Se mul man lie Tem-
peraturvertellungen in den Weandungen von Kihltfirmen, Schornstei-

i b b L DA W L

nen und Fundamenten von Tiefkilhlhiusern kennen, die unter dem
Einflul gegebener Temperaturfunktionen des angrengzenden Mediums
entstenen. Welter interessiert die Erwirmung von grofen Beton-
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Jaher lautet die nl}l; gemeine Lisung nach (45a)

= e

T(x ':'_1'| = ‘-“- 14

= r_- - B et PREEPE I ST T VR R i T N T 1] TE Cine S ST e ——
! |
32 5
|
l 2. Eindimensionale Probleme :
i
; |
8) Die ebene Platte der Didocke 1 :
% |
/\_, wlr betlrachten eine Platte der ‘
L Dicke 1, die durch die Ebenen
H&L - "'--ﬂL'H X = 0 und ¥ = 1 hE-"rEﬂE"’-t 'ﬁ'ird- ;
1 Te ) Die Temperatur des umgebenden le-
: Giums sel Tlr x < 0 gleioh “1’1.,t} '
% 1 ; -y, untd fir x > 1 gleich ¥(t) {Ahh.?})
t : )
i Gesucht ist die Temperatur T(x,t)
r Hhh'ﬁ dL'II‘ i.-Lli-ttE’ wann u-in' ."l..”fn..-ﬂ E‘tE‘!‘I}- ;
e N ] peraturvertellung .
T(x,0) = £(x) 1st. :
! Diese Aufgabe wurde bereits von Pou r i e r (4] und da-
nach von Dubamel (3] gelést. Wir bebendeln sis ala er :
stes, gewissermafen klassisches Beispiel.
i
Das Randwertproblem fiir T(x,t) lautet 1
| AT & #T |
e e — The D= £(X
3% Y ot 0 (0} Ff)
_AQT ) - ) :
(_ X 3% Fd X=0 ‘ﬁft {Sn #
| £>0 i '
. A ol =
i ( & o T T)LE "thtj' :
E wir erkeonnen sofort, dal die Aulpgabe vom speziellen Typ I.%e j_;:‘;_.
J.

u!{ﬂe‘ﬁ" T"{’[U}E; f#ILthL]J (e I

] .

A
i
+ ‘\l_‘ "!—I |'I_|_l.||‘l1 ﬂb H; A‘:-kl |r“".I 1L||| i ) § |
£ T '+ ¥imB Jlg,_me dr = Y, H,{r}rf-fﬂH“ﬂj _

dun milssen wir die drei Aufgaben (A), (B), () lisen, womit dann |
1, 109 ELE) X 1__1,-.... .Jj._ L,!‘l.-u-;{tlij,:eg‘ I]u.‘\ }‘\'] : '.'!.j.*:"" ﬁi!jdnwﬂt‘tﬂ 3.- :

i

|
dlie KNoeffizgienten | B B end Ada B e ' e l
Je ililddl Il nﬂ_, .y B, unda die ~:1L..L} ’ JiL(){) hﬂ'Sti it sind, l

Entsprechend (A) erhalten wiy :

o L l'.qﬂ
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T I T o e e

T U, T, T e i e P I T, B F T, e

a4

¢ |
X 5 ]({I} ( i:: E{,.h COS A5 + 5"*15:!_:.1)1!‘

[(Rs) 4]0+ 25

-g' #
3{"‘-“3 (i Y COS 8. + ﬁin:;“:)dr

J%h= -
{ ;'&,ﬂ- CUE!L.,H + §in S._'f)d.f
o

Demit sind die Eigenfunktionen, Bigenwerte und die A, bereits
bestimmt. !

st
——

Jetzt berechnen wir nmach (B) bew. (43) H.(x) und Hz(x} aus

d*H, _ ol
d.l.'"' -D dﬂti =O
A d H, L

| -(2 + 1) -(x+43)
MH.(x) = . - -
e} ’ 1y 2% + 4

Entsprechend (C) baw. (44) mul nun G,(x,t) und Gz{x,t) be-

stimnt werden, Dies liefert uns glelchgeitig die noch fehlenden !

- ...“ —

Es 1ist
3 G""' L glﬁu - f
'_3".[:_ a_;' =0 G, (x0)= Hy(¥)
)Q, R
("% ﬂ + "-JvIH O
_ ) + >0 ; V=11
: o 5 .
L Eh: ‘2}_‘ + u‘*')-.':,ﬂ O
Durch Vergleich mit der Aufgabve (52) finden wir sofort

)

ol

it ¢
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LT i o T

G,; B Ll"lu(‘3551‘+5nk~.¢'"15
4
[ i
Tbi -—_1,8[’**“{1[“3Lﬂ£‘*t+5.n3 ‘ X
= 1'; > r. I_-'}'g- - B % EL ‘L
4 J A ! !
..Ll"{'l'i!.h‘-}“j ' !_lL . L"‘J'
~ @ =
| FA “ !
S “xu.liﬂl'*..t iall-.; }“’ L3 !_..
= e = — 1
( ‘1'1 E:-' i .‘ '1*.4‘ ' + lﬁ:li"
*hL[m*J = '._iLLl'ni":'I r l’E )
Vereinfachung von B, und i' surde die Eigenwertglei
(535) verwendet.
. 1 Ii';."-..,
X 0
.rl sive A nek x { \p-a - T_ JIIWW[‘]}L L _.EI}%J,_-.[_ B it < "]'.-'4“"*
=/  Malaxbetlad.dr wh JE v L LW S '11'.|' '--J'u_'t'-.'“f"--"*t"'h%’-]?lﬁ
TR BE

ke

T
2 T b
k' ; AL s s ; v _athl L .F._
+ R / i 4?[1:_\ '"j{ + Y.L 6:!( =5, CO8H.* + -_a,nih,ht\}{‘ b 4=

0 { e X
+ "ﬁ’ltﬂl L 9 t‘l it alins
1 / - '!_.' S, [ |r
.._,:" r A Ao T A
L e . 4 | [ |
e i 1 i = L) j W E & e s
I T - o L riFl 1 Ch LL. ] i 1 C o
=
i L. o
r 55 %
i . L 11l by (10 ] e L 4 ‘I, y L1l t -
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s ih ¥ 3. Wb _ )
Tty = ) A(35 coshr + Sinbar)e*>"

L=1

il /¢ ~)

. 00
-cfg e ’ Y, (t) Bl + ! t}B":[( % 8 COSEX +Sinbr)ste"

S

Das 1gt zum Beisplel fiir die Berechnung der Temperatur der

Pluttenmitte-{}:==%) ein senr handlicher Ausdruck.

Wesentlich einfacher lié#Eq dle Dinge, wenn wir die Platten~- ;
oberflichen direkt auf der Temperatur ﬁf(t} baw. ~P(t) halten.

Es gilt denn die Randbedingung (2).

Wir leiten die entsprechende Lisung aus unserer fir endliches
gefundenen dureh Grensmiibergang o-»> o0 ab. B2 ergibt sich so

die Eigenwertgleichung

sindl =0
mit den Eigenwerten
Y= () 1,1
T L
und den Eigenfunktionen
Uul®) = Sin 235

Welter erhalten wir

£
_'.I_ X
A= iS{iK?Sm dx
0
g s . G L
H,[(I} - £ | Hii’f,} i E
. 1 i
Y , o il AN
Bu ¥ ™ ) 5-. yad 3 l) ﬁ
Ramit geht T(x,t) flir ®->00 -ilber in
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bes, desaen Enden die Temperatur ¥(t) und *ﬂﬁt} haben, wird
man ebenfalls suf das Rendwertproblem (51) gelfihrt, voraunage-
setzt, dall der Stabmantel adiatherman abgeschlossen und die An-
fangatemperatur £(x) ist.

Wir kbnnen deshald sofort die Lisung der einfachen Aufgabe an-
gében, wenn die Stabenden auf der konstanten Temperatur 0O, @L '-
gehal ten werden und T(x,0) = f(x) ist, die sich in dem Buoh
yvon P. G. T o1l s t ow, "Fourterreihen" [13] findet.

|

Es ist naoh (54) baw. I.3¢ mit V(i) =8, , (L) =

‘ 2 X atiE iy S M -t ,.H_:.'L i
Tlx ) = ;&smf“—?e ) 1?___ 8, R e

Mz

:
Bel der Bestlamung der Temperaturverteilung P(x,t) eines Sta-!

8, =5 +8.% |

2 0l 8t ow macht fir diese Aufgabe den aAnsats f {
DO ;

wilx

T(rt}-E Tty sinZ= ?
“= i
i
Daran erkennt man schon, daf die Randbedingungen nie su erfiil- i
len sind, wie auch die T,.(t) gewihlt werden mSgen, weil sin’y |
fir x = 0 und x 1 verschwindet. Ohne auf die in dem Buoh aus- !
gefiihrte Bestimmung der T.(t) eingugehen, sei erwihnt, daf die |
von 2 ol s t ow gefundene Lisung nur fiir alle inneren Punk- ?
te des -Stabes gilt, was auf Grund des falschen Ansatzes pgar i
nioht so ohne weiteres zu erwarten ist. :
1 Bel der Behandlung der Aufgabe mit den allgemeineren Randbedine !
. ‘gungen T(0,t) = ¥(t); T(1,t) = F{t), die (54) Hquivalent ist, |
begeht T ol o t o w denselben Fehlar. E
! L
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Of4 £ t) A gy gilnem unendlich l-_‘.'df:"‘_l_ t
| ok }. A :

I = . = - % T o 5 = /
- o of LAy L 1| &1 Ll By Il Ny :

| W [t
iy L
| 2 3

1L o~ b & . i . ]
f i LY \..:I.. J'l. ulifTT? r A J-1 L '-\: §

-
-

5 L‘ ol - = 4
L]
i L8 uf gabe L%, 0 . ! 1 o & | &
i. Featur nool lt J-:.. ar U Hi.' - -_r 3 - ._: } 1 :.. U'r_'_"‘{,..[:'.'.l 211 3 ‘:
- )
rond unserer allgemeinen Theorie sxled Schwierigkeiten. |
robl 1 1Tt 1 rli: ] W ral) 0] ]

ﬁ ,_!IL'F .'I'{" ‘1 .T'-l';]l 3 e . ; ]
— - A T N, '] - . N\ =
’ ot ¥ \ yri Y ar |=U ! L) =1lr) '

L Jf‘h"hl ‘
I u
i I ¥ -I\... % '..-I : E . :
{ e (o ] teLl 11 \ I I
X 50 |
i - t,-;‘—""‘ Illj;t' "‘:'_‘ - 1-i § .’L ]
_— 4 e = . % 1 Py = "y {
: [(nt)= ALl(r)e T Y AD]OL + 1,058 [Uirk ‘.
. PE— m— | [ - i B |
R | i i ‘.
L]
T i
k >0 . !
5 ol ot f na | ti (¢ - 'r &Y | '
="y g . ™ 5 a1 § - L A 1 | |
+ _|HI"'. r.lu.. +" 1‘ i I| ;..1].\- Illlk‘rlt; :1_[_ — -‘II"'-}!-tt‘,r"l +_'\_L*ﬁll JI‘LF"IEI

& J { . 1 r

% A I :

T, 1] 3 B
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— s e,

1 4C
1
_A dle =0
( A Jr L Tu)'l":i1
: t>0
( A ;i._“ + 'l'ﬂ) =D
& 9r r=R,
Der Ansats
~aritt
| Tnt) = ume™
liefert die B ¢ 8 8 ¢ 1 sche Differentialgleichung nullte:
| Ordaung
!
: L_{ilir' 1 '#..E +.. 51 =0
dv> Ydr
und die Randbedingungen
Qﬂ Adu u] =0
: o dv ¢k,
i A dy ) b
P ( o ar T W rz=Ry v
1
Die allgemeine Lilsung der Differentialgleichung lantet bekannt-

lich [15]
uir) = C, JL6%) + C,N(br).

. - <. —
gtirt, da R, = r = R, 1st.

o Sl s e R v R TR T

1) T. M2 " £ o™ 4 . | . Y o P — Al 4 A . ) ) . g .
Uie LOsunpy lielert n Yerbindune nit den Randbedin; ]

Ligenwertpglel chung

el

25 T0R) + JURI[ A NGSR,) = NalSR0) ]

T

) . i & | — L] £ ( b . i d .
Man beachte, dall die Singularitit von N (4r) fir r 0 nietl

(|
i"_
ad ¢
i
(55)
|
03 B |
b G-

~ [ SR - To(6RY]| 2§ N8R + NolSR)| = 0,
wobel die Striche Ableitungen naoh dem gesamten Lrrsument
i deuten. Diese letste Bemerkung ist auch kiinftie besonder:
achten, dum Untersohied dazu werden wir fir die Ableitu
Besns el funktionen Z,(8r) nach r immer f; w8 8x) sehr
Hierbel ist unter ".S,.,(é.rj irgendeine Lisung der B e s @

sohen Diffarentialglelichung vy -ter Ordnung zu verstehen.

-
|
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3 4

f ™4 :

| 1 B9 renwe %0 o | 4 v T -k B o€ i ] 1

. i¢ Lilgenwerte bemeichnen wir wieder mit é“ o+ w1e 8ind die Qua=
| ,-" g .

II = '.'-F'!' '1--\. i &5 r L s I & 1

: arate der wWurgeln der tigenwertglelchung,

L » N ¥ o = 1-\.l 1'T vl - I.-' -: " - rl-“ 1‘!' % |
| i Ule gugehOrigen Elgenfunktionen ergeben sich zu

Su dal8uRs) + PolSuR,)
y., anénf} *"-El%u R;)

| 2
R R
| | Uu(r) = fL8.7) = ¥

I j
i
'. r setzen sur Abkilrzun
L
l 1 bl
[ ™ f-L*“hq Eﬂ.lh R{J - [
; A
| "'u,:whr"l‘"q','bR"l :

i

a5 FleR) + Fo(aR) ALCERY = (bR
" \
-

: > E'L "1-‘. ) 1} N[ \ / ) |

. b K18 Ry) + No[4,R, 9 4 N4k = No(4. R,)

1 11 ler Eipgenwertgleichu folgt.

‘;1| LLIALL & 1 - ol -.-IL & A . _._‘DLI‘,t:'

= & o el »
T;if_.':‘. = :—- 'J‘»,d lIt'u’ F )~ \v hl (3 rﬂe“"“ :
o (56)
| Y fn e[ R85 =Y N(go)l dr |
,..‘k‘-:_* ; Ry -
1o 4
rhluxb..?]“ -.T NEL:-"..F] d.l"
R
tegral 1 enner b \én wir nach der Formel L"”]
| r
| { !_* = d :‘i__]' ’ 1l1; ~||
i} (ou¥)dr = T 5 ey di%hr] + £ ($pr) 5
| af 7 .;; g # g iR
Lteny da Z,( 1) = -Z,( L. x) ist,
R + Ry
r-l“ II 'l"! r |:—1 -

| Br[ B) =¥, NS r"i] - ;‘Q{LJ“*-‘*””' N “‘-'11 LA =Y, Ny(Ser)] }J

1 R, _ “

: T 4 '-..-r 1!' 3 1 1 i LI i* _‘I.'-I__ It iy r g J,l"'l i L
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|
L |
g Yo XY ui0 "
[m[bu Q‘} - Y Nﬂl.‘mﬂd]} 3(,—‘_ "u_) LL{““HJ "'\J__'..,le"ful‘ }:[
- ey i A P
[ R) = M, 1k = (A5 TR N GRT
die auf Grund der Eigenwertgleichung (55 5) bestehen, Wir kommen
50 gu dem Hesultat
Ry | }
S }' " U.- . | ‘115-
SrL_ AORAN r)]:b = El“ 1 i‘l,__j{i'&.ﬂﬂ-‘ml{aﬁ;}] L TOAET () ¢
R, !
| Daner wird sclilieflich 1
-1 Sﬁr)ru ) ~ YNl dr
A =
o | g A 1)
[(i&sh]ﬂfi]{n}[‘{ ) = YN (R0] = L H0LR,) ~Y AR
!
Nun bestimmen wir neoh (B) baw. (43) H!{r) und HL{r} aus
d'Hy  1dH, _ d'd, 1 dH,
dv*+?ir*m I;f_**;"}=0 |
A d H - ) = ] |
A B BRI H I!_._ﬁ o == ()
( 2 de T My Pk, e ,_Tx 4 Hl)r:i: 4 z
‘ a
A dHy ) =1 \ olHs —
(R:ﬁ‘. 2 H1 r3R, (1 ok r '4-‘-'.),-=:::1 |
!
Men findet
R A
I H.(r) - + ﬁj
Ay =
¥it .2 R
-‘(“1+RL)+LH.
| und Ri& =R
r Y ﬂ'\ \
- — + - — i
H‘ L'rj: ({{" Ry X Ky \
, A4 o LYl X |
-{L Ry Ry “ Ry
I
ls letrtes berechnen wir nach !Lﬂ) DEW. 1:-1"'.;} dle ;l,..'if,t?- |
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I‘! ¥ : G "’t.-J l'-'l':_‘ilit' .._|¢-,-'_ I,;r._:lil'..tlf_:l.‘_V- ™ ;l.;lc.--
i \29) !

o

()

f'.—\-

-

£

T
]

i A p

. _:‘}.w = — 4 L% s

P T AT R AR Bt

} L \(-ﬁ-1+‘ﬁr+ L«ﬁ']g‘—l\“.{_ ..'nu?"""ﬁ“.‘ "'-.T J:fh'r)_i L'{""‘

i ! R4

e ,
r !
\ x

| ~ N (A% _&_.) [4/

g 51 s é*( Q1+ o R ri[}n“}ﬁ"'J‘\ttNm&..f\JE{r

| A fﬁ A . | _—E:l f o |y 12
LA\ R’ iﬂ”ﬂ‘]ﬂf’wtw‘ﬂ N (8] | ol
." R,

| | _.1I Er- Tl ok | - 2 - { - " = .
1 - r i S L . bl : L i‘_:l"| - - | il | .1 . . 3 - " . - i
: - “ Far ¥, 400 lodgeénde integrale zu berechnen

Y ’[‘lq.'l'" x,_., L.r.i _.\Ft Nbl:’u]’\:k.{?“

1
i q
! - = 4 -
il dideacea vl at . e T : .
| TES WLREe. S| 10t sich unter Beachtune der bekamnnten .‘
L] . = r —e ] 3 e il & P ¥ 1 .
' Ji 1;_"'! L o p.l i .!1 L o4 L3 L4 OB \ -'i::l v 2 | H ]w-- e o
: , i O = N "1.,,*,__...-’ e Ll e 1
} erster Urdnung |19
L
' |

"-rq,l

e - o
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2 ; : ?
\rddr = T4 (2 Gnar = £ 260
-lE116 r]..ﬁ_.m_ﬂﬂ '

A
Al

[TE ,tth’T Lé.;r

)

Rq

L._

¢ [B0m-YNG r‘ﬂ]

R

'y B, haben dann die Form

i -~ ?'a . — |
A = 2.,_”,!*(11 t ‘E""Hl)-Mf“:{
£ . 1 Ry !
L T{LT1 *fid ) 'FA"' ][Lch »"-) Ftrmi 1 '\* Hq'-i '11}] :I*‘LRJ HH iR }J ‘1
Y =
I‘l I_M;“Lﬁ; -f""'nl) T M ] |
” R, 1 e \*
Al 5 e g (350 +4 HR”; (RSN AR = R TR YR, E ,
Diege Ausdriicke vereinfachen wir mit Hilfe der Beziehungen ‘
10620 NlhR) = = 261600 YN GR) |
: |
LR)-thR) = AR[Jan-veel . |
Lal.:,teré gewinnt mon aus der Eigenwertgleichung {55) unter Be-
rlickslichiipung von E:.;{ 33;,1‘:* = —5’-_1( 5_1‘).
Damlt erglbt sich schlielilich
‘ —LRIL:[IU‘*R ) r\!'uhi ul"ﬂﬂll‘u
B = =
« \

b; =

L R | 1
-l‘.l'::"] i &
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sk 1§ RIH6R-N0] - R0 -]

v Bind alle Grd

den

bestimnt, und fir .:LI‘,t) folgt
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s - i
= i
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e — e—

- x ™ =1 = ¥ = —— = p L S LGS T ey ey — e e s Rl S i S <&
| :
/)
N o e e B
W), o L TAETTOR R (PR ot
I L o iy L - | | 1 :'., 2
r{ g L fal r H'\ T.I’.‘ - .“r’i'ﬁ'luql-"i“.{f.'h')ﬁh‘llh l"FI - Iilll «IJ'J-.?WIH': %
ih = o - o, & e
b
- o0
T“ -I'l [ |
+ Y (OYB +¥PheyRE1 T () ) a4t =1
i ] 'T_'.:I .1 - | ¥ | i iy
i | 0 A4 L jo' n w g p d" i
|
|
II %
.- PO )2k AT |
iy " ___I‘_ ::: 1" 1 1 I
sl 0. T | ML it B ) O [, Re
| R " %\ R "R, )+ “ 3, !
.: L ]
§ = i 1 3 I
Ls i § L LY i L f ! - 'J i
, (45b) den elnfachen Ausdruci |
| |
; 0 %

i TLT"K] = i_.*x JRER ) =Y N (S, r'1 tf',"“ -t

[

L
*"JSE: h'.‘-"'L"]F“-I-“[[t‘IE; [LLU‘J N ML r\]éz athe [t = :a_r
g

e s S . T I T e

s
e
-

[ o g - il = ™ . 1 & o A > b
f el b . M. 1.1 £ J P g Xey T R rea i i T ] - 3 =
t ; .i"'}I'u - ARG H LD _I.i'._.,._t- oe f'-l:-r:u c_ll F:E’:].E-i}l ._|'_l'1,|_“_,t.
T3 o s L] Y - Ty o b L] ] = - -
! I 1 o= s i 1 L g g - - i - P 1 -
L0033 WiguoT wie 1R Delapiel c:.) Gen Urensiiber ang - A-» oQ

-1 ¥ """I".r - 171 a = N s i i A = s - ’ " s ;
usSiunren. well dles Jjedeon keinerledi - Chwl exlgkelt: en.maght,

T i . Y i, ] AT il T . g

| W .- -r ) ".""l vy Y .. - 3 !r - Y -"
| Wollen wir uns ledizlioh darauf beschriinl en, das Srpebnis filr
L e—— s

(t) = V(%) und endlioches « herzulel ten,

E ' !
| Wir haben dann gleichgeltig eine pewisse Kontrolle dariiber, ob

uns bel der etwas Yompligplierten Berechnung der B, und Bl ein

i Fehler unterlaifen 1st. Die -E__M lassen sich nfimlioh einmal sehf
leicht naoch 1.3 dirext bvestimmen, da in dlesem Falle

H(r) = -1 ist, wihrend sum anderen die Besiehung

B.=3 +5 |

erfiillt sein mul, I

L S S il T & T . G e

wiy finden

—.Z' !
(8 AR -5 N T+ R [Tk D =N R ]}

B.=8 +B =
f / F
5,

——

|

- — ' L
- A _ﬁq. 4}'& %
Wl SLUB ORI % F
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T L e il T T T, i
=1
i

1}

1

%y]

s | ' n 1
y i
. | . i ;
- L 1 2l
lru ol t affizient
'
'l_. O = W' 4 - '-..,., R " e M
L0 \b7 = TA&) = T V), 00 “ IR A
ﬂ- O d
F TR AV (o PR g N P e O I ) N (§ o et
HL‘ |1.3l..flu.lr - hl{'..ll_q:hr]ll:‘ 1— T.':_'f- I-__._ L F !||__'I' -\Thll'l{-_l '.'!‘gr_.j,:-_.
=Y L =4
t ﬂﬂ
~a‘fr(t -¢) Y4
¢ 6% A B LJLE“\‘I“W’ Nmrﬂe dr + WYi(t) .
[:. h=1
alle kirperimmeren Funkte des Hohlzyl: . it
85 ,,
[ ] i
/ | . = J_L....t
Tluv!tT}: P .:]l*"‘L.]irrﬁ"'ﬂli"""\.1 % kh"'"'u“ Jt’
£
t
Ju. 'h.., L t':' f
A4 -LLS'**LE} 3 ].,ka. -y hmamjy ) drt
19 Hohlkupgel :
[ |
p
ales letztes eindimensionales i
Problem wollen wir die Hohlku~ |
¥
gel ml m Inneren Radi R
?- T{.Tf} Fe 3 - dﬂ Aiieren SAALUSB iy h
una dem Huleren Radius HL =
handeln. Das Medium im Kugel- |
nohlyaum habe dle Temperatupr ?
| ¥ 1
et AEE*S N&"(t) U.Ii.d d:’lE .Li-"' Alll il'_",”_r = LLEL :.]iq
i

Temperatur ﬂ)(t) (A%b. 5).

lat dle Anfangstemperaturverteilung 2(r,0) = #(r), dann 1ﬁdt“ﬁ
die Aufgabe In Euyelannrdin&t&n

Bt

(3_1" "3 ar)’“ﬂ Ty = £6)

ol U

[_&3_1'
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T e——— — ¥

nir setzen

Tht)=rTirt)

T * -
u (*j:;%’-— oL +~T’) = ;Q‘ ¥ (4) i
R, +A AR ‘A 1

t20

ST | 0 x Ry
[__”-:._— - T") e = v, (t)

T i eV —

A q o » ;
141 t -..a.-l.‘. t & | _.-I:.i- - i '.\ .I'll - -""i"'* = 1 1 - " : LS £ 221 Ly
B e ol Al ') A ..-.E,' LL} :;urtiﬂ.L.‘EEJ—{:ilrt' '-"u
._r’....-.'- i L 1 :J_l..il; ..: = ] "'I__i L:"- f:‘:- -1 r -I'.T - P &' F . i _E -
. & L 060 AEL il Wel Addudedinsunsen E £f
; }Ir-‘ " ]--I =l % {.--Euia.-luktdl.:_,{--l-q- I'.I- E l"'ﬂ -'—-:-1_
-+ - — o
Lenv C 3t Ir=g, v lr-:Td. versonieden alnd, Dies beein-
L L | . } K
{ - FaTals Fa - =W = [ 3 1 .
= " ' [ .-rIE.'..-' :\-.i-l,'I!a '.“I-L-I Il: 'l T TY L #.70Y 5 N I w1 % - L 17T T E 1
J seamelnen UGang dey lochnung nufr unwvesente
T s f
L1000 30 dald wWir uns (19 réai TeE™o abrandls . X
‘ I uns die weltere Behandlung ersparen kinnen.
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Je  LwWoil~ unq_ﬁrq}gimenﬂimnala Probl eme

a) 4 bktthlung eines Vollzylinders

| fz Es 1at die Temperaturvertei-
H”ﬂfﬁb lung in elnem kreiszylindri-
- h schen Korper mit dem Radius R

: und der HOhe h zu bestimmen,
welcher 1in elnem obergehelz-
. L“Vﬂﬂx | ~K@)9(t) ten Ofenyaum mit der Tempera-
turverteilung | (2)Y(t) rpe-

steuert abgekiihlt werden sell

Tine)

vie Grundfliche des Zylinders

-——{T—-—-——- = : , :
| R sel adiatherman abgeschlossen
nd:cﬂ'hi}rmanl

Abb, & und seine anfangstemperatur
- T M iy
gleiockh T, = gonat. (Abb, 6)4

abgeschlossen|

Wiy wollen sunichst ammehmen, dall der Zylinder verhiltnis—
mifig hoch ist und daher die Abhiingigkeit der Steuerfunition

-----

von der Hihe o im Ofenraum mit in Rechnuang stellen., Aus dem go-
wonnenen Lrgebnis werden wir dann den fir miiflige Zylinderhihen
anpiihernd erfilllten ¥Fall einer nur zeitabhingigen Stenerfunke

tion Y(t) herleiten.

Das vorgelegte Problem ist zweldimensional und lautet in Zy-
linderkoordinaten

.1;[: 1(15‘1' f 3T g'l-r"'li O f A —
TR (& 7= Sl ey ?j_b* Tnd0) =T

AT = Y[R\ P+ t >0
! (ﬁ +T) R4S

AR der Aufpabe erkennen wir, dal sie vom spegiellen Typ I.32
ist. Ihre allgemeine LUsune hat nach (29a) mit \1‘ ) = \\:}1
7 o Y 5 7 v ™y Ao WL P
l}lj - .h(ﬂ; = 00nst.) .Lk J 2 U3 YAL) = W L) = ‘th) und
.

4@(1‘.) = 0 die Form
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.:- el ---—“_-—__——m_._”“—.._ B—

45
"‘-;E o0
T{r.t.tj M AR {lh : + ‘?r:l 1;—- (B: 'f‘P]E’jUI {rﬁ]e—'ﬂlﬁf
_,___.1 h.=-l . gl

£ 3
o=
[ IR, ¥ s ~atbl (¢ - Wi
+S P2 (B +B)u mayeratelt -l ‘i'h’:}[HdT]l} + H:{r,ﬂ]
0

| | ir best nun zunichst T"u'..::', ,t) nach (A) aus
j I ) T
| \ %3 ) e
=P x| Sle o L 2o, Tl =
" l Thed bt § 8 ;;11) =0 Lmz0)=T, |
| ; A AT, ) =0
'] (e:t. r T Te r=R
A T, )
-’_ﬁ __EI- E— {- ?D

i (b. 3% 2 T“)j_»:h :

| Ml =9

I ‘aé =0 2

i

T-:.:LT xt) lr‘ru;_l_i"it:“ﬁrt |
fihrt aui
|
i ' 3
SRR {1 d*u oL

: v i + K u, = 0 —-'-;!" ¢ K u, =0
| : d ¥ dr d 2* v

A du, = (R du )
| ; s 1 =V A B Y =
| ‘ X dr ";Jr R X dz s 2=h y

: {_j_.ill =

; 12 [2=0

11T
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hj |"~_L = 4%
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Da, u1{0) endlich seln mull, folgt sofort €, & 0, Auf Grund der

Randbedingung erhalten wir dammn dle Eigenwertglelchung E
A kR = :}ﬂﬁkm !

- A (5%)

To(kR)
?
mit den Eigenwerten nt. E
Die sugehirigen Elgenfunktionen sind "
u ) = ]-ﬂ(l(,,.,r] _
Fur u,(z) erhalten wir die allgemeine LBsung |
Uy(2) = C,coskz + (,5ink2 |
Aus den Randbedingungen folgt dle Elgenwertgleichung ;
i
5 D‘J‘l : _j._. g :
|
Begelchnen wir die Eigenwerte mit Pi g dann lauten die Eigen- i
funktionen

LLmH:} = COS Ky E
;
Nunmehy ergibt sich fluxr TG‘ZI":H,‘:: .1
|
| ~at(nt £ !
Tirzt) = ‘>— Tﬂmlﬂjﬂikh Cos Ry 2 @~ R R |
I
R h 3

T \\ i[ohh,_r]Lus E;b dr d “

A —

w, R |-. ‘

\RT‘I (Kw?) cos Lu 3 drol 2 i

- 0 0 i
4T, Sinkyh |

- g & N l N Y | :

Rk Ky (3 5a] # TJT]“‘R] e | E

|

i

Der Ausdruck fir Amn Wurde mittels der Eligenwertglelohungen (58),

l\'..:"l.a';' ‘!Jiti .-.1: {JJLI'

vetet milasen wir nach ‘:_:Fi:} bewe. (:fﬁ) die ﬂv(r,ﬁ) bestimmen,
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(AdH, | q\) _.—hy, ﬁlj'i’-+;.+ = ()
\X 3 ' JreR AR e
|
> |
."‘1 &F‘li j — A ‘1__}"_5* )
(- S AT U ~ + My = = X(h)
% J2 /Z=h X d2 22h
| i aH aH
! { —1f. =0 Tl =0
| i | A 1
I |50 92 {3s0
1
.|
| r < '.f:'.-' E..h eriibrlg 8 s3l1lch Cle Bendwertan® onl a Yol
J\T35) *48¢ €8 3ich,y dle Randwertaufgabe aufzuschrei-
ben, da dizses stationiire Problem mur die ldsung Haﬂ:r,f’.) = 0
T o7 e s S T wmraad " | of - | o Vil —— I 3 .
I20CN s8N, well (de rechten Sel tén der J:'iiLEJJJJ'F!LIiI'l;_';LlT.L,_:EH alle |
ldentisch Null sind. Das war {brd Zens von vornhereln su erwar-
Lol = & & B " ¥ of 1 & : - - - o . -] i} 3 !
tenj denn ia der eingangs aufgeschricbenen allgemeinen Losung
P M o = L 1= . ! 1 v = 3 !
QY I\T,8,T) Xommt ja | s\Ty3) gZar nicht mit wvor,
[}
- [} ."‘l 1‘1
Hir K,(r,s) machen r den Ansatz

.
"l-b
C
+
=
e
|
I
]
I
(-
=
*-
-

y du \ .
o Ae S e ] ) A dity [ oai
xSt Jran Li-li e 7

1
Uy ¥
| 3 T
* L (2 =0
L]
1 ) - .
;-.'\. .-fl ! L S ] : 11} IIFD!! -JFI (r' !,Lj ijrl- !
| 'l - W
f
‘IJ,_ L‘r —_— Ll.-. : -2:
| In™ = Vel fuig y
[ ]
) - Sl - ) . RS T £ mey ™ 4
O Del Le K., O34 1L L) 2] Lgenwertelelo PLAISE t_f.i.‘J SlNd, i
dummeny entwiokeln wir )((z) nach diesen Eigenfunktionen
i N
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m —
L(z) =) D,cosk,2
h n
3 SK&)CES E,i: dz :,S Iil}cns k.2dz
- Q 1% 0
n- h —— s A : 1t
\ coskxd h + & $in"kyh
0

K(z) s 1.

E Begzeichnen wir diese Lisung mit F.I{I'}, s0 erzlbt si

v =

Damit ist H,(r,z) durch

é’_‘:‘_
p H,(r2)=/

e

bestimmt.

Die gleichmilige Konvergenz dieser Reihe ist, wie man selgen

kann, geslchert.

und lésen das Randwertproblem f£ir v,(r) unter der Voraussetsu

Q

Tk ol
— -.,-a_l:v r)ﬂ__* i i ==
Sik LAKR) = Jo(ikR)
. L— \ %
—- :IDEL ¥ - D, COS K2

Ganz entsprechend berechnen wir Eilkr,z). Der Ansats

Hy(12) = U (r)v(2)

] fihrt auf
du o duy, T
drt © T dy e

(E %%' p u")r:u:.: .
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d 3% 1"
A dv v
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Ein Vergleich mit der Aufgabe (57) fur 'i'ﬂ{r,z,t) ergibt sofort
i
i
& = ;
i i i S ||"II == _|_..1 l"k:'l -I.-'l'tﬁlJ:.-
| i | L L% M
u.:J.,i\"W-“-L-"C:' = £ -th £ (K, F)COS K2 ¢
W T4 1
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I}

W ¥
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HU:U“‘J] Llhmt‘ldr .
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: : " . oy e :
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: ¥ vy A2 G o
[ F f a F:':I ] ol { 3 'i-.iv+_I:1 1*“_ :F!II':}PTH P .5 -"-1.-"- '1Ih i-—".!“]' ! '.
\H_ (A1) 2. pr)d = § s
¥ i ¥ 1_ L,
8 ey 5*
[ i
™ ¥ - - i st 'rd:-"
die fir swei beliebige Zylinderfunktionen Z (| JI) und &4, ,(fr) gilt
rir v = '-', liJ‘ = 1K, , A= '.-:,r1 ergiut sloh damn
} Vo b N T ue™ TRy B (R RN 1
U A s iry ey —y 10K (k) Fol k) = Ky foleRar) fy (Kab)S
\ P65 Tk dr = = i |
; S o A
lentigkelt dleser Gleliochung bestitipgt man tibrigens sehr
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dia Lisung H(r,z) = ~1.

Damit ergibt sich im Palle {I;_"r,! in Uberein-

5
f- T
o
-
i

3
E.“I-

y
Bt

| t o o = b -
: £ SmKyh rmimﬂiﬂﬂ 4 ~at{ka 4kl )¢ ~1)
Tin2 €)= P(t) - ’—l—g*?"{‘rjy ¥ Tyt € dt
0

e e ""‘""is |<\|"+ 114’1 [Ir‘l'l-?‘!~I;|.r'|.1‘l'(’r"‘T

was den Abkiihlvergang in eller Vollstdndigkeit beschreibt.
Die Richtigkeit dileser LiUsung bestiitizst man durch direkte Her-
leltung aus I.0z3.

chendes & ‘g:E]thiH g

T g gestegert golkiihlte edben
Kreipplatte erhilt | 3

“.
4o 2 1
- K L =

|
_ :
B) Die Temperaturverteilung 1n :
elnem B otonquader wi hrend des :
Ohemlisochen Abbindeprozesseas z
!
. _ I
588041 cle Tﬂmhﬂrhtur?qrtﬁi— {
O | : )
lung in einenm EJE"LUT'L"'-U:'IU"LEI' mit §
- B e f '
ﬂ den Kantenlingen 2£,, 21, 21|
i
e wihrend des obemischen Abbin- |
s ot deprosesses bestimmt werden, |
wenn die anfangstewms itur 1
:‘:LL 1 A -L-E -.1._.-~...|.':I:_-|. a -Trl- EI.F ‘L.'..I- J-':l
des Detons sowle die Tempera- |
Abb. 7 tur des umgebenden Mediums
konstant ist (Abh. 7).
Uhne Beschriiniung der Allgemeinheit kinnen wip annshmen, daj
: ] , 0 ] ’ ‘
die Temperatur des umgebenden Mediwus 0° betrist. Fip die je
Yolumen~ und Zeiteinhelt frei werdende Wirmemenze des Betons -
w(}: Yytigt) wird dloe von K, R iraseh 7 L d angerebene
Niherungsfunktion [7] |
. '
f = !
W= W ™% ;
mix !l
|
:
verwendet, welche nur von der Zeit adhinglg ist. ¥W... und t l
n i
sind hier nioht weiter interessierende Materiall onatanten. ‘
!

e ist somit nech (6) folgende Aufgabe zmu liimen: l
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Wlr erkennen sofort, dall
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il k1o
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=5

| ein partikulires lntegral der inhomogenen Differentialgl eichung

B k| ";l

18t Entsprechoend (7) liefert der Ansate ‘

T . L e i

.=I * Ll £ lld-[‘ ' Ine :_l"' L T 1

'}T‘ - le JLT e
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I 5 ""'.r " g 4 ' 5 ""'"'_ ""'E'
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Fliir Tﬂ(x,y,ﬁ,t} machen wir den Ansats
Tyt t) = wlou i uyzye ™

und erhalten

\ du, 0 (&du ) = 0 A 2 |
L"?"'- dr Lz u1.}£=£ m'd‘lj t < 3:3,]‘ (; _ﬂ_: +u3)£=;02
!
"I.__l_ly,l = _.r)_“_dur_ = A olu L2 t
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¥ s |
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Bemerkt sei, dal wir bei diesem Belisplel den Ursprungs des Xoor-

! Ll_uttdﬂ;;::f:':'t.-}i.'l_}_! aus sweclmiiligkeltsgriinden in den Quadermittel-~ !

wnkt gelers T - Fi m v W e . b o A e a2 )
I ¢ gelegt hadben., Fir T { YeByt) und U(L.J,d,t) ércepeén sioch

U'«u"“!
dann niimlioh ~us oymmetriegriinden reine cos~Reihen,

'*-\.1; - " ™  — | - .
eaciiten wir diese letzte Bemerlcung 9 80 Tolgt ohne welteres

]_L”L:(} = COSK; X

=]

- "N +
IL!':"'H“IL.-E'I5 = LOSK, 2

'A
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