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ALLGEMEINE AUFLOSUNG EINES BELIEBIGEN SYSTEMS VON
LINEARISCHEN GLEICHUNGEN.

Die Auflosung eines beliebigen Systems von linearischen Gleichungen
ist lingst gegeben und wird in fast allen Lehrbiichern vorgetragen; allein
das Verfahren, welches man dafiir entwickelt, wird uniibersichtlich, sobald
die Zahl der Unbekannten etwas gross ist, und verliert fast schon bei drei,
und vielmehr noch bei vier oder mehr Unbekannten seine Anwendbar—
keit; dies Verfahren verlangt iiberdies fir jede grissere Anzahl von Un-
bekannten die besondere Construction der anzuwendenden Formeln.

Bezeichnet man die gegebenen Gleichungen, wie folgt :

arz+ by +elc. + g =0
dz+ bd 4 etec.+ ¢ =0
elc. elc. wah
dann ist bekanntlich fiir zwei Unbekannte und eben so viele Gleichungen
der Nenner der Ausdriicke der Unbekannten — |
ab’ — ba’ ,
und hieraus kann man nicht unmittelbar den Nenner der Unbekannten
berechnen, wenn man deren drei und eben so-viele Gleichungen hat,
sondern man muss im Voraus die Coefficienten der dritten Unbekannten
und die der ersten und zweiten Unbekannten in der dritten Gleichung
vermittelst gewisser Versetzungen in den obigen Ausdruck einfithren, und
dadurch die folgende Form construieren:
ab'c" — bd'c¢" + ac’h’ — bc'a” + cdb” — cbad’

welche nun der Nenner ist. Diese Formel kann man eben so wenig un-
mittelbar anwenden, wenn vier oder mehr Unbekannte durch eben so
viele Gleichungen gegeben sind, sondern muss immer von Neuem die
anzuwendende Formel aus der niichst vorhergehenden, fiir die um Eins
geringere Anzahl von Unbekannten geltenden, ableiten.

Dieser Umstand, so wie die oben erwihnte Uniibersichtlichkeit die-
ser Formeln fiir eine grossere Anzahl von Unbekannten hat veranlasst,

dass man sich in der Praxis selten oder nie derselben bedient, sondern,
7#
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wenn das gegebene System von Gleichungen nicht etwa niiherungsweise
aufgeldst werden kann, auf mechanische Weise eine Unbekannte nach der
andern eliminiert.

Es schien mir daher niitzlich ein Verfahren zu suchen, welches
grossere Uebersicht gewiihrt wie jenes, und nicht fiir jede Anzahl von
Unbekannten erst die besondere Construction der anzuwendenden For-
meln verlaxgt, sondern die fur einige wenige Unbekannte vollstindig
ausgeschrichenen Formeln ohne Weiteres auf jede grossere Anzahl der-
selben anziwenden gestattet. Ich fand bald die Auflssung, die in den
folgenden Elittern enthalten ist, und die die Eigenschaften besitzt, die ich
so eben als wiinschenswerth angefiihrt habe. Diese Auflosung ist der-
Jenigen andog, welche Gavss schon vor Jahren fur das specielle System
von linearischen Gleichungen gegeben hat, auf welches man bei der An-
wendung d:r Methode der kleinsten Quadrate hingefithrt wird, und die
sich nun ak ein specieller Fall dieser fiir jedes System von linearischen
Gleichunger giiltigen darstellt. Diese Auflosung zerfillt durch eine
Aenderung die man mit einigen der Hiilfsgrossen vornehmen kann, in
zwel, die n der Anwendung sich merklich von einander unterscheiden.
Die erste derselben ist die allgemeinere, indem sie nicht nur die Werthe
der Unbekannten, sondern auch die Coeflicienten der unbestimmten Auf-
losung expicite giebt. Die zweite empfiehlt sich durch kiirzere Rech-
nung wie de erste, wenn es sich bloss um die Ermittelung der Werthe
der Unbekanten handelt, giebt jedoch auch die Coefficienten der unbe-
stimmten Avflosung durch eine Rechnung, die nicht linger ist wie die,
welche die erste Auflosung hiefiir verlangt, wenn man alle auszufiihrenden
Rechnungen in Betracht zieht.

Nach der Ableitung dieser beiden Auflssungen beriicksichtige ich den
Fall, wo alle Gleichungen des gegebenen Systems von Gleichungen nicht
von einander unabhiingig sind, und wo man also die Werthe der Unbe-
kannten nickt berechnen kann. Ich gebe das Kennzeichen hiefiir an, und
zeige, wie nan die Bedingungsgleichung selbst, die dann zwischen den
gegebenen 6leichungen nothwendig statt finden muss, auf eine éinfache
Art direct erthalten kann. Hiefiir zeigt sich die erste Auflosung etwas ein-
facher wie die zweite, indem gewisse darin ohnehin vorkommende Hiilfs-
grossen zugleich die Coefficienten dieser Bedimgungsgleichung sind.

Endlich habe ich die Anwendung der Auflosung und die bemerkens-
werthen Eirzelheiten, die dabei vorkommen, durch Beispiele erliutert.
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I.
Seien

(aa) z + (ab) ' + (ac) 2" +

(ba) z 4 (bb) &' 4 (be) 2" +

( )m-l-(r:b}m + (cc) =" +

(da) 2 + (db) & + (de) 2" + (dd) " + etc. 4 ¢ = 0

etc. ete.

ein beliebiges System von linearischen Gleichungen, in welchen z, 2/, ete
die unbekannten Grossen bedeuten, und die Coefficienten (aa), (ab), (ba),
etc. von einander unabhingig sind. Man multipliciere die erste Gleichung
mit der unbestimmten Grisse @, und addiere sie hierauf zur zweiten.
Hierdurch entsteht

[(aa) a4 (ba)] 5+ [(b) o+ (B)] & + [(ac) e (b)) '+ [(ad) o + (bd) "] 4 eto.

(ad) " 4 etc. + ¢ = 0

(bd) 2" 4 etc. + ¢ = 0

(cd) 2" 4 ete. + ¢ =10 ¢ (1)
)

+[qe+¢] =0.
Setzen wir nun
(a0) & + (ba) =
(ab) a + (bb) = (bb 1)
(ac) & + (be) = (be ) (@)
(ad) & + (bd) = (bd,1) |
etc.
qge+q =0

so ergiebt sich
(bbA) &' + (be ) & 4 (bd1) &" + ete. + Q' = 0,
in welcher z eliminiert ist.
Multiplicieren wir ferner die erste Gleichung mit &', die zweite mit g

und addieren beide hierauf zur dritten, so bekommen wir, wenn wir

(00) & + (ba) f + (ca) = 0
(ba) & + (bb) g + (cb) =0
(ca) &' + (be) § + (c€) = (cc.2) )

(da) & + (bd) & + (ed) = (cd,2)

ete.
qmr + qrﬁr = qn % Qn
selzen,
(ec,2) 2" + (cd,2) 2" + elc. 4+ Q" =0,

wo 2 und & eliminiert sind. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens er-
giebt sich ferner !




88 P. A. HanseN, ALLGEMEINE AUFLOSUNG

(a¢) o' 4 (ba) 8" + (ca) y" + (da) = 0
(@) "+ (b8) ' + (cb) 7+ (db) = 0
(@ &' + (be) 8" + (cc) " + (de) =0
(&) | (ad)e’ + (bd)S" + (cd)y" + (dd) = (dd,3)
els.

(dd,3) @ +ete.  + Q" =0
und so fort, bis alle vorgegebenen Gleichungen erschopft sind. Das ur-
spriingliche System von linearischen Gleichungen wird also durch dieses
Verfahren i folgendes verwandelt: -
(aa 2 4 (ab) ' + (ac) 2" + (ad)2” + etc. + ¢ = 0
(bbA) 2" 4 (beA) 2" 4 (bd 1) 2" 4+ ete. + Q' = 0
(cc,2) 2" + (¢d,2) 2" 4 etc. + Q' = 0
(dd,3) " + etc. - Q"= 0
ete.
wo in jede nachfolgenden Gleichung immer eine unbekannte Grosse
weniger volkommt, wie in der vorhergehenden, so dass die lel:zte der-
selben nur Eine Unbekannte enthiilt.

Diese Gleichungen haben demnach dieselbe Form, welche Gauss
zuerst dem speciellen System von linearischen Gleichungen, auf welches
die Methode der kleinsten Quadrate hinfithrt, gegeben hat. Gleichwie in
diesem Fall¢ kann man in dem hier behandelten allgemeineren die vor-
stehenden Cleichungen weiter entwickeln und vollstindig auflésen.

Die elen entwickelten Gleichungen zelgen dass man jedenfalls
setzen kann:

8 55 ik ey A b {m] Vs {jm A" + ete.

e {ﬁﬁ?,l-l T {m B+ {d‘d 0 Bt

()" S R {m;';]' +' s U+ ete.
—_ = ‘ {d?t,aj + ele.

| ete.

wo A, A, el., B, etc. unbestimmte Grossen sind. Substituieren wir nun
diese Werthe der Unbekannten in die vorhergehenden Gleichungen, so
bekommen wir identische Gleichungen, die in eben so viele zerfallen,
wie unbestimmte Grissen vorhanden sind, und also diese bestimmen.
Wir erhalten dadurch die folgenden Gleichungen, dus welchen 4, 4, etc.,
B, ete. bestinmt werden miissen.
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(aa) A + (ab) =0
(aa) A"+ (ab) B' + (ac) = 0
(bb,1) B’ 4 (be,4) =0
(aa) A"+ (ab) B" + (ac) C" + (ad) = 0
(bb,1) B" + (be,A) C" + (bd,1) = 0
(ec,2) C" + (ed,2) = 0
etc.

Diese Gleichungen sind denen, von welchen wir ausgegangen sind,
shnlich, und die Unbekannten haben dieselben Coefficienten, nur ist die
Zahl aller Unbekannten hier successive von unten an gerechnet, immer
um Eins kleiner, und die bekannten Glieder sind die Coefficienten der
zuletzt weggefallenen Unbekannteu Wir koénnen hier ebenfalls setzen :

" 1] {m’li}
— A=+ myr 6+ (nc!} G

: @a.1) o)

—B'= o= St \ #ap B
" _ (ed,2)

A o)

und ebenso fiir die andern der vorstehenden Systeme von Gleichungen.
Die Substitution dieser Gleichungen giebt zur Bestimmung von G, &', H’
die folgenden Gleichungen:

(aa) G 4 (ab) =0 |

(aa) G' + (ab) H" + (ac) = 0

(b,1) H' 4 (be, 1) =0
welche mit den, dem System fiir A", B", C’, vorangehenden obigen
Systemen identisch sind. Hierdurch wird also offenbar, dass
G= A, G = A, H — B’, etc

und wir haben daher sofort zur Bestimmung von A4, A', etc., B, die
folgenden Ausdriicke :

(ab).

o g

¢ (a0) 1y (be,d)

Tl (aa) + (bb,1) 4

f (be, 1)
B iyl (bb,1)

’ (b, 1) (cd,2) (6)
'".A—*{aa1+ . A ¥ A

" (b, 1) (cd,2) ' |
e - ®a. .t ey D

i (ed,2)
=% = lee,2)

etc.
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welche wiederum den Ausdriicken (5) zur Bestimmung der Unbekannten

selbst analig sind. X

Umn durch Anwendung der Ausdriicke (6) und (5) die Werthe der
Unbekannten berechnen zu kénnen, miissen durch Hiilfe der Ausdriicke
(2), (3), (&), ste. die Coefficienten (bb,1), (be,1), ete. (ce,2), ete. @', Q', ete.
berechnet werden. Hier zeigl sich ein wesentlicher Unterschied zwischen
der vorlieginden Aufgabe und der Auflssung des speciellen Systems
von Gleichingen, worauf die Methode der kleinsten Quadrate fiihrt.
Wir haben hier, zufolge der Ausdriicke (2), (3), (&), etc. die folgenden
Systeme voa linearischen Gleichungen aufzuldsen :

(@) & + (ba) = 0

(@) & + (ba) g + (ca) = 0
() o 4 (b) B'4 (eb) = 0
(@) &’ + (ba) " + (ca) y" + (da) = 0
(@) &+ (bb) 8" + (cb) " + (db) = 0
(@) a"+ (be) "+ (ce) y' + (de) = 0

efc,

die sich vox dem urspriinglichen System darin unterscheiden, dass die
Coefficienten, die dort in horizontaler Reihe stelien, sich hier in verticaler
befinden, wmd umgekehrt. Bei der Auflosung der Gleichungen, die
die Methode der kleinsten Quadrate giebt, haben im Gegentheil die den
vorstehender correspondirenden Hiilfsgleichungen die nimliche Form
wie die gegcbenen, welches man leicht erkennt, wenn man (ba) = (ab),

etc. macht,
3.

Um die Auflssung der eben angefiihrten Gleichungen zu bewerk-
stelligen, wallen wir im Allgemeinen ein System von Gleichungen be-
trachten, in welchem die Coefficienten der horizontalen Reihen denen
der verticalex im urspriinglichen System, und umgekehrt, gleich sind,
und dieses System in Bezug auf das urspriingliche das reciproke System
nennen. Sei daher das reciproke System das folgende:

(6 y + (ba) y' + (ca) y + (da) ¥ + ete. + 7 — 0
(@b) y + (bb) y' + (cb) y" + (db) y" + etc. 4 ' = 0
) @)y +(be) ¥ + (c0) y" + (de) y* + ete. + 1" — 0
(@d)y + (bd) y' + (ed) y’ + (dd) y" + ete. + 7" — 0
elc. etc.
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Zur Auflosung dieses Systems haben wir dem Vorhergehenden zu
Folge, wenn wir die betreffenden Verwandlungen vornehmen, die fol-
genden Gleichungen:

(aa) @, + (ab) =0

(ba) ey + (bb) = (bb,1)

(ca) &, + (cb) = (cb,1) (2)

(da) @, + (db) = (db,1)

elc.
ru, +r =R
(aa) o, + (ab) ; + (ac) = 0
(ba) &; + (bb) g, + (be) =0
(ca) &, + (cb) f; + (cc) = (c02)
(da) d, + (db) B, + (de) = (de.2)
ete. ;
rn',‘+rﬁ’, +r =R
(aa) oy + (ab) gy + (ac) y; +
(ba) ui’ (bb) gy + (be) 7i +
( +
+

EEE

I

-~
£
&

(ca) ay + (cb) £y +

(da) oy + (db) g} +
o ete.

reg+ rg 1y

u. 8. w. Ferner

(+)

ﬁ
>
X

+
|

" (da) db, 1) (de,2) ¢
i 4 “‘{a«:"'{w “i"'{mmA*
- : db, 1) {dc 2)
iy Ew,h + Tec,2) B,
C’ (de,2)
oo s (cc,2)

r K
=Y = o A T ey {m!] Ay ¥ Gy {dd,a} 7 Af + ete.

' K
—Yy = NTOB ed (m;ﬂ} B' + [d;ﬂl B'""i" etc. (.54‘)
-—ynz I:ﬂ-ﬂ,'!] + {” 3} C" + Etc-

i X
—y = [dd,l} + ete.
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5.

Bevor ch weiter gehe, mache ich darauf aufmerksam, dass ich im
vorhergeherden Artikel Gruppen von Gréssen, die #usserlich von den
| correspondirenden in Art. 1. verschieden sind, dieselben abkiirzenden
Bezeichnungen (bb,1), (cc,2), (dd,3), etc. gegeben habe. Es ist daher zu
beweisen, diss diese in der That identisch sind. Nehmen wir die beiden
Ausdriicke fiir (dd,3) vor; diese erfordern, dass

(da) & + (db) g; + (de) 7, = (ad) &’ + (bd) § + (cd) 5"
sel. Um zu zeigen, dass diese Gleichung in der That in allen Fillen
statt findet, substituiere ich die Werthe von (da), (db), (dc), welche sich
_aus den drei ersten Gleichungen (&), so wie die von (ad), (bd), cd), welche
sich aus dex drei ersten Gleichungen (4') ergeben.

Hierdurch entsteht ohne Weiteres :

(aa) &' a; + (ba) 8" «; + (ca) ;,v o,

+(ab) &’ B + 00§ 4 + ()7 6

1 (ac) &’ 7y + (be) 8" gy + (cc) ¥’ ?’1 =
(aa) @y ' + (ab) gf &' + (ac) 9}
+ (b0 o]+ B8 g7 ¢+ O

+(ea) oj ¥ + () Bl § + ()7 7
welches 0 =— 0 ist. Eben so beweist man die Identitit der iibrigen
Ausdriicke, welche mit demselben Zeichen bezeichnet worden sind.

5.

Aus den Vorhergehenden ergiebt sich nun, dass man, um zur Auf-
l6sung des urspriinglichen Systems von n Unbekannten zu gelangen,
eine Reihe vyon reciproken Systemen auflésen muss, von welchen das
ausgedehnteste n — 1 Unbekannte enthilt. Um diese aufzulésen, muss
man eine Rehe von urspritﬁglinhen Systemen auflosen, von welchen das
ausgedehnteste » — 2 Unbekannte enthilt. Dann wieder eine Reihe von
reciproken fystemen, von welchen das ausgedehnteste » — 3 Unbe-
kannte enth#dt, und so fort, bis man endlich auf Eine urspriingliche und
Eine reciproce Gleichung kommt, nimlich auf die beiden Gleichungen

(aa) @ + (ba) —= 0 und (aa) @, + (ab) — 0.

Man kann daher mit diesen anfangen und successive zu den aus-
gedehnteren Systemen aufsteigen, wodurch man endlich die vollstindig
ausgefithrte Auflosung des vorgegebenen Systems erhilt. Vermoge der
Relationen, die zwischen den Unbekannten der aufzuldsenden Systeme
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statt finden, reduciert sich diese Arbeit sehr, und fithrt darauf hin, dass
man erst die beiden vorstehenden Systeme von Einer Unbekannten, dann
zwei Systeme von zwei Unbekannten, und so fort, bis endlich zwei
| Systeme von n — 1 Unbekannten aufzultsen hat, welche letztere als-
dann unmittelbar die Auflésung des vorgegebenen Systems geben. Es
enthalten ferner in diesen Reihen von Systemen immer die vorhergehen-
den die Vorbereitungen zur Auflosung der beiden zuniéchst folgenden.

6.
Gehen wir, um dieses zu zeigen, zu den Glemhungen (2) zuriick.

Die erste dieser giebt (ba)
* = —(aa)

' und wenn e hieraus berechnet worden ist, geben die iibrigen Glei
chungen (2) die Coefficienten '
(bb,1), (be1), (bd,1), ete. Q
die Gleichungen (6') geben ferner zu erkennen, dass
A=a
ist. Wir kommen nun zu den Gleichungen (3). Hier haben wir zuvorderst
ein reciprokes System von zwei Unbekannten aufzultsen. Wir miissen
also in der im Art. 3. gegebenen allgemeinen Auflésung eines reciproken
Systems die Unbekannten und die Zahl.der Gleichungen auf die beiden
ersten beschriinken, und diese sowohl wie die bekannten Glieder den
Gleichungen (3) gemiiss abindern. Wir miissen daher in (5')
i, §, (ca), (ch
resp. fir y, y, r, 1
setzen. Hierdurch und durch Zuziehung der Gleichungen (2) erhalten

. (ab)
wir % = (]
(ba) @, + (bb) = (bb,1)
R = (ca) @y + (cb) = (obi1)
und endlich, wegen A, — «,
B (ca) (b, 1)
o) Fho— T TR
el (eb,1)
e — (bb,1)

. worauf die iibrigen Gleichungen (3)
(ce,2), (ed,2), ete. Q
geben. Durch die Glemhungen ( ﬁ) und (6) erkennt man ferner, dﬂEE
el g = A

ist. Wir gehen jetzt zu den Glemhungen (4) iiber. Um das in diesen enl-"
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haltene recproke System von drei Unbekannten aufzulésen, setzen wir
in die allgemeine Auﬂﬁsung des Art. 3.
<\ o' (da), (@), (do
resp. fir y, ¥, y, r, 7, r.
Hierdvrch bekommen wir aus (2°) und (3')
R = (da) a, + (db) == (db,1) ¥
R = (da) ) + (db) £, + (do) = (de,2)

und hiermi aus (5')
__ (da)

Mgy {db,‘l} (de,2)
b AP e ey W il -
S (db,1)  (de3)
s =) g
e (de,2)
yi— =

Um di2 Ausdriicke fiir ; und g;, die hier gebraucht werden, zu

finden, miissen wir uns an das urspriingliche System halten, und darin
nur z und z', so wie die beiden ersten Gleichungen beibehalten. Wir

miissen also in diesem System, in Folge der beiden ersten Gleichungen
(3r) m, .‘I}', q} q:

resp. in e, 8, (ac), (bc)
verwandeln. Hiermit ergiebt sich

Q = (ac) & + (bc) = (be,1)

und
' {ﬂ'ﬂ} bﬂ ”
o + e @
(be, 1)
i P =)

Wir ercennen ferner durch die Gleichungen (6) und (6'), dass

A=o; Bi=¢; Ci=y; A —q; B =4,
ist. Diese Identificierungen konnen ohne Grenze fortgesetzt werden,
und wir gehngen dadurch zur ausgefithrten Auflssung eines beliebigen
‘Systems von linearischen Gleichungen. Die bereits abgeleiteten Aus-
driicke gebeir durch ihre regelmiissige Form schon zu erkennen. wie alle
folgenden zisammengesetzt sein miissen, und wir konnen daher jetzt
schon, wennwir sie in der Folge, wie sie zur Anwendung kommen, hin-
schreiben, diraus die fiir jede beliebige Anzahl von Unbekannten erfor-
derlichen Ausdriicke ableiten.

1.

Es ergiebt sich somit durch die vorhergehenden Ableitungen, dass
man, um das unter (1) aufgestellte beliebige System von linearischen
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Gleichungen vollstindig aufzulosen, dm Berechnung der folgenden Aus-

driicke auszufiihren hat:

. (ba) . (ab)
* — —laq) % == —(aq)
(ab) & + (bb) = (bb,1) (ba) e, + (bb) = (bb,1)
(ac) @ + (be) = (be,A) (ca) &, + (¢b) = (¢b,1)
(ad) @ 4 (bd) = (bd 1) da) ety + (db) = (db,1)
e!;c. elc.
ge+q =0Q
i {Eﬂ:l Eﬁ,ﬂ P { :f {b\‘.’-‘,“]
Ble = e~y O = —ar + =i %
. cb, 1) e g be,(1)
g = ‘__{[ba,T}" ﬂi " — (bb,1)
(ac) &' + (be) B + (ec) = (ce,2) (a) e + (cb) B + (cc) = (cc,2)
(ad) & + (bd) 8 + (ed) = (¢d,2) (da) «; + (db) g, + (dc) = (dc,2)
elc. etc.
@ +4f +¢ =0¢
? db, de@) o w o (bd, :
e E‘ii =5 {{w; | e B .-;.m;. 2 [bﬁ.':} - T "'{[:;:}‘ &
u db, {dc !} ’ (bd,
g = #EM:; Ziea B | B :{5?:;_ —-g:; by
» —gfn (de,2) wiicl (cd,2)
y — {uc )  § . :m}r
(ad)a’ 4+ (bd) 8"+ (cd)y" + (dd) — (dd,3) | (da) a; + (db) 8; + (dc)y" + (dd) = (dd,3)

ele.
g’ + 46 +47 +9 =0

etc.

u. s. w. bis zur Abtheilung, in welcher der Ind&x der Grissen rechter Hand
— n — 1 ist, wenn die Zahl der Unbekannten n genannt wird. Hierauf

hat man
= | gt i oorghull wh @ grodge
3 —{an {Hrl] o ﬂr:i} 1 T —dd,3 % '
W o i ;

o = TR N A A A

i Y Q"
r = —ec,2) = {dd 8] 7, + ete.
o ﬂ';]_ + etc.
elc.

Diese Ausdriicke geben zu erkennen, dass die Endformeln fiir die
Unbekannten denen fiir die Hiilfsgrossen e, a), £, etc. analog sind,
und dass diese letzteren endlich in die Unbekannten selbst iibergehen.
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Hat man nimlich nur zwei Gleichungen mit eben so vielen Unbekannten,
so erhilt nan die Werthe dieser, wenn man

0, =2

'y =

macht, -und in den obigen Ausdriicken fiir diese Hiillsgrissen

¢ fir ()

und Q' fir (be)

substituiert. Sind drei Gleichungen mit drei Unbekannten gegeben, so

Wll'd a; —— -3

wenn man in die betreffenden Ausdriicke
g fur (ad)
Q' fir (bd1)
Q" fir (cd,2)
substituiert, u. s. f. fiir mehr Gleichungen und Unbekannte.
Fiir diz Grossen (bb,1), (ce,2), etc. enthilt die vorstehende Auflosung
doppelte Aisdriicke, von welchen man, strenge genommen, nur die einen

~ anzuwendea braucht, berechnet man aber beide Ausdriicke einer jeden

dieser Gréssen, so erhilt man eine schitzbare Controlle uber die Rich-

tigkeit der vorhergehenden Rechnung.
Ich benerke ferner, dass in der vorstehenden Auflosung eines be-

liebigen Sy:tems von linearischen Gleichungen die Gaussische Auflosung
des in der Wlethode der kleinsten Quadrate vorkommenden Systems von
linearischer Gleichungen als specieller Fall enthalten ist. Macht man
nimlich (ba) == (ab), ete., so sieht man ohne Weiteres, dass die Grissen
der zweiter. Columne mit denen der ersten identisch werden, und diese
werden alsdann mit den Hiilfsgrossen identisch, welche in der genannten
Gaussischer Auflssung vorkommen, obgleich in der Husseren Form eine
kleine Versthiedenheit statt findet, die darin besteht, dass Gauss die
Grossen (cc2), (cd,2), ete. (dd.3), ete. von den Grossen (be,1), (bd,1), ete.
(ed,2), etc. abhiingig gemacht hat, wihrend statt dessen hier diese Grossen
in Function der Coefficienten (be), (bd), ete. (cd), etc. der gegebenen
Gleichungen dargestellt sind.
8* .

Es trift sich zuweilen, dass man ein vorgegebenes System von

linearischer Gleichungen unbestimmt auflisen muss, sei es, um den
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Einfluss der einzelnen bekannten Glieder auf die Werthe der Unbekannten
zu ermessen, oder aus andern Ursachen. Die unbestimmte Auflssung
ergiebt sich fast unmittelbar aus der vorstehenden bestimmten, indem
die darin vorkommenden Hilfsgrossen e, o, f, ete. o, a, £, etc.
die Coefficienten der unbestimmten Auflosung auf eine einfache Weise
bilden helfen. Die Berechnung der Q', Q°, etc. genannten Gréssen wird
nun iiberfliissig und braucht also nicht ausgefiihrt zu werden. Die Sub-
stitution der vorstehenden Ausdriicke dieser Grossen in die Ausdrﬁcke
fir z, 2, etc. giebt sogleich

¢ = (A44) q + (AB) ¢’ + (AC) ¢’ + (AD) ¢" + ete.
--“3--—-(53’4‘10'5‘4'(BB)*';r +(Bﬂ)q + (BD) ¢" +etc.

o' = (CA) ¢ + (CB) ¢’ + (CC) ¢" + (CD) ¢" + ete.
@' = (DA) ¢ + (DB)¢' + (DC) ¢" + (DD) ¢" + etc.
ete. etc. |

(AA)-—:;::J + —gy o __{mll o + '-—{a*:?ﬁ'ﬂi' + ete.
(BA) =. '_'Tﬂ.a‘,i]‘ g ed o :.'E:‘i]’,' By + ete.

LR o
(DA) = ——-(— + ete.
et | ete.

1
(Aﬂ)zl"mul'l'""i%ﬂ'“l_l' 53]%+Etc

. 1 |
e i o T :Tc'::TJﬁ; :ﬁdﬁﬁ:"’em'
(CB) = ot = v+ ete.
(DB) = — &5+ e
ew. - etc.

(AC) = _(m} ay ol {ﬂdn} @ + ete.
(BC) = {m a6t —am B T ete.
(CO) = —[n:,I]‘ T -—{dd.:lj 7 T ete
(DC) = ':Ti%;ﬂ + etc.
etc. elc.
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(AD)== Lol 84 ete,
BD) = — . b . 0lc

(
1 u

L |
_*—hh{dd,ﬂ + elce.
el ete.

wodurech de unbestimmte Auflésung ausgefiihrt ist. Wenn man in diesen
Ausdriicken die Bedingungen

o =He 8 Rea s §f 2584 et
einfithrt, die, wie man gesehen hat, uamittelbare Folge der Be-
dingungen (ba) = (ab), ete. sind, so ergeben sich sofort die Gaussischen
Aunsdriicke fiir die Gewichte der Unbekannten, bei Anwendung auf die
Methode der kleinsten Quadrate.

9.

Die in Vorhergehenden enthaltene Auflosung unserer Aufgabe ist
so allgeméin wie moglich, indem sie die ausgefithrte unbestimmte
Auflosung des gegebenen Systems von Gleichungen enthilt. Will man
aber von dieser letzteren absehen, und nur die bestimmte Auflésung
haben, dain lassen sich die Ausdriicke des Art. 7. noch vereinfachen.
Man kann aimlich alsdann statt der Hillfsgrossen o, «', 8, etc. o, @, ),
etc., deren Ausdriicke zum grosseren Theil aus mehreren Gliedern be-
stehen, anlere einfilhren, die durch eingliederige Ausdriicke gegeben
werden, wmd deren luganthmlsche Berechnung daher wenige Miihe
erfordert.

Wir kinnten die nun zu entwickelnden Ausdriicke mit wenig Miihe
aus denen les Art, 7. erhalten, allein da ihre directe Ableitung aus den
gegebenen Gleichungen auch wenig Arbeit verursacht, und kiirzer ist
wie die olige Ableitung der allgemeineren Ausdriicke des Art. 7., so
will ich wirder von dem gegebenen System von Gleichungen ausgehen,
und diese hier zu mehrerer Deutlichkeit wiederholen.

(ad z + (ab) ' + (ac) " + (ed) ="+ etc. ¥+ ¢ =0

(ba) = + (bb) ' + (bopat+ (bd) 2" + ete. + ¢ =0

(ca) & + (cb) 2" + (cc)a” + (ed) 2" + ete. + ¢' =0

(da) z 4+ (db) & + (dc) =" + (dd)'2"+ etc. + q" =0
i ete. elc,
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Multiplicieren wir hier die erste Gleichung mit g, und addieren sie
zur zweiten; multiplicieren wir ferner die erste mit p, und addieren sie
zur dritten; multiplicieren wir ferner die erste mit J, und addieren sie
zur vierten, u. s. f., bis alle gegebénen Gleichungen erschopft sind.
Setzen wir nun in jeder der so erhaltenen Gleichungen den Coefficienten
von & gleich Null, so ergeben sich zur Bestimmung der unbestimmten
Factoren g, y, @ ete. folgende Gleichungen :

(aa) § + (ba) = 0
(aa) y + (ca) =0
(aa) & + (da) = 0
, ete.
Fithren wir ausserdem die folgenden Hiilfsgrossen ein:
(ab) 8 + (bb) = (bb,1); (ab) y 4 (cb) = (cb,1); (ab) & 4 (db) = (db,1);
(ac) B + (be) = (be1) ; (ac) y + (cc) = (ee,1); (ac) & + (de) = (de,1); etc.
(ad) 8 + (bd) = (bd,1); (ad)y + (ed) = (ed1); (ad) 0 + (dd) = (dd,1);
elc. etc. ete.

W+9 =0 ;@ +¢ =0 ;0 +9 =
so erhalten. wir folgende Gleichungen ohne z:
(bb1) ' + (be) 2" 4 (bd 1) " 4 ete. + Q' = 0
(eb,1) ' + (ceA) z' + (ed ) &" + ete. 4+ Q; = 0
(db1) &' + (deA) 2" 4 (dd) " 4 ete. + Q); = 0
ete. ete.
deren Anzahl n — 1 ist, wenn das gegebene System aus n Gleichungen

besteht.

Multiplicieren wir nun die erste dieser Gleichungen mit der unbe-
stimmten Grosse (y,1), und addieren sie zur zweiten; multiplicieren wir
ferner die erste mit (d,1), und addieren sie zur dritien; u. s. w., so
ergeben sich, nachdem man

(bb,1) (p,1) + (cbit)
(bb,1) (8,1) + (db,1)
etc.

0
0

i

gemacht, und
(be,t) (p1) + (ce1) = (ee,2); (bed) (31) 4 (de,d) = (de.2);
(bd,1) (1) + (ed 1) = (cd,2); (bdA) (6.4) + (dd,1) = (dd,2);
etc. etc.
Q (7.1) + Q, ¢ ; QEN+C = @ ;
gesetzl hat,
Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. I. 8

elc.

|
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(ce,2) @' + (¢d,2) 2" 4 ete. + Q" = 0
(de,2) &' + (dd,2) 2" + ete. + Qf = @
ete.
die weder z noch &' enthalten, und deren Anzahl » — 2 ist. Durch
Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man ferner
(cc2) (6,2) + (de,2) =0
ete.
(eq,2) (0,2) + (dd,2) = (dd.3);
etc.
Q00+ 0—=0,;
(dd,3) 2" + etc. + "= 10
etc.
u. . w., hs man zuletzt auf Eine Gleichung mit Einer Unbekannten
kommt. Hermit haben wir die verlangte Auflésung schon erhalten.

10.

Durch einfache Substitution der Werthe von (ce,1), (ed,1), ete. (de,1),
(dd,1), etc. etc. in die betreffenden Ausdriicke konnen wir diese Grissen
eliminieren und dadurch die Zahl der #hnlich bezeichneten Grossen auf
die mogliclst geringe reducieren. Es ergeben sich somit fiir die be-
stimmte Aulosung eines beliebigen Systems von linearischen Gleichungen
folgende zt berechnende Formeln, die die zweite Auflésung ausmachen.

p= =t =i == e
(ub)p+( ) = (bb,1)
(ac) 8 + (b) = (be); (ab) y + (eb) = (ecb,1)
(ad) g + ( t) (bdA);  (ab) & + (db) = (db,1)
- etc.
96 + q = (
(rh) = =S s @) = =53k ete.

(ac) 7 + (bo1) (y.1) + (ce) = (cc,2)
(ad) y + (bL1) (p.1) + (cd) = (cd,2); (ac) @ + (be,1) (8,1) + (de) = (de,2)

etc. etc.
ggt+ Q@Nt+g =0
(6,2) = __E::;:; - efe.
(ad) 8 + (bd,1) (30) + (cd,2) (9,2) + (dd) = (dd,3)
etc.

@+ QON+ Q@+ =
etc.
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T :E%—.m' + {{::] 2+ {mf‘“’ + ele. + MJ
$'= —gok &+ —p & +rele. {bf ]

#= o O + ete. + — Lo
| r —ete. 4+ _—[dg:;}

efc.

Man erkennt leicht, dass alle mit zwei Buchstaben und emer an-
gehiingten Zahl, so wie Q', Q°, elc. bezeichneten Grossen mit den
gleichbezeichneten Grissen der ersten Auflosung identisch sind. Man
sieht femer,-wie im Art. 9. angezeigt wurde, dass die in der ersten Auf-
losung mit e, o, 8, etc. a,, «, £, etc. bezeichneten Hiilfsgrossen, hier
durch g, y, etc. (#,1), etc. ersetzt sind, die durch lauter eingliedrige
Ausdriicke gegeben sind. Wenn man in den Formeln der vorstehenden
Auflssung die Bedingungen (ba) — (ab), etc. einfiihrt, so werden diese
mit der oft erwihnten Gaussischen Auflésung vollig identisch.

11.

Obgleich in der eben abgeleiteten zweiten Auflisung eines be-
liebigen Systems von linearischen Gleichungen die unbestimmte Auf-
l6sung nicht ausdriicklich enthalten ist, so kénnen die Coefficienten der-
selben doch daraus berechnet werden, ohne dass man die Hiilfsgrossen
o, ¢, By, etc. zu berechnen nothig hat. Dieses werde ich jetzt zeigen.

Es ist an sich klar, dass man die Coefficienten von ¢ der unbe-
stimmten Auflosung, d. i. in Zeichen des Art. 8. (44), (BA), (CA), etc.
durch die bestimmte Auflosung bekommen muss, wenn man in dieser
g=—1,¢ =0, ¢ =0, etc. macht. Ferner muss man die Coefficienten
von ¢, d.i. (AB), (BB), (CB), etc. bekommen, wenn man in der be-
stimmten Auflosung ¢ — 0, ¢' =1, ¢' =0, etc. macht, u. s.w.
Wenden wir diesen Satz auf dieﬁuﬂﬁsung des vor. Art. an, so sieht man,
dass bloss ¢, Q', @', etc. andere Werthe, wie die dort angegebenen,
annehmen, wihrend alle anderen Hiilfsgrossen unveriéndert bleiben.
Setzen wir daher nach und nach ¢ =1, ¢ =1, ¢' =1, etc. und zu-
gleich alle anderen ¢ gleich Null, so bekommen wir fiir die unbestimmte

Auflésung folgende zu berechnende Ausdriicke:
B *
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4
(DA) 4 ete. + — M}

[ﬁd 1)

=) (DA) +ete. + —p5y thﬁ*}

(cd,2)

W(DA)'I'EE + {cci]

(DA)—*—etc +

R —¢
R=y+ (1R
R =04 (@1 R+ (02 R
etc.
(A4) = —) (BA) + —2)— (CA) +
(BA)=—p (CA) +
() (C4)—
Ferner
S = (7,‘1)
S=(©01)+02S
etc.
(AB) = —CU (BB) + —U9_ (CB) 4+ %
(BB)=—,i5 (CB) +
Ferner
v g (o

(AC) = —{ (BC) + — - (CC) +
(BO=—gz1y (CO +

@) (GC)==sk
Ferner
U — elc
(AD) = —%). (BD) + —U9_ (CD) +
(BD)=—;;+ (CD) +
D) (CD)=

=0
etc.
{M] (DB) + ete.
=aoay (0B) +ete. + gy
—toear (DB) + ete. + —¢5;
(DB)=ete. + —sr
etc.
— o (DO) + ete.
—ear (DC) + etc.
i) (DO) +ele. + —r s
(DC)=ete. + —z5
etc.
—aa— (DD) + etc
tar (DD) + ete
—(oear (DD) 4 etc
(DD) =etc. 4 [a;,a,;
ele.
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Es lisst sich leicht zeigen, dass die hier eingefiihrten Grossen
R R, R, etc. resp. mit , &, «', etc. S, §', etc. resp. mit g, &', ete.
T, etc. resp. mit y', etc. identisch sind.

Fiihrt man hier die Bedingungen (ba) = (ab), etc. ein, so wird man
auf das Verfahren hingefiihrt, welches ich in Nr. 192. der Astron. Nachr.
zur Berechnung der Gewichte gegeben habe. In diesem Falle wird die
Berechnung, wie ich am angef. Orte gezeigt habe, bedeutend einfacher,
wie in dem hier behandelten allgemeinen Falle, Es wird niimlich die
Berechnung der Hiilfsgrissen R, R, R', ete. 8, § ete., T, ete. iiberfliissig.
Um dieses hier zu zeigen, werden wir annehmen, dass die Zahl der Un-
bekannten vier sei; die Folgerungen, die wir hieraus ziehen, gelten, wie
leicht einzusehen ist, fiir jede beliebige Anzahl von Unbekannten.

Nehmen wir nun das vorstehende System von Gleichungen (D)

zuerst vor. Dieses giebt uns ungeiindert die Werthe der Grossen
(DD), (CD), (BD) und (AD).

Da aber nun, wie die Ausdriicke des Art. 8. nach Einfiihrung der
Bedingungen (ba) — (ab), etc. zeigen, (DC) = (CD) ist, so brauchen wir
die letzte Gleichung des Systems (C) nicht zu beriicksichtigen, sondern
konnen sogleich den eben gefundenen Werth von (€D) fiir (DC) in die

drei ersten Gleichungen (€) substituieren. Diese geben somit unabhiingig
von den Hiilfsgrossen T, ete. die Coefficienten

(CC), (BC) und (AC).

Da nun aber (CB) = (BC) und (DB) — (BD) ist, so konnen wir
diese, deren Werthe wir schon erhalten haben, resp. fiir (CB) und (DB)
in die beiden ersten Gleichungen (B) substituieren, welche uns nun,
ohne dass wir 8, §, etc. zu kennen brauchen, die Coefficienten

(BB) und (AB)
geben werden. Endlich giebt die Substitution von den schon gefun-
denen Werthen von (AB), (AC) und (AD) resp. fiir (BA), (CA) und (DA)
in die erste der Gleichungen (A) den Werth des Coefficienten
44)
ohne die Kenntniss von R, R, R, etc. vorauszusetzen.
Das Verhalten dieser beiden Auflésungen zu einander bei der An-

wendung derselben wird man am sichersten aus dem dieser Abhandlung
zuzufiigenden ausfithrlichen numerischen Beispiel erkennen.
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12.

Es is noch der Fall zu erértern iibrig, wo in dem gegebenen
System von Gleichungen Eine Gleichung oder mehrere in den iibrigen
enthalten ist, oder diesen widerspricht, und es also unmdéglich ist, die
Unbekannt:n ans diesem System von Gleichungen zu bestimmen. Es
kommt daauf an, die Kennzeichen anzugeben, wodurch dieses in den
beiden vorstehenden Auflisungen sich ausspricht, so wie die Bedingungs-
gleichungea selbst zu finden.

Bezeihnen wir die n Gleichungen (1) zur Abkiirzung mit v =—=0;
' =0;9"=0;9" =0, etc. und n von den Unbekannten unabhingige
Factoren nit f; f; " ["; etc., so besteht bekanntlich das analytische
Kriterion des Umstandes, dass eine der gegebenen Gleichungen in den

ibrigen erthalten ist, oder ihnen widerspricht, darin, dass sich fir die
Factoren f; f'; etc. ein System von Werthen finden lisst, wodurch

fot fv' + v + [v" 4 etc. = 0 oder — constante . ... (F)
wird, und wenn keine der gegebenen Gleichungen in den iibrigen ent-
‘halten 1st, oder ihnen widerspricht, so ist eine Gleichung wie (F) un-
moglich. Wenn zwei oder mehrere der gegebenen Gleichungen in den
ibrigen erthalten sind, oder ithnen widersprechen, so lassen sich eben
so viele Systeme von Werthen von f; f; etc. finden, deren jedes eine
Bedingungsgleichung wie (F) bildet.

Da ds Vorhandensein von mehreren Bedingungsgleichungen (F)
die Sache in Bezug auf die Unauflosbarkeit der gegebenen Gleichungen
nicht lindet, so brauchen wir im Folgenden nur den Fall zu betrachten,
wo eine Bedingungsgleichung vorhanden ist.

Nehnmen wir zuerst an, dass von den Factoren f; [*; etc. keiner
= 0 ist; substituieren wir fiir v; v’; etc. die Gleichungen (1) in (F) und
setzen die Coefficienten einer jeden Unbekannten, wie fiir das Erfiilltsein
von (F) nohwendig ist, gleich Null. Dadurch erhalten wir die folgenden
n Gleichunzen :

(aa [+ (ba) [* + (ca) [* + (da) f* + etc. =0
(ab) f + (b0) [+ (cb) [ + (db) f* + etc. =0
(aci f 4+ (be) '+ (ce) f* + (de) [ + etec. = 0 (&)
(ad f 4+ (bd) ' + (cd) f* + (dd) " + etc. = 0

etc. ete
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Vergleichen wir diese mit den Gleichungen (2), (3), (4), ete., so
sehen wir, dass die ersten n — 1 derselben mit dem (n — 1)"" oder
letzten System von Hiilfsgleichungen identisch sind, die in der ersten
obigen Auflosung der Gleichungen (1) vorkommen. Die Verhiltnisse
r_f_ — f'{;i , etc. sind daher identisch mit den Hiilfsgrossen «®™~?,
B"~? ete. und werden durch den Gang der Auflssung unzweideutig
bestimmt. Die linke Seite der vorstehenden n'*" oder letzten Gleichung
wird aber nun mit der linken Seite des Ausdrucks fiir (¢g, n —1) identisch,
wenn wir hiermit die letzte der Griossen (bb,1); (cc,2); (dd,3); ete. be-
zeichnen. Wir erhalten also (¢¢, n—1) —0, und da die so bezeichneten
Grossen in beiden obigen Auflésungen identisch sind, so ist die Gleichung

| (99, n—1) =0
in beiden Auflésungen das Kennzeichen des Falles, den wir hier be-
trachten.

Wenn aber einer oder mehrere der Factoren f; f; etc. gleich Null
sind, so kann sich ereignen, dass nicht (qq, n —1), sondern irgend eine
der vorhergehenden Grossen dieser Gattung, ja selbst die erste derselben
(bb,1) = 0 wird.

Seien z. B. ausser fund [ alle fgleich Null, dann gehen die Gleichungen
(G) in folgende iiber:

(aa) [+ (ba) ['=0
(ab) f+ (b)) =0
(ac) [ + (be) [ =0
(ad) f + (bd) [ = 0

durch deren Vergleichung mit den Gleichungen (2) man erkennt, dass
a =L, (bb1) =0, (be)) =0, (bd,1) =0, etc.
Wiiren statt dessen f, f', [* die einzigen Factoren, die nicht Null sind,
so wiirde man eben so finden, dass die vorstehenden nicht statt finden,
+ dagegen aber ’
= -};:r-, g == -F—~ , (c6,2) = 0, (¢d,2) = 0, etec.
wire, u.s. w., wenn von einem gewissen [ an alle folgenden [ Null sind.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten iibrig, wo in der Reihe f; f’; etc.
einer oder mehrere Null sind, ohne dass alle folgenden auch Null sind.

Seien alle auf f folgenden [ gleich Null, und ausserdem ein be-
liebiger Factor, z. B. f* = 0, dann gehen die Gleichungen (G) in die
folgenden iiber:




106 P. A. Hansen, ALLGEMEINE AUFLOSUNG
(aa) f + (a) f* + (da) f* + ete. + (ka) [ =
(ab) [+ (B) 4 (dB) f* + ete. + (kb) [ =
(ae) [+ (be)  + (de) [ + ete. + (ke) f =0 (K)
(ad) [ + (k) ' + (dd) f* + ete. + (kd) [ = 0
elc. ' etc.

(ac) {a

(ad) { = —

) {a s —
(al) {a " —

deren Anzail wie immer n ist. Die Hiilfsgleichungen der ersten Auf-
losung, mitwelchen die obigen Gleichungen verglichen werden miissen,
sind nun de folgenden: .
(aa) & ™™ + (ba) B + (ca)y ™ + (da) 0™ + etc. + (ka) =0
(ab) & “" + (b)) ﬁ“‘" + (cb)y“‘" + (db) 0“™" + ete. + (kb)) =0
(86) = = (b)) £~ + (e6)y = + (de) 0+ ete. + (he) =
(0d) &=~ (bd) = + (od)y " + (dd) 8%~ + ete. + (kd) =0
ete. T ete. (L)
deren Anzahl i ist, wozu noch die folgenden kommen :
(ak) & ™ + (bk) B + (ck) y = + (dk) 3" + etc. + (kk) = (kk.3)
(al) & + (b1) B + (cl) " + (dl) 3" + ete. + (kl) = (ki,z)
ete. elc.
deren Anzahl n — @ ist.

Da disse beiden Systeme von Gleichungen (K) und (L) nében ein-
ander statt inden miissen, so dividiere ich die Gleichungen (K) durch [
und ziehe se einzeln genommen von den Gleichungen (L) ab; hierdurch
ergehen sich folgende:

(aa) {a " — -:u + (ba) {.&{i—l}__-__%ﬁ.}_l_ (ﬂﬁ)y““’+(da) {ﬂ{i-u_%}_i_ew_ =0
O L U0 o+ @y 0 s o

{
fm e y bf- {ﬁ“““— % }.|. (ﬂﬂ)?ﬁ—n -+ (dc) {a[i—l.l &
{

f{r‘} |+ (bd){B " — ‘}:ﬁ Y+ (cd) p 0 + (dd) {0 —
e ete.

o+ Ok (B — rm o+ (k) y = = () {0 —
Lo+ 0" — 1
etc. etc.

welche sogleich zu erkennen geben, dass gleichwie in den vorher be-
trachteten Fillen

| .r-
s ;mwﬁ[ ”‘—rns

(kk,t) = 0; (kl3) = 0; etc.

r == 0= oy 84~ = gy ete.

ce G

-‘;ﬁ} + etc. =0
rm }+ete. =0

%Hetc — (ki)
I 1 (el) y & + (dl) {0 " — -} +ete. = (kL)
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und es ist ans dieser Analyse zugleich ersichtlich, dass wir auf dasselbe
Resultat kommen miissen, wie viele, und welche der Factoren f auch

vor ) gleich Null seien. "t

Die Auseinandersetzungen des vorigen Art. erschopfen alle mog-
lichen Fille, die die Bedingungsgleichung (F') darbieten kann, und ent-
halten somit den Beweis der folgenden drei Sitze.

jreriSatz.
«Wenn man bei der Auflssung irgend eines Systems von linearischen
«Gleichungen nach einer der beiden hier vorgetragenen Methoden' findet,

«dass in irgend einer der folgenden Gruppen
(bb,1), (be,1), (bd.A), etc.

oder
(ce,2), (cd,2), ete.

oder
(dd,3), etc.

oder
etc.

«alle vorhandenen Grossen gleich Null werden, so ist eine der Glei-
«chungen des gegebenen Systems von Gleichungen mn den iibrigen ent-
«halten, oder widerspricht ihnen, und die Ermittelung der Unbekannten
«aus diesem System daher unméglich. »

Qter Satz.
«Wenn in der Bedingungsgleichung
fo+fv+... 4" Pv® D=0 oder = constante,
«wo die gegebenen Gleichungen » =0, v'=0, etc. in derselben Reihen-
«folge aufgestellt sind, wie bei der Anwendung der Auflgsung, alle auf
«f™ folgenden f gleich Null sind, so ist es immer die p* der Gruppen
(bb,1), (be,1), ete.
(cc,2) ete.
etc.
«welche verschwindet, es mogen vor f® einer oder mehrere dieser
« Factoren Null sein oder nicht.»

gter Satz.
«Wenn es die ¢* Gruppe ist, in welcher alle Grossen gleich Null
«werden, so 1St immer

f=[Pe9; f=[®pY™"; etc.
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«wodurchman also alle f bis auf einen derselben erhilt, welcher der
«Natur der Sache nach willkiihrlich bleibt.» |

Es kann zuweilen Interesse haben, die Bedingungsgleichung, wenn
solche statt findet, kennen zu lernen, um eine der darin concurrirenden
Gleichungen auszuschliessen, und, wo moglich, durch eine andere, un-
abhiingigezu ersetzen. Durch den dritten Satz kann man die Bedingungs-
gleichung >hne Weiteres aufstellen, wenn man sich der ersten Auflésung
bedient ha; hat man aber die zweite angewandt, so muss man die Hiilfs-
grossen «'~", 89~ ete. nach den betreffenden Formeln der ersten Auf-
losung besonders berechnen.

14.

Durcl die in dem gegebenen System von Gleichungen grade statt
findenden numerischen Werthe der Coefficienten kann sich ereignen,
dass eine oder mehrere der Grossen (be1), (bd,1), ete. (cd,2), etc. Null
werden. Deses hindert den Fortgang der Auflosung nicht im Geringsten.
Es kann sch aber auch ereignen, dass eine der Grossen (bb,1), (ce,2),
(dd,3), etc. Null wird, ohne dass alle iibrigen Grossen derselben Gruppe
Null werden. Da in diesem Falle der eben bewiesene 1% Satz nicht er-
filllt ist, so bleibt vor der Hand unentschieden, ob eine der gegebenen
Gleichungen in den iibrigen enthalten ist, oder nicht. Das Verschwinden
von einer der Grossen (bb,1), (ce,2), ete. wirkt aber hemmend auf die
Fortfuhruny der Auflésung, weil diese Grossen in den Nennern vor-
kommen. Is ist in diesem Falle nichts weiter zu thun, wie die an-
genommen: Reihenfolge der Unbekannten zu vertindern. Die einfachste
Versetzung die man vornehmen kann, ist die, dass man die Unbekannte,
welcher irgend eine der in der betreffenden Gruppe nicht verschwin-
denden Hiifsgrossen angehort, in allen Gleichungen an die Stelle der
Unbekanntam setzt, welcher die erste verschwindende Hiilfsgrisse zu-
kommt, uné diese Unbekannte an den Platz jener. Dadurch braucht in
der bereits ausgefithrten Rechnung nichts gedndert zu werden, sondern
bloss die lezeichnung der vorher berechneten Hiilfsgrossen und ihre
Reihenfolge wird analog getindert. Z. B. wenn man gefunden hat

(ﬂﬂ,ﬂ) W |
(cd,2) = 0
(ce,2) = k
(¢f,2) =i
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wo k und ! numerische Werthe bedeuten, die von Null verschieden sind,
so kann man entweder e an den Platz von ¢ und umgekehrt, und also
auch z" an den Platz von ' und umgekehrt riicken, oder man kann diese
Versetzung mit f und ¢, sowie mit 2" und 2° vornehmen. Es miissen ferner
die analogen Versetzungen mit (be,1) und (be,1) oder resp. (bf,1), so wie
mit (ac) und (ae) und resp. (af) vorgenommen werden.,

Trifft man im weiteren Verlaufe der Rechnung wieder auf denselben
Umstand, so nimmt man wieder die eben erklirte Versetzung vor, und
so ferner. Gelangt man nun durch diese Verwechselung der zuerst
angenommenen Reihenfolge der Unbekannten dahin, dass keine der
betreffenden Hiilfsgrossen verschwinden, so ist keine der gegebenen
Gleichungen in den iibrigen enthalten, und man bekommt die Werthe
der unbekannten Gréssen. Findet sich aber nach diesen Versetzungen,
dass endlich alle Hiilfsgrissen Einer Gruppe verschwinden, dann ist dem
im vorigen Art. abgeleiteten 1%*® Satze gemiss wenigstens eine der ge-
gebenen Gleichungen in den iibrigen enthalten, und es wiire vergebliche
Mithe, die Auflssung durch die Vornahme anderer Versetzungen der Un-
bekannten weiter fortfihren zu wollen, Man muss im Gegentheil die
Bedingungsgleichung dem 3'*® Satze gemiss suchen, eine der darin vor-
kommenden Gleichungen ausschliessen, und durch eine andere, unab-
hiingige zu ersetzen suchen.

Schliesslich bemerke ich, dass es sich von selbst versteht, dass
auch (aa) nicht gleich Null sein darf. Wenn man daher ein System von
Gleichungen aufzultsen hat, in welchem Ein Coefficient oder mehrere
derselben gleich Null sind, so darf man die Reihenfolge der Gleichungen
oder der Unbekannten nicht so wiihlen, dass die erste Unbekannte in der
ersten Gleichung nicht vorhanden ist, denn dadurch wiire (aa) = 0.

15.
Es scheint mir dienlich, die in den beiden zunichst vorhergehenden
Artt. vorgetragenen Umstinde durch einige Beispiele zu erldutern.
Seien als erstes Beispiel die gegebenen Gleichungen folgende :
s+ 44+ —5=0
z4a—a 42 —2=10
s+ o +2—z —2=0
T—26-8 & — 0
auf welches ich die zweite Auflosung, d. i. die Formeln des Art. 10.
anwenden werde.
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Wir bekommen hier
f=—1 y=—=1; 0 = —1;
und hiermit ergiebt sich

(bbA) = 0
(be,) = — 2
(bdA) = 0

Da nicht alle Grossen dieser Gruppe gleich Null geworden sind, so
ist noch unentschieden, ob alle gegebenen Gleichungen von einander
unabhiingig sind, oder nicht. Versetzen wir nun, den Vorschriften des
vorigen Arl. gemiss, die zweite und dritte Unbekannte nebst den dazu
gehorigen Hiilfsgrossen, so haben wir:

t4 2 4+5 42 —hb=0
T—2 + 2 42 —2=0
4T &g —2=0

Ry — S = ()
ﬁ...—'_—*l; y——1;, d = —1

(00,1) = — 2;

(bc1) = 0; (cb1) = 0;

(bd 1) = 0; (db4) = 2
0 —

Hiemit findet sich

(91) = 0; (0.1) = —

(ﬂﬂ,ﬂ) — 0

(d,2) = — 2

Wir miissen also jetzt die dritte und vierte Unbekannte nebst den
darauf sich beziehenden, bereits berechneten Hiilfsgrossen in der Columne
linker Hand verwechseln. (Die Hiilfsgrossen in der Columne rechter Hand
bleiben, wie leicht einzusehen ist, unveriindert, wenn nicht die Reihen-
folge der Gleichungen verindert wird.) Wir haben also jetzt

e+ & +2 +8—h=0

2—2 + 2"+ —2=0

t+2—2" 4+ —2=0

t—% + & —2 2=
ferner
f——1; y=—1; 0 =—1
(bb1) = — 2;
(bed) = U -0; (cbA)== + 0;
(bdA)= 0; (dbA)=='2;
0= 2

Sachsische Landesbibliothek - : sichsische Akademie der Wissenschaften E

Staats- und Universitatsbibliothek Dresden e [ |
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(pA) = 0; (31)=—1

(ce,2) = — 2;

d?)= 0; (@de2)= 0
Qo= %

die mit den schon berechneten Hiilfsgrossen, abgesehen von der Ver-
wechselung der Bezeichnungen, identisch sind. Ferner ergiebt sich

(8,2) = 0
(dd,3) = — 2
@ =508
und hiemit
g—=—g — o — ' + 4
' —=0z" + 02" + 1
r =0z 41
r —1
also
et
g =1
g =3
=1

Als zweites Beispiel seien die gegebenen Gleichungen folgende :
s+ 4240 +22—8=0
4+ b2 428" — 22 —5=0
— 2z 410 2' + 2" —10 2" =0
Qzr+ 4z —2'+ 2"—58=0
die ich durch die erste Auflosung, oder die Formeln des Art. 7. be-
handeln werde.

Hier bekommen wir zuerst

a — — 1
(bb,"l) — 0
(be,1) = i
Dy

Hier sind zwei Versetzungen moglich, weil zwei Gréssen dieser

Gruppe nicht gleich Null sind.
Versetzen wir die zweite und vierte Unbekannte, weil da-

i = - ag g
Sb Sachsische Landesbibliothek - sichsische Akademie der Wissenschaften E

Staats- und Universitatsbibliothek Dresden
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durch, abgesehen vom algebraischen Zeichen, (bb,1) moglichst gross
wird *). Wir bekommen somit:
z4+ 22" 4 b —-6=0
r— 22" 422" + b — 5 =0
—z—10 2" 4+ 2" +102 —1)
2z & —=2 4 L — B =0

o — — 1 o —— 2 -
(bb1) = — & (b)) = — &
(be, 1) —= 1 (¢b1) — — 8
(0d,1) = 0 (db1) —= — 3

— 3

¢ a5 o — — 3

g=—72 =+ 4
(02— "W
(cd2) = 14

Wir miissen also nochmals die dritte und vierte Unbekannte nebst
den dazu gehorigen Hillfsgrossen versetzen, wodurch wir erhalten:
24 22 4 ba 4 2—-—8=9
z— 22 + 42 422 —85=10

z—10 2" 10 2' + = =0
Re + o' 4+ 42 —22 —5=0:
o ——1 o= — 2
(bb 1) = — & (bb1) —= — &
e Cig (1) = — 8
(bd ) = . 4 (db1) — — 3
== 3
& == o — — &
ﬁ':—a § == 0
(cc,2) = 14 (ce,2) = 14
(ﬂd R == 0 (de,2) = — &
f—=—14

*) Die Divisoren (bb,1), (cc,2), etc. moglichst gross zu machen, ist, wenn auch
- - nicht in diesem Beispiel, doch in den am hiufigsten vorkommenden Fillen, wo die
Coefficienten der gegebenen Gleichungen durch Decimalbriiche ausgedriickte Irrational-
zahlen sind, von wesentlichem Vortheil fiir die sichere Ausfiihrung der Rechnung. Man
kann diesen Vortheil immer durch Versetzung der Unbekannten wihrend der Rechnung
erlangen, ohne diese dadurch zu verlingern. | W
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e = o — — %
y =1 3 7" =
(dd,3) = + %° (@d,3) =—%
=+ ¥
und hieraus r —.8 — % i _g —
g = {-I-G-l—%:"l
s 1 4+ 0=
Il?": o

Die Ursache, weshalb in diesen und &hnlichen Fillen eine oder
mehrere der Grossen (bb,1), (ec,2), etc. verschwinden muss, obgleich
alle gegebenen Gleichungen von einander unabhiingig sind, ist leicht
einzusehen, und liegt darin, dass im Verlaufe der Auflosung die ge-
gebenen Gleichungen abgekiirzt werden, und partielle Systeme von
Gleichungen bilden, die aufgelost werden miissen. Nun kann es sich
aber immerhin ereignen, dass diese abgekiirzten Gleichungen nicht von
einander unabhiingig sind, wenngleich dieses in Bezug auf die voll-
stindigen Gleichungen statt findet. Durch Versetzung der Unbekannten
verindert man aber diese partiellen Systeme, und muss nothwendig auf
unabhingige kommen, wenn die gegebenen Gleichungen selbst alle
von einander unabhingig sind.

Ich werde dieses am niichst vorhergehenden Beispiel niher er-
liutern. Bei der zuerst gewihlten Reihenfolge der Unbekannten hatten wir
zu Folge der Gleichungen (3) das folgende partielle System aufzulosen:

u' 4= ﬁ' — =
bo +48 +10=0
aber man sieht ohne Weiteres, dass diese beiden Gleichungen einander
widersprechen, daher musste nothwendig (bb,1) = 0 werden. Durch
die vorgenommene Versetzung der Unbekannten wurde die zweite dieser
Gleichungen in folgende umgewandelt:
2a —2 —10=0
die von der ersten unabhtingig ist, und daher den Fortgang der Auflosung
nicht hemmte. Weiterhin hatten wir nun aber zuFolge der Gleichungen (&)
das folgende partielle System aufzulosen:
¢+ f— 7+2=0=0
iuﬂ—ﬂﬁ" —10y 4+ 1 =0 =
@+ 28 + y—2=0=v
und fanden o, =—3, fi=+1, (cc,2) =0.
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Setzen wir nun¥*) g — —::n- b = '-?n—', wodurch
: f=—6; f'=4+1; [*=1} |
wird, da wir f* willkithrlich annehmen kénnen, so ergiebt sich
— G0+ v 4+ 8 =—19

welcher in der That die vorstehenden drei Gleichungen geniigen, wes-
halb nothwendig (c¢,2) — 0 werden musste. Durch nochmalige Ver-
setzung der Unbekannten erhielten wir statt der obigen Gleichung »"= 0

ie folgende:
die folgende ba' £ b 410y 4 h—0

welche von » und »" unabhiingig ist, weshalb nun die Auﬂﬁsung ﬂhne
Weiteres zu Ende gefiithrt werden konnte.

Nehmen wir mit diesem Beispiel die Veréinderung vor, dass wir in
der dritten Gleichung — & 2’ statt 4 10 2’ schreiben. Behalten wir nun
die zuerst aufgestellte Reithenfolge der Unbekannten bei, so finden wir
a, (bb,1), (be,1), (bd,1) wie vorher. Versetzen wir daher wieder die
zweite und vierte Unbekannte. Hiermit bekommen wir nun

| r+ 22"+ 2"+ 42 —8=0
2—22" + 22 + b2 —5=10
L0 z" 4+ =42 ——3 |
e+ o'—22"+ 472 —5=10

Ferner
a— — 1 ui — P
(bb1) = — & (bbA) = — &
(bo,d) == 4%+4 (¢b1) — — 8
(bdt)—= 0 (db) = — 3
Q= '3
i rihi3
= —2
wie vorher, aber jetzt ergiebt sich
(ce,2) = 0
_ (ed2) =0

Alle Grossen dieser Gruppe sind verschwunden, und wir sehen
hieraus, dass die drei ersten unserer Gleichungen nicht von einander
unabhiingig sind, und folglich die Unbekannten nicht daraus bestimmt

* Da wir hier mit reciproken Gleichungen zu thun haben, so sind es nicht &' und §,
die den Quotienten aus den Factoren der Bedingungsgleichung gleich werden, sondern
F i F
a'y und §,.

Sachsische Landesbibliothek - : Sachsische Alcidenie der Wissensciaften E

Staats- und Universitatsbibliothek Dresden e [ |
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werden konnen. Um die Bedingungsgleichung zu finden, die zwischen

ilinen statt hat, bezeichne ich sie mit v =0, u'_....ﬂ o'==0, und setze

zu Folge des 3'® Satzes des Art, 13. ' | aollis]
o unf=af5 f' ﬂ‘ F

woraus wir dozzeauadoafl 299
3 f = 3. f — 25 f.' "1 ‘I -
_erhallen Dumh die Subsmmn dlesar Weﬂhe- e;glebt mh
By—20 +n = 0 oder — constante,
welcher in der That die ersten drei der gegebenen Gleichungen Ggmge
leisten, da sie fiir die rechte Seite dieser Gleichung — 19 geben.

Da die vierte Gleichung nicht. in dieser Bedingungsgleichung vor-
kommt, so wurden schon (ce,2) und (ed,2) = 0. Hiitte aber die vierte
Gleichung Theil an der Bedingungsgleichung, dann wiiren, dem Art. 13.
zu Folge, (ec,2) und (cd,2) nicht Null geworden, sondern statt dessen
(dd,3), und dieses wiirde unabhingig von der Anzahl der vorhergehen-
den Gleichungen statt gefunden haben, die zur Bedingungsgleichung con-
currieren. Um dieses auch an einem Beispiele zu zeigen, will ich die
obige vierte und dritte Gleichung mit einander w&rwrechseln Also

s+ 244 L+ b2 —8=0
2—2z +22 + 42 —8=0

224% o' —2+ b —56=0
—z—102"+ ' —4i 2 =
a—— 14 u,‘:— 2
) I (B64) = — &
(bc!*l}: + 1 (cb) —= —'3

(bd,1) = 0 (db,‘f):— 8
L= s 4
=} o755 T3

(ﬂ:,ﬂ) — —12 (ﬂﬂ,ﬂ} = —1

(ed,2) = — B (de2) =, ©
o = T @ = — 1%
L=—2 &1
,f": 0 3’":'_11'8‘ \

Setzenwi_rnuﬂf af f’ . f"-v-rf" SO hekommen wir
=3 f=—2 [ =t f =

L 8 | |
und hiermit §p—2¢ $'v" = constante,

wie vorher.
Abhandl, d. K. 8. Ges. d. Wissensch. L.
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16.

Um durch die hier gegebenen Auflsungen in zusammengesetzteren
Fillen, wie die eben behandelten, ein System von linearischen Gleichungen
mit moglichst wenigem Zeitaufwand aufzultsen, muss man sich an ein
festes Rechnungsschema halten. Es wird sich zwar jeder leicht ein
solches entwerfen konnen, aber ich glaube dennoch, diesem oder jenem
einen Gefallen zu erzeigen, wenn ich das Schema, wornach ich die Auf-
lI6sung bewerkstellige, hier an einem BEIEp!El ausfuhrlich darlege. Ich
wihle dazu das folgende:

" 8rx+ b —32"+82"+22"— 2=0
— B+ 22 +62" —T2" —22" +10=0
Qx4+ 32 + 82 +Ta" + 32" —27T—=—10
ﬂm—3m’—7m"—lz’"—-3m“’ + 12 =10
S+ 8z + 22 — 2"+ 82"+ 147=10
Behandeln wir dieses System von Gleichungen zuerst nach der

ersten Auflosung, so erhalten wir

log e = 0,22185
(bb,4) = + 8,6667
(bﬂ,d) p— + 1.

(bd,1) = + 1,3333
" (be,1) = + 14,3333

Q' = + 6,6667
¢ —— 0,73077
log =  8,58503n

(ce,2) = + 9,9615

(ed,2) = + 3,6154

(ce,2) = + 1,6154
Q' = — 25,9231
o — + 0,10426

g = + 0,63708
l{]g y# S 9,63977
(dd,3) — — §,8843
(de,3) — — 2,'7568

Q"= + 6,3829

a — — 1,67751

g = — 1,69568
fm = — 41,76123
log 8" =  0,39122n
(ee, k) — + 17,1373
0" = +21,M3

log ¢y =  0,42494n
(bb,1) = + 8,6667
(eb,4) = + 0,3333
(db,1) = — 5,6667
(eb,1) = + 4,3333

o — + 1,15385

log gy = 9,06215n
(ﬂﬂ,ﬂ) = + 9,9615
(de,2) = — §,3461
(ec,2) = + 6,8462
ﬂ: —— 1,3303‘1
By = — 0,11197
log 7, —  9,55983n

(dd,3) — — £,8841

o = + 0,41265

gl = — 0,0719%
7' = + 0,04269
log 8" —  9,75161'n

(ee,k) = + 71,1375
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~Anmerkung. Die Unterschiede in der letzten Stelle der doppelten Werthe von

(dd,3) und (ee,4) sind unvermeidlich, und riihren von dem Fehler der letzten Stelle der
angewandten Logarithmen her.

x = -4 0,9997

@ = — 41,0000
o = 4 1,9999

o' = 4 3,0001
o™ = — 3,000

und diese Grossen sind durch die, wie folgt, gestelite Rechnung erhalten worden.

Die strengen Werthe

sind :

= + 1

] T I

=4+ 2
=43

(ab) (ac) (ad) (ae) q (ba) (ca) (da) (ea)
0,60206 | 0,47712n| 0,69897 | 0,30103 | 0,30408n| 0,69897n| 0,30403 | 0,30403 | 0,69897
0,47712m| 0,47712n| 0,47712n) 0,47712n| 0,47712n | 0,47712n| 0,47742n| 0,47742 0] 0477120
0,82391 | 0,69897n| 0,92082 | 0,52288 n,nusan 0,82894 | 0,42597m 0,42597n| 0,82391n

+ 6,6667 |—5,0000 48,3333 |43,3333 |—3,8333 |[4 6,6667 | —2,6667 |—2,6667 |—6,6667
+ 2, + 6, — —2, £ L P + 2, + 3, +3, + 8,
48,6667 | 44,0000 |44,3333 |44,8333 |4 6,0667 | 48,6667 | 40,3333 |—5,6667 |4 1,3333
(be, 1) (bd, 1) (be,1) g: % (cb,1) (db,1) (ed,4)
0,00000 | 0,42494 | 0,4249% | 0,82394 ‘ 0,52288 | 0,75333n| 0,12494
— (bb,4) | 0,98785n| 0,93785n] 0,98785n 0,93785nll . . . . . 0,93785n, 0,98785n( 0,93785n
(ac) — (be,1) (ca) (eb,1)
— (aa) (bb,1) | — (aa) — (bb,4)
0,00000 | 9,06245n | 9,82394n| 8,58508n
9,18709 |...><a 8,80688n| ...>a
+1,00000 | — 0,66667
40,15385 —0,06410
41,15885 —0,73077 | = &
(be) (bd) (be) g (cb) (db) (eb)
0,77845 | 0,84510n 0,30103n) 4,00000 0,47712n| 0,47712 n{ 0,90809
(ac)e’, etc. | 0,84090 | 0,56275n| 0,46481n 0,16481n (ca)e’s,etc.| 0,36818 | 0,36318 | 0,76112
(bc) £, etc. | 9,36318n| 9,43013 | 8,88606 | 9,58503n(ch)#1, etc.| 9,53927n| 9,58927 | 9,96524n
| 42,1923 |- 38,6538 [—1,4645 |4-4,4645 42,3077 |42,8077 |4-5,7693
— 0,2808 (40,2692 40,0769 |—0,3846 —0,3462 |4-0,3462 [—0,9234
+ 8, +7, +3, 27, + 8, —1, +2,
49,9615 |43,6454 |44,6454 |—25,9231 + 9,9645 |—4,8464 46,8462
Eﬂd,ﬂ } [ﬂel!] Q" [ﬂﬂ,ﬂj {EE ,,i:l
0,55816 | 0,20828 | 1,41368n 0,68810n 0,83545
— (ce,2)..| 0,99833n| 0,99833n 0,99833n) . . . . « « « « | 0,99833n| 0,99833n
(ad) (bd,1) (cd,2) | (da) (db,1) (de,2)
— (aa) | —(@b,1) | — (cc,2) —faa) | —(b54) | — (cc,2)
0,22485n| 9,18709n{ 9,55983n 9,82391m| 9,81588 | 9 63977 |
9,31203 | 9,62198 % >< o, 0,08783 | 9 50355n| >< a, &
8,62198 [><g 8,22480n >< &
—1,66667 —0,66667 |
40.20548 [—0,15885 +1,08975 |4 0,65386
—0,44877 |4 0,04188 —0,31882 |—0,01678
—4,88084 |—0,14197 =ﬁ"1,ﬂ”l + 0,40426 |4 0,63708 =“":ﬂ"
gt
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118 P. A. Hansen, ALLGEMEINE AUFLOSUNG

M-. : *
(ed) (ce) p .. (de) .. (ee)
0,84510 | 0,47742 | 1,43136 | 0,84510n{ 0,30108
(ad) &”, ete. a,gamn 9,81915 | 9,31915n (da)a's, ete.] 0,57526n] 0,97320n
{bd}ﬂ',atu 0,64930n 0,10528n, 0,80420 - |(db)g"s, ete.| 9, ﬂﬁﬂ 9 95219 n
(ed) ¥, ete.| 0,48487 niuﬁsg l,ﬂ?;lﬂm (de)y'"y, ete. u 40493 | 9,86086n
4 0,5243 [40,2085 |—0,2085 | —8,7606 |—9,4016
— 44596 |—1.2742 |46,8709 | 14 0)3359 | —0,8958
4 3,0540 (41,3089 |—11,7795 o |4 2,5406 |—0,7259
—4 |8, 412, | —4, —
| — 4,8848 |2 7568 |46,3829 | — 4,8844, |—12,0233
— (de,3) ¢ ¢ gl | tbdles Ve Mdee gt 4 " 7 1
0,64041n! 0,80501 | 1,08002
— (dd,3) .. | 0,68880 | 0,68880 A0 04 05800 SELTTH D, 0,68880
TN | i . i |
(ae) -~ (be,1) (ce,2) | (de,3) ‘ (ea) (ev,d) | (ec,2) | (ed,3)
—(aa) | — (@b 4) | —(ce,2) | — (dd,3) | — (aa) | — (bb,1) | —(cc,2) | —(dd,3)
9,82891n| 9,18709n 9,20995n 9,75161n |l 0,22185n 9,18709n| 9,83712n| 0,394224
n,miua 9, ‘972400 0,02584 [><ay,d | 9,40894m| 9,70090 | 9 mnsu o, o, o
8,27210 | 8,80074 :-:p'.,#." _ - B,42245 | 0,49542a g, £
Jedal 9,31444 >y | o 0 nansm# >y
-0, A i { b
+ 020818 |—0,15385 —0.25644 |—0,15385
— 048714 [4-0,01871 |—0,16216 40,50222 |4 0,02643 |—0 68726
4 1,06430 |+ 0,06320 + 0,20485 —0,25665 |—1,56826 [—1,07397
"l"“,i"’ﬁﬁ --ﬂ,ﬂ'l"lﬂi +ﬂ,‘“iiﬁﬂ =&"l; . ']} by —4,67754 —'l,ﬁﬂﬁﬂﬂ —1.76428 |— &' r*’ rre
o o 7 ’ 3 7
(de) a4 (ed)
4 | 0,47742 5! 1,07918 0, nnunni
(ae) &, etc.| 0,52569n, 0,52569 (ea)a’™ otc.| 0,3143%
(be) £, elc.| 058037 | 4,22934 n (eb)g™" etc.|  9,76006n
(ce) r";? etc.| 0, 72294 n 1,67718 lecly™ s, ete. 3 93136
| |(de) 9, et ﬂaﬁggh;-, +.i§?gig o % ,(@ﬁ‘_‘.,amﬁ 9.75161
— 2,0632
43,3043 |—16 956 " in ,5755
—5,2838 |447.553 40,0854 .
f,ssts —29,539 | 0,5644
| 5 47 5,
47,4878 |424,413 | | + 7,875
Q“ '
| 1,83068 |
| — (ee,4) | 0,85355 n|
g 0 0’ Q" Qv ‘
—(aa) | —@®B1) | —(cc2) | —(dd,3) | — [ee,4) |
9,82304 | 9,88606n| 0,41535 | 0,41621 | 0,47713n| .
0,04400 | 0,47750 | 0,89044n| 0,09974 nise 4, o'y, | ™, 0™,
9,47780n( 0,46534n) 9,38410 |xep, | g, | g,
9,67604 n| 9,10746n se 5", "y, |
0,22874 |[5e g™,
40,6667 | | |
+ 14,0256 | _ o,7692 | |
43,0026 | = 0,300 |4 2,6023 | |
—-—i,iﬁ?i — 00,1463 | —0,4743 |4-1,8068 ;
41,2380 |4 0,2458 |—0,4281 |44,6033 |—8,0004
40,9997 | —1,0000 |4 74,0099 480004 (3,000 |=a, o, qam.

Hierzu kommen noch die folgenden Logarithmen der Factoren a, o, étc.

S i 1 b - i e s A =
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EINES BELIEBIGEN SYSTEMS VON LINEARISCHEN GLEICHUNGEN. 119
o “f ﬂ' u" ﬁl Fr
0,22185 I 9,86378n 8,58503n 9,01812 9,80420 9,63977
] ﬂ{u " Jm
f v
0,22466n ~ - 0,22934n 0,24582n 0,39122n
ul ’ g‘: ﬁl H"l ﬁ", ":
0,12494n | ~0,06215  9,06245n | 0,27423n 9,04910n 9,65983n
I:ll'ﬂ' ﬁ rer ?’1'" ¢ rrr 1
A i1 ik
9,61558 8,85697n 8,63033 9,75161n

die nach und nach, an wie die R&chnung sie ergeben hatte, auf den untern Rand eipes
Streifens Papier gemhnehen wurden, um durch Daruherhgllen desselben die erforder-
lichen Additionen dar Logarithmen ausfiihren zu konnen.

Um auch die unbestimmte 4uﬂds|mg Zu zeigen, werde ich die Formeln das Art. 8.

>y o, ol
;'G‘EJ- Fi:; ele,
ol Tl

o
-y
ya

auf dasselbe Beispiel anwenden.
L iaiot hie @ | £ uiate w: ol sa s
—laa | =) | — () | — @8 | —lee,})
9,562288n 928400 n 8,86545 8,32932 9,374 14
0 £0 10! 9,40884 8,92760 8,60355m |  8,98669
0| . 7,92760n ":,4'?5.1 pl| 8.2 _H:!'
_ i | i ?'ﬁsﬂ » 3’3 l;’ .
—opaaes’ |° 0 § s fd
0,25644 _-n 9231 y
0,0846% | 00846 | 4 0,07336 | & 1
= 0,04004 | — n 00239 |—0,00775 | 4.0,02485
+ 0,00698 — 0,04694 | 4 0,00008 | -—0,18265
T 0,06456 | — 0,22007 | 4 0,07564 | —0,41430
o . A A XY TN AT
| -—iﬁ,‘] 1 —(ec,2) '—ﬁdr
|1 9,06215n 7,58670 9 Hﬁig Y 37 T
9,18709 7,64885 f,ns 631 8,9043
: : 6,64885n 8 !ﬂiﬂln 8,2 Hlﬁn
| 1 |~ 8er528n| 8, 00818
| | (80 9127409
0,45884 | — 0,11538
4 0,00446 | — 0,00045 | 4 0,00386
— 0,24526 | — 0,04461 | — 0,04734 0,48044
4 080908 | — 004709 | 4 004044 |—70,43509 |4 0
- 4 0,04407 | —0,44753 | —0,03334 |-—0,00865 | 0
1 Yy Lanst 4
— (ec,2) -{ 8 T (ee,h)
9,00467n |  8,75097 9,39227
9,06383m ﬂ,ﬂtﬂnn 9,00785 |
8,06382 { 8,00007m 8,24024 n |
8,51080m 8,02260
. 9,14388n
— 044583 | 4 0,01458 |—0,10038 :
— 0,16796 | — 0,01000 |—0,08243 |4 0,08932
4 0,40082 | — 0,04775 | 4 0,04058 | — 0,13928 | 4 0,24676
—0,18197 | — 0,01647 | —0,12237 |- 0,04996 0,24676 | =
M| 1o a'"
9,31120 9,58767
9,58548n ] 9,15335
8,36080n | 8,30464n
B §7108n] 8,16800
9,28028n
— 0,38497 | — 0,02292 |.—0,07431 |4 9,20473
4 0,14282 | — 0,02481 | 4 0,04473 4 0,19466 | 4 0,34488
024265 | — 0,04778 |—0,05959 4.4 9,01007 o 4 0,34488

I'= {JDL {Bﬂ}r Etc"
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+ 0,01008

— 0,00598

+ 0,07908

Wir haben also hierdurch erhalten :
w = -4 0,06656q 4 0,01107¢ — 0,18197¢" — 0,24265¢" — 0,05781 ¢™

DJ

1
— (ee,%)

9,14645n
8,76203 n
8,00342
7,77678 n
8,80806
—0,44010

XX XX
AR

"

EAEL (BE), ete.

— 0,22007¢ — 0,14753¢" — 0,01617¢"” — 0,04773¢"" 4 0,01008 ¢™

@' = 4 0,07564q¢ — 0,03334¢ — 0, uu'rq — 0 nﬁﬂﬁaq — 0,00598 ¢

@' = —0,411309 — 0,00365¢' — 0,04996¢" 4 0,01007 ¢ + 0,07908 g™

" = + 0,23502¢ 4 0,23767¢ + 0,246764" + 0,34488¢" — 0,14010¢"
Fiibren wir nun die Auflosung derselben Gleichungen nach dem zweiten Verfahren,

d. i. nach den Formeln des Art. 10.,

aus, so steht die Rechnung, wie folgt:

(ad) (ac) (ad) (ae) | . (q) (ca) (da) -+ | (ea)
0,60206 0,47742n | 0,69897 | 0,80108 | 0,30103x0,69897 | 0,80108 | 0,30108 | 0,69897
0,47712 n H'?'H!ﬂ 0,477112m 0,47712n| 0,477120)0,477420] 0,47742n | 0,477120] 0,47712n
0,82391 0,69897n | 0,92082 | 0,52288 0,52288 - 0,42597 | 0,42597n] 0,82391n
+ 6,6667 | — 5,0000 48,3338 43,3333 |—3,3383 —2,6667 |—2,6667 |—6,6667
+ 2, + 6, —1, —2, +10, + 38, —3, + 8,
+ 8,6667 | 4 41,0000 (44,3333 |1,3833 |+6,6667 4 0,8338 |—5,6667 | 4 41,3333
(bb,4) (be,d) (bd,1) (be,d) " | " Q@ (b)) (db,1) (eb,1)
0,00000 | 0,42494% | 0,42494% | 0,82394 0,52288 | 0,75388n| ' 0,12494
— (Bb,1) . .. 0,98785m | 0,93785m, 0,98785n| 0,93785x) . . . . 0,93785n | 0,98785n| 0,93785n
(ac) y, ete. 0,80108 | 0,52288n 0,12494n{ 0,12494 (ac), &, etc. | 0,30103 [ 0,60897
(be,A) (12)4), ele.|  8,58508n | 8,70997 | 8,70997n| 9,40894 (be,1) (81),etc.| 9,81548 | 9 18709m
+ 2,0000 H,;unn —A4,8888 [4-1,3333 +2,0000 |4 5,0000
— 0,0885 ,0648 |—0,0518 |—0,2564 40,6539 | —0,1538
+ 8, +7, +s, |27, SR & A
+ 9,9615 (43,6154 [41,6454 |—25,9231 —4,3461 | F 6,8462
(ce,2) (cd,2) (ce,2) 0" (de,2) (ec,2)
0,55816 | 0,20828 | 0,44368 0,68810n] 0,83545
— (ce,2) .. | 0,99833n| 0,99833n 0,99833n] . . . #5000, 0,99833n| 0,99833n
(ad) d, etc. | 0,52288n| 0,1249% | 0,12494 (ad) &, | 0,92082n
(b, !j{h},atc 9,94042 | 994042 | 0.63939 (bd,)(e,1)| 931203 n
(nd!]{h},ntc 0,49793 | 984805 | 1,05345 (ed,2)(e,2)| 0,395285
—3,8888 |—1 3333 |41,8338 — 8,3388
+0,8748 |4-0,8718 |44,3590 — 0,2051
+14,5774 | 40,7048 [—41,3097 — 2,4847
_i‘: """"ap +!.'I g ":
—4,8844 |—2 7567 |46,35826 —412,0231
(dd, 3) (de,8) " (ed, 3)
0,64039n| 0,80496 1,08001 n
— (dd,8) | 0,68879 | 0,68879 JI''. .. .. sullpu ., o 0,68879
(ae) s, elc. 0,52288n| 0,52288
(be,1) (s,4) | ete. 9,31203n 0,01400
(ce,2) (s,2) | ete. ﬂﬂiﬁiﬂﬂ 1,25080
(de,8) (¢,8) | ete. 0,83164 | 1,19618
—3,3338 43,3338
—0,2051 |—41,026
—1,4102 [417,816
46,7860 —15,710
+5, +17,
47,4874 |+21,448
(ee,4) Qv
1,33068
—(ee,4)..| 0,85354
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(ab) (ac) - (ad) (ae)
— (aa) | — (a@) | — (aa) | — (aq)
(be,1) (bd,1) (be,1)
— (bb,4) | —(bb,1) | — (B,1) q ¢ Q' Q" o
etc. etc. — (aa) | — (bb4) | — (cc,2) | — (dd,8) | —(ee,4),
0,42494 n [ 0,00000 |0,22485n 9,82894 || 9,82894 | 9,88606| 0,44535) 0,41647] 0,47714n
0,06215n 9,48709n/ 9,18709n| + 0,6667 |—0,7693| 42,6022 41,3067 — 35,0004
| 9,55983n/ 9,20095n 4 2,0001 |4 0,4616| 4 0,4865| 41,6083 @
975160 nl| — 5,0000 |— 04615/ —4,0888] 4 3,0000
0,12494 |0,30101 |0,69897nm| 0,30105 | + 1,9999 —0,2308| 44,9999 "
9,36316n| 9,664241 n| 9,66423 | 4 1,3333 |—1,0000 .
0,03695n/ 9,69709 |l 4 1,0000 T
0,22874 @

~ wozu noch che folgenden Logarithmen der Hiilfsgrossen 3, y, etc. kommen, die, so wie
in der vorigen Auflgsung, auf den untern Rand eines Streifens Papier geschrieben

wurden. |
8 7 d
0,22185 9,82391n
(4,2) (¢,2) (¢,3)
2, 63977 9 33'7!!“ 0,39122 n

&

9,82391n 0,22185n

(7,1)
8,58503n 9,81548n 9,18709n

(8

1)

(¢,1)

Wenn man diese Ilachnung mit der nach der ersten Auﬂiisung vergleicht, so wird
man gewahr, dass wenigstans fiir die bestimm{e Auflésung eines beliebigen Systems
von linearischen Gleichungen die zweite Auflésung auf eine merklich kiirzere Rechnung
fiihrt wie die erste. Doch ist hierbei auch zu bedenken, dass man bei dieser kiirzeren
Rechnung die Controllen entbehrt, die die erste Auflosung im Laufe derselben darbietet.

Fiihren wir jetzt, um eine Vergleichung machen zu kénnen, die unbestimmte Auf-

lésung nach der zweiten Methode, oder den Formeln des Art. 11.,
zuerst alle erforderlichen Hiilfsgriossen R, K, etc. S, etc.

R S

durch.

(y:1)
(8,1) (d,2) y d .
(e,4) (e,2) (¢,3) |—0,66667 |—0,66667 |—1,6667
8,58503 n —0,06440 | 4 1,08975 |—0,2564
9,81548 (9,63977 - |=—0,73077 |—0,34882 |4 0,5022
9,18709n9,88712n,0,891225 ' K + 0,10426 (—0,2566
8,80688n R’ —-i,n_:nn
0,03733 [9,50855n K
9,40894 1 9,70090 [9,40934n| 9,86378n| 9,04812 | 0,22466n |
mid 0,99838m| 0,68879 | 0,85354n (9,4)
8,22480 n| +0,65886
8,42215 [0,19542n | —0,01678
| + 0,63708
s
9,80420
0,68879
—10,03099n viod bi

Rechnen wir

(&,1)
—0,15385
+ 0,02643
—4,56826
— 1 ,69568
s
0,22934n| (&2)
0,85854 n|—0,6873
—1,0740
—1,7613
T
- 0,24583 n
0,85354n
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(ad) | [ac) (ad) (ae) }
— (aa) | — (aa) | —(aa) | — (aa) 2 R’I D) —
(be,A) | 1 R | ‘ R"
e e m: E’t{'}a -
— (bb,A) 1 — (aa) | — (bb4) | —(c0,2) | —(dd,3) | — (ee,4)
0,42494n'0,00000 [0,2218509,82394n| 9,52288n 9,28400m| 8,86545 | 8,32983 9 37142
17079,06245n/9,18709%9,18700n/—0,33338 |—0,49281 |4 0,07886 | 0,02135|F 0,23508
| - {9,5598379,20005 n—0,45669 |—0,08646 |—0,03814 (—0,18265| (py);
: 9,75160 0|4 0,48550 |4 0,01742 |4 0,04040 | 775 17430 :
9,46752 [5,78881 9,26835 (9419503 |+ 0,07565 | —0,00878 507568
7,94006w 8,28359 18,5581 i+ 0,29344 493008 | © gy
18,60633 [8,58107 5|+ 0,06437 | (py "
9,12872 (AA) o iy
9,29879 |8,5231007,87414 |9 19974 5V S Iy -8 s
7,68525 (6,74938 |8,56289 — (bb,1) | — (cc,2) | — (dd,8) | — (ee,%)
i gt ¥ g ) 9,06245 | 7,58670 | 9,44544| 9,87580
T 1 T I 1 . |—0,11588 |4 0,00386 |4 0,13044 4 0,28757
0,45838 |—0,03655 |—0,03853 |—0,13400| (gp)
+0,00608 |4 0,00056 |40,00182 |5 Go365| -
| —0,03335 |4 0,00385 —0,03335 (DB)
1 . +0,19670 "5 74752 (CB) _
-+ 0,01405 (BB) |
(4B) |
8,88365 [9,087361n8,92089 (9216207 [ B ¢ T
8,14954 |7,88563 |8,57938n | =ee2) | —(dd,8) | —Tee,8)
(338887 (Seoainl 1 | s0ote7el 895098 98998
| ’ 1=0,10039 |+ 0,08933/+ 0,24677
' | - 0,08708 |~0,06002 |- 0,18028| | pcy
i +0,00768 |40,01848 |=7¢ o4008|
+ 0,04 441 —0,12228 | (DC)
—0,01617 (cc) 1
- (BC) k)9, 0
8,80373 |(8,77517n|8,22581 n9,36459 n| | ' " $a ol U
{7,83782 17,19055 n/8,72477 nf ? | {—(dd,3) | — (ee,4)
7,56329n 8,74763n £9,31121] 9 53768
pAYAY | ; + 0,20474|+0,34489
1==0,22993 |=—0,05306 |— 0,05598 |—0,19466 (ED)
§—0,01680 |—0,00155 [—0,00366 (TG gi008
| —0,05959 |4-0,00688 |~ 05959 DD
4 0,06384 | ""5 53 "fcu} (DD} |
:—ﬂ,iliﬂs (BD) 1 - EITEY. |
| 1 t4ap) 1
8,12883n7,77670n 9,11991 n/8,97037 | TRy
|6,83885 [8,08515n/8,33855 | — (ee,4)
8,45789n/8,35644 | 9 14646n
4 - |8,89808 ~- — :
d | S =0,14011
+0,00431 |4 0,02156 (40,0927 {4.0,07908| - (gp)
—0,43180 —0,01216 |—0,02870 | (pp)
—0,00598 |4 0,00069 | 0,00598
—9,01845 1379,61009 | (cp)
L _ i —0,05782 (BE)
Vergleicht man diese Berechnung der Coefficienten der unbestimmten Auflésung

mit der nach der ersten Methode, so sieht man, dass sie, fiir sich betrachtet, mehr
Arbeit verursacht wie jene. Zihlt man aber in beiden Methoden den Theil der be-
stimmten Auflsung hinzu, der nothwendig fiir die Ausfiilhrung der unbestimmten voran-
gelen muss, so scheint mir, dass beide Methoden sehr nahe dieselbe Arbeit verlangen.
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dosinmddsl b “ |
UBER DIE ENTWICKELUNG DER GROSSE (1 —2 & H -]— o) %
NACH DEN POTENZEN VON «.
1. .
Die allgemeinste Form, in welcher in der Attractionstheorie die in der

Ueberschrift genannte Wurzelgrisse vorkommt, ist die, wo

H — cos ' cos @ + sin @ sin ¢ cos (§ —¢)

ist, und also den Cosinus der Seite eines sphiirischen Dreiecks bezeichnet,
in welchem der gegeniiberliegende Winkel 6§ — ¢ ist, und die beiden
andern Seiten o und y sind. Die Entwickelung dieser Wurzelgrosse ist
schon von Legendre in den Memoiren der Pariser Academie, und von
Laplace in der «Mecanique celeste» ausgefiihrt und gezeigt worden, dass
der Coefficient irgend einer Potenz von e« aus einer endlichen Anzahl
von Gliedern besteht, deren jedes aus 4 Factoren zusammengesetat ist.
Der erste dieser Factoren ist von w, 1 und ¢ — ¢ 'unabhiingig, der zweite
héingt blos von @ ab, der dritte hat dieselbe Form wie der zweite, hiingt
aber von y statt von @ dh der vierte endlich ist der Gnﬁnus eines ‘i“tel-
fachen von 6—¢'. ! il

Legendre hat ﬂpﬂter gezeigt, dm der zweite, nnd dahﬂr aunh der
dritte dieser Factoren bis auf einen vou sin w und resp. sin g abhiingigen
Factor dieselbe Form hat. wie die Entwickelungscoeflicienten und. ihre
Differentialquotienten, die sich ergeben, wenn man dieselbe Wurzelgrosse,
ohne H in mehrere Grissen zu zerlegen, entwickelt, Dieses merk-
wiirdige Resultat findet man im zweiten Bande der « Exercices de calcul
integral» abgeleitet, und man hat lange Zeit hindurch keine andere
wesentlich von dieser verschiedene Ableitung gehabt, bis Jacobi' in
Crelle’s Journal eine Ableitung gab, die von jener durchaus verschieden,
sich - durch Kiirze und Eleganz auszeichnet. Ich habe noch eine
andere Ableitung gefunden, die von jenen beiden gunzlich verschieden
ist, und vermittelst einer kurzen Rechnung aus einer neuen Eigenschaft
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dieser Entwickelungscoefficienten folgt, die darin besteht, dass man,
wenn man den Coefficienten von " mit U, (H) bezeichnet, das Product
der m'" Differentialquotienten von U, () und U, (y) durch einen endlichen,
von den Differentialquotienten der Function U, (zy) abhingenden Aus-
druck darstellen kann. Dass man mit andern Worten das Product zweier
resp. von den Argumenten z und y abhiingigen Functionen durch die
vom Product #y abhiingige Function und ihre Differentialquotienten ver-
mittelst eines endlichen Ausdruckes darstellen kann.

2.
Um diesen Satz abzuleiten, sei
N1—2ax+a’)—t=14al (2)+ U, (z)+ " U, (2) 4 etc.
Man weiss, dass U, (#) eine ganze und rationale Function von « von der
n'** Ordnung ist, deren Ausdruck nach den Potenzen von z gﬁ-ﬂrduet

der folgende ist :

1.8.5...2n— #. p—4, 4. 9o, 80—I.0—2 . n—3 ., 4 —
U, (2) = =FIAT 4 {":”l i.in—lm' TR ST +Em'}

 Der m* Differentialquotient dieser Function ist dem zu Folge eine
ganze und rationale Function von  von der (#—m)'*** Ordnung, und es
ist leicht zu sehen, dass man diese auf folgende Form bringen kann :
I = Alfo—m 4 B (@ —A )z C (@B Po— b petel]
Wenn man in diesem Ausdruck die Potenzen von z°*—1 entwickelt,
jenen mmal differentiiert, und dann die gleichartigen Glieder mit einander
vergleicht, so ergeben sich die Werthe der unbestimmten Coefficienten
A, B, C, etc. Dieser Weg ist aber umstindlich, und man gelangt ein-
facher und direct zur Kenntniss dieser Coefficienten, wenn man ein

Theorem von Jacobi zu Hiilfe mimmt. Diesem zu Folge ist
' dﬂUn[mL 1 n—m4t...n+m dr—m (z*—4)n
do™ — B @)™ 13 . . . n don—m
Den angedeuteten Dlﬁerenhalquntlﬂntan findet man leicht, wenn man

in (*—1)", z in o 4+ dz verwandelt und durch den Binomischen Satz
den Coefficienten von dz"—™ sucht. Es iﬂt erstlich ot 1
((x 4 dz)? —1) (@ —1 + 22 de 4 do®)* = | |
(@* 1420 do)" 47 (8°—1 4 2z do)"do*+ (..«:' 1+2md¢)""’dfc‘+m
und wir brauchen daher ferner noch :

das mit dz*=™ multiplicierte Glied in (#*—1 + 2 2dz)"

i e da:‘-"'" 3l 1 1 (ml__;| +.2 .‘.‘.'.fdtl?)‘_l

1} A d’m'l—-l.—-i 1 . . (ﬂ?’—-—l +2$d‘$)'_=

etc. |
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Diese Glieder sind beziehungsweise

R o e b A e, R

2:—-—! T'-;]-.“.‘.—:;:i: (m{__{lll+l£n.—uait d-’l}'__ﬂ'_: g

—— —2.n—3...m- fl‘_ ! _. Moo=
28— 'l:.i:. n—::ii (PALLS 1) Seet i gt

deren Substitution in den vorstehenden Ausdruck sogleich giebt
Cgn—m (gt i) W dd BT R4 m gl
M2 n—m.det—™ =2 (:l:t—-‘f) m™4.23.0 .0—m {.‘E .

+ n—m.n—m—|1 (ml__i) .;‘.F'__"-:.-i-“_m' i n_'m—l (mg_d )l.'II"_._'ji-l-Etc.}

2.2m+42 2.4.2m4+2.23m4 4
also | Y G4l : O
a™ Un () n—m-41...n4m o n—m.n—m—1 n—m—
da™ it 5 e _{$- TioH 2.2m42 (@*—1) z 4

R Tm—) A\2 pn—m—
+ :.L’:m-l-:.!:-{-i (@*—1)*= ‘+Etc.}

Es ist klar, dass = %2 constant ist, ‘also

@ Un(@) __ 6" Un(zy)

Hieraus folgt i |
(A) s “""’J,ﬂ"ﬁ”"--“'“f:.{”" dy*—" =
- B 0 —m.n—m—4 e " Un n—1m
i e ST (P ern etel] G dynr

in welcher Gleichung 2 und y von einander unabhiingige Grossen sind.
Diese Gleichung konnen wir n—mmal integrieren, wodurch die linke
Seite ohne Weiteres in

, L i e AmUni@)  dmUn(y) |

[ .ba o pik .
iibergeht. Fiir die rechte Seite haben wir sogleich

f.__d'”“'imr}'d"'h—:-n_- 10 am Un(ay)

day W T m  dayn

o o+ e o g o (A
wo fz, fi2, etc. die den Integrationen zugefiigten willkithrlichen Con-

stanten (hier moglicher Weise Functionen von ) sind. Dieses Int.eg{ra]l
a® Un (my

kann aber auch eine Reihe von andern Formen annehmen. Da = 3
eine Constante ist, die ich K nennen will, so ist in der That das obige
Integral — . 1

-t Lot RN h o U ST Ll et P ST X +e
WO Cp—m—1s Cn—m—s, €tc. die willkithrlichen Constanten sind. Das

erste Glied dieses Ausdrucks konnen wir auch so schreiben:

K 1 —m
1.3...—m. xv—Mm (ary)
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ja wir konnen auch statt des Factors (ay)"~™ jede beliebige ganze und
rationale Function der Ordnung n —m von xy substituieren, wenn wir
nur den Factor 75— —— dem Coefficienten von (2zy)"—™ in der an-
gewandten Function gemiss abindern, und unter den willkithrlichen
Grossen €,_,—1, Ca—m—s2, €tc. Functionen von z verstehen. Der oben
abgeleitete Ausdruck unsers Integrals ist ein specieller Fall dieses
allgemeineren, indem d:f;;“}.‘" _eine ganze und rationale Function der
Ordnung n-—m von 2y ist. Wir konnen aber noch weiter gehen. Be-
zeichnen wir a]lgemem durch Fp (zy) eine ganze und rationale Function
der Ordnung p von oy, so konnen wir mit gehdriger Abinderung des
constanten Coefficienten des ersten Gliedes, und indem wir fiir ¢, _,, 1,
Cn—m—3 etc. willkithrliche Functionen von z annehmen, fiir y*—™ nach
einander schreiben : :

fu—t——%Fn—n—l (:l:y) ) V;i'__.:‘_ﬂ‘!'?_ ' -I-ﬂ +' e F-—ll-l ﬂﬂ: iew' :

wo ‘@, a, b, a', etc. willkiithrlich gewﬁh,lj,e Constanten sind. Es geht
hleraus hervor, dass, ausser der obigen direct erhaltenen Form' (4%),
unser Integral unter andern auch, wie folgt, dargestellt werden kann :

d (oy)v .ta::-#-r-i d{my}nﬁ‘i'?mﬂi'y?”*' Yy P

_*1)? dmiiUn (ay)
A E mn—n—i ¢iﬂw}n+4 +Et"c

theritng e ...I -
wo noch die Constanten k, ', etc. zu bestimmen sind. Dieses geschieht

am einfachsten durch Riickdifferentiieren, und wir wenden zu dem Ende
den folgenden Satz aus der Differentialrechnung an:

d™ ™., uv —ud™ ™9 "_'"du d&""‘""‘ﬂ-}-"—m*—-r—p;—r- : ’”d’ud*“"v+am.

WO u nnd tr irgend zwei veranﬂeﬂlche Grﬁssen hedeuten

f

Setz.t man nm sucaesa:wﬂ

suzzf-m-rl-ﬁ(y’n-&)’nn:am. i 200,) 90i9
dm+2 Un (oy) __ d™+4 Un (ay) '

V=T T T amnt

— elc.

und Erwﬁgt (iass

arH U " @n+2 Un
tmm:-fE"m A eﬂi*ffﬁ”ﬁ*ﬂ“‘*- b

ist, so bekommt man sogleich
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&, (y*—1 ):d"’"‘l-’n a)

dy,__d U™ — (n—m) (n—m—1) (n~m~=2) (n-m=-3) a;""““";f“ g”;ﬂ

ete. ele.
Hiermit ergiebt sich | ’
k=n=m.t—m—1
H=n—m . heem— o —m == . n=m—3
b soagioauinl apd; ¢ | ete. -
und wir erhalten somit durch die Substitution der im Vorhergehenden
entwickelten lnteBi-ale in die Differentialgleichung (4) |

m ‘_ilth - pge—gme—i 1 i
_ﬂ d:: roge. #-FU} + f# + yfl.m + -+ .'f" =lfilr—--w‘—iﬂ: o

n—m——l n+m d"ﬂn[my} (@*—1) (y*—1) dm+2 Un (oy)
d (xy)™ 2.9m42 d (zy)m+12

5 ”'."f“'ﬂ'{v'"*{]' _iﬂ-!-_il Un (@y) |
+ 2.4.9m+2.2m+4  d (aymt+s +.Etc*}

wo noch die willkithrlichen Functionen fz, f,z, etc. zu bestimmen sind.
Setzen Wir y =1, $0 bekommen wir, da unter dieser Voraussetzung
¥ dm Un (y) __ n—mii.n4m i

dym™ - 7 T 2m
ist, ._ = .
_ TmnD 4 fo + fi2 + foo + ete, = 0
woraus ﬁ)lﬁh |
fm+ﬁ¢+ﬁ=ﬂ+ﬂw =0 (@)

Dlﬂ‘erenmeren wir unser Integral nach y, und setzen nach der Differen-
tation y — 1, so ergiebt sich
(n—m) m4m-1) dﬂ' Un () + ﬁm o 2]‘;:3 F

2m 4 2
0l d-+1 () . ot I a1 I-+’anmj
dz™+1 am 42 dam+2

aber es ist bekannt, dass zwischen den Differentialquotienten yon Un ()
die folgende Relation statt findet:

0— (:r.’— ‘l) Tf:_{h] -‘-(2&}3-‘-2’;3&;;@“. (H) (Hm_l_,') d";:“{m]

| fadR e, =0, sios B
Setzt man dieses Verfahren fort, so findet man
2f,z 4 ete.==0 | (€)

u.5.w. Das System derGleichungen (a), (b), (), etc. giebt ohne Weiteres
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zu erkennen, dass jede einzelne der durch die integrationen eingefithrten
willkiihrlichen Functionen fz, f,#, f,2, etc. gleich Null ist, und wir haben

daher endlich
' d™ Un (x) ~d™ Un y)
(‘B) drm g dym
n—m+1..04m (dm™Un (zy) 1 —a*) 1—y®)  dm+2 Un (xy)
3.4...2m dwy™ T 2.am43 d @y m+E

U—a)® (1 —y)*  am+4 Un (ay)
+ 2. 4.2m+2.3m+ 4 dxymts + Et{?.}

wodurch sich zeigt, dass das Product der m'** Differentialquotienten
zweier beziehungsweise von # und y abhiingenden UnFunctionen durch
einen endlichen Ausdruck des m'*® und der hioheren Differentialquotienten
der vom Product 2y abhingigen U,Funection ausgedriickt werden kann.
Der Satz_giebt, um mich noch anders auszudriicken, das Product der
Functionen durch dieselbe, dem Product der Argumente zugehorige
Function und ihre Differentialquotienten.

Ich fiige hinzu, dass man auch einen entgegengesetzten Ausdruck
geben kann. Nimlich:

a™ Un (avy) gm 1.2...m dm Un () J-Un{m

dloy)™ T T s=mFi..nfm  de™ dy™
gm 1.2..m(m+42) dm+2 Un () dm+2 Un (y)
1 ~ a—m—1..n4+m+2 “ .‘b") (1_!{!) dpm+2 3 dym+2

gm 1.2...m4+1 m44) L: dﬂ-{-lﬂn{'m} d‘m.}..l.m{y}
: li'n—m-—-ﬂ u+m--|—:i('1 a;‘l)(.'_yz)! ﬂmm-i--l R dym™ +4 "'l"‘:-"llrc

welcher die dem Producte der Argumente zugehdrige Function durch
das Product der Functionen und ihrer Differentialquotienten giebt. Von
diesem Satze werde ich indess hier keine Anwendung machen, weshalb
ich den Beweis desselben ibergehe. |

3.

Gehen wir nun zur Entwickelung unserer Wurzelgrisse iiber.
Wir haben

(1—2Ha,+a’)—*=1 +uIT (Hj+u’U( )+e=tc

H=cusmcusqr+sm_msm1pﬂﬂﬂ(ﬂ—*ﬂ) |
ist. Da U, (H) eine ganze und rationale Function der Ordnung n von H
ist, so ist ohne Weiteres klar, dass wir sie in eine endliche, nach den
Cosinussen der Vielfachen von #§ — @' fortschreitende Reihe verwandeln
kénnen. Wir ktinnen also annehmen, dass

U, (H) = 5+ a cos m(0—6), ()

wo
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sei, und haben einem bekannten Theorem zu Folge fiir die Bestimmung
der Coefficienten «, den folgenden allgemeinen Ausdruck

":“‘f Un (H ﬁusm(&—ﬁ)d(ﬂ—ﬂ) ")
Um dieses Integral zu ermitteln, setze ich |

COS @ = &, COS @ —
woraus o |
H — zy + sin @ sin ¢ cos (6 — @)

hervorgeht. Setzen wir nun erstlich H — ay, und sehen das zweite
Glied des vollstindigen Ausdrucks von H als einen Zuwachs des ersten
an, so konnen wir diesen strenge durch das Taylorsche Theorem er-
mitteln, welches in diesem Falle auf eine endliche Anzahl von Gliedern
fiihren muss. Wir erhalten somit |

U, (H) = U, (oy) + -2 sin o sin qrcus (a-a’)

3 Tdlzy)
$1= ;I;J‘}'iﬂ sin® @ sin® y cos® (6 — 6) (7)
oot d‘;:’;‘yg’fy} sin” @ sin” ¢ cos™ (6 —0')

Die Substitution dieses Ausdruckes in () fihrt auf Integrale von der
Fo [7 cos® (0—0') cosm (6— &) d (0—0)

L1}
Aber es ist allgemein

7 cost = con meds = - Tt

2
wenn ¢ =>m, und ¢ und m zugleich entweder gerade oder ungerade sind.

In allen andern Fillen ist das Integral =— 0. Die Substitution von (y) in ()
gleht daher vermittelst dieses Satzes sogleich

s sin ™w ., sinMmy dm Un (2y)
o o 2.4..2m d (xy)™
sin m+2 g sin™+2y dm+2 Un (2y)
.3 2.4...2m+42 d (xy)™+2
H sin m+4 g, sinm+iy dm+4 Un (ay)
+ 2.4 2.4...2m+44 d (zy) ™+
1 sin™+6 @, sinm+6y dm+6 Un (ay)
+ 50 2.46...2m+46 d (wy)m+0
4 elc.

Erwiigt man nun, dass

I —2® = sin *w, 1 —y®* = sin *y
und vergleicht man diesen Ausdruck von e, mit der Gleichung (B),
so ergiebt sich auf den ersten Anblick, dass

___ sin™w.sin™y a™ Un ()  d™ Un (y)
& m n—m41..04m da™ dy™

womit unsere Aufgabe gelost ist.
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1 Substituiéren wir zum Ueberfluss diesen Werth von ¢, in den
obigen Ausdruck (e) fir U, (H), schreiben einige der in der Summation
inbegriffenen Glieder aus, und vereinigen die negativen Vielfachen von
0 — 6" mit den gleichen positiven, so bekommen wir:

U, () =U. (@), Un @) o
pldnesay Al . 4000 o5 (9—0)

M L L 02 (0—0) -

S el e sin®e |, sin wﬁ. aﬂ& —
) + “""‘** “"H: '#af. m d’!«rm Ea(ﬂ—ﬂ) 02 .08

.-'

L i s "dnln o
.7 !1.:..:: d:-{m] ""'dd[::‘m m"(ﬂ—g)

welches der bekannte Ausdruck dieses Coefficienten ist.




