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I In meinem vor kurzem erschienenen Lehrbuche , Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre* habe ich dem
Urnenschema, das zur Untersuchung von gruppenweise gezihlten
Ereignissen zu dienen hat, einen besonderen Abschnitt gewidmet
und bei dieser Gelegenheit den einfachsten Fall, nimlich die zwei-
ghedrigen Gruppen, durchgerechnet. Fir die hoheren Gruppen
beschrinkte ich mich darauf, einige allgemeine Ergebnisse auszu-
sprechen, weil das a. a. 0. benutzte Verfahren vorderhand auf
weitldutige und schwerfillige Formeln fihrte. Bei der weiteren
Verfolgung des Gegenstandes bin ich nun dahin gelangt, die ge-
suchte Losung in eine hinreichend tibersichtliche Gestalt zu bringen:
es geniligte dazu, an dem urspriinglichen Verfahren einige Kleinig-
keiten abzuindern, wozu im besonderen die Einfithrung der zyk-
lischen Gruppenbildung wund die Aufstellung einer bestimmten
Gruppenordnung zu rechnen ist.

Da die nachstehenden Entwicklungen sich dem Inhalte des
genannten Buches eng anschheflen, so verweise ich wegen der
Namen und Zeichen auf die betreffenden Abschnitte meiner fritheren
Darstellung; dies gilt namentlich von der Bedeutung und dem

Verhalten der D-Operation.

2. Als Ausgangspunkt der Untersuchung dient die tbliche
Vorstellung von einer Urne, die mit Kugeln verschiedener Farbe
geftillt ist. Aus der Urne wird »-mal mit jedesmaliger Zurtick-
legung der Kugel gezogen, so dafl eine aus » Ziigen zusammen-
gesetzte ,Zugreihe“ Z(n) oder ein ,Versuch“ Z(n) entsteht. Be-
deutet hierbei z, den h-ten Zug, so laBt sich der Versuch Z(n)

in Gestalt der Kombination

(I) Z('ﬂ‘) S glﬁg .. Eﬂ

schreiben. FaBt man ferner in der vorstehenden Zugreihe die
Zige mit den Nummern

1 bis s, 2 bis s+ 1, 3 bis s+ 2, usw.
40*

i
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zusammen, so entstehen s-gliedrige ,,Gruppen®, fiir die wir zur
Abkiirzung das Zeichen G'(s) benutzen wollen.

Denkt man sich die » Ziige, wie es gewohnlich geschieht,
der Reihe nach auf einer Zeile hingeschrieben, so lassen sich im
ganzen n — § 4 1 Gruppen G(s) abteilen. Demmnach muB bei einer
derartigen Gruppenbildung die Zahl » mindestens gleich s sein,
da man andernfalls iiberhaupt keine Gruppe G(s) erhilt. Man
kann aber auch die Ztige auf einem Kreise eintragen, und zwar
derart, daf sich beim Durchlaufen des Kreises in der Richtung 2z,
an den letzten Zug 2z, wieder die Ziuige 2, z, ... anschlieBen.
In diesem Falle laBt sich offenbar das Abteilen von Gruppen G(s)
unbeschriankt nach vorwirts und ebenso auch nach rickwirts
fortsetzen, nur daB sich dann die einzelnen Gruppen nach jedem
auf dem Kreise vollfiihrten Umlaufe periodisch wiederholen.

Wenn die Zitige auf einem Kreise eingetragen werden, so
empfiehlt es sich, die Numerierung der Ziige nach vorwirts titber »
hinaus und ebenso nach rickwarts tiber o, — 1, ... hinaus un-
beschrinkt fortzusetzen, mit der MaBgabe, daB zwei Ziige 2, und z,
identisch sind, wenn ihre Nummerndifferenz h — &k durch » teilbar
1st. Man erhalt hierbei zu einem Zuge z,, dessen Nummer %
auBerhalb des Intervalls 1 bis » liegt, die eigentliche Zugnummer &,
wenn man zu k den modulo » genommenen Rest & aufsucht und
hierbei vorschreibt, dall dieser Rest & der Reihe der Zahlen 1 bis »
angehoren soll. FaBit man dann die Ziige mit den Nummern

(2) 1 biss, 2biss+1,..., bisnts—1i

zusammen, so entstehen » voneinander verschiedene Gruppen G (s).
Dieselbe Gruppenreihe, wenn auch mit zyklischer Verschiebung
der einzelnen Glieder, wird erhalten, wenn man bei dem Abteilen
der Gruppen nicht wie in (2) mit dem Zuge 2z, sondern mit
irgend einem andern Zuge z, beginnt und auf dem Kreise einmal
vollstindig herumgeht. Zugleich erkennt man, da8 = jetzt auch
kleiner als s sein darf. So liefert z. B. selbst fir # = 1 der An-
satz (2) verbunden mit der Regel von der Bedeutung der oberhalb
n gelegenen Nummern eine Gruppe G(s), die offenbar durch das
n-malige Setzen des Zuges 2 entsteht.

3. Die beiden vorstehend beschriebenen Arten der Gruppen-
bildung — auf der Zeile und auf dem Kreise — kann man als
die ,lineare und die ,zyklische“ unterscheiden. Handelt es sich
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um Auszihlungen, die innerhalb beobachteter Zugreihen an den
Gruppen vorgenommen werden, so werden die beiden Bildungs-
weisen in ihren numerischen Ergebnissen um so weniger vonein-
ander abweichen, je grofer » gegen s ist. Da nun die zyklische
Gruppenbildung, wie sich spiter zeigen wird, die einfacheren
Formeln liefert, so empfiehlt es sich, die zyklische Rechnung
iberall da zu bevorzugen, wo nicht triftige Griinde das Gegenteil
fordern. |

4. Yon den in der betrachteten Urne enthaltenen Kugeln
wollen wir voraussetzen, daB sie sich nur durch ihre Farbe unter-
scheiden. Im ganzen mogen F' verschiedene Farben vorhanden
sein, die wir uns auf irgend eine Weise geordnet und durch
laufende Nummern unterschieden denken. Die relative Haufigkeit,
mit der die Kugeln der f-ten Farbe an der Urnenfiillung beteiligt
sind, bezeichnen wir mit p,, so daB p, nach der gewohnlichen Aus-
drucksweise die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der das Ziehen
der f-ten Farbe zu erwarten ist. Der Kiirze halber werden wir
das Symbol p, auch zur Bezeichnung der dazu gehorigen Farbe
benutzen.

5. Nach diesen Festsetzungen entsteht aus (1) der Ausdruck
fir ein bestimmtes beobachtetes Z(n), wenn man in (1) jedes z,
durch das p-Zeichen derjenigen Farbe ersetzt, die bei dem Zuge z,
herausgekommen ist. Jedes beobachtete Z(n) erscheint also als
eime Kombination von » Elementen, die der Reihe der F GroBen p,
entnommen sind. Ebenso erscheinen die Gruppen G(s), die sich
aus dem betrachteten Z(») bilden lassen, als Kombinationen von je
s Elementen aus der Reihe der p,.

Je nach der Art, wie die Elemente p, in eine Gruppe G(s)
eingehen, nimmt diese Gruppe andre und andre Formen an. So
konnen z. B. fiir drei Farben bei den Gruppen G(2) die neun
Formen

(3) PiPis PiPss PyPss PePys PelPys DyPgs P3Py PyPsr PPy

auftreten. Allgemein gesprochen ist die Anzahl der moglichen
Formen von G(s) bei F' Farben durch die Potenz F'* gegeben,
da jede Farbe unabhiingig von der andern als erstes, zweites usw.
Element in die Gruppe G(s) eingehen kann.

6. Bei der Formulierung der zu losenden Aufgabe moge fiir
den Augenblick der einfachste Fall vorangestellt werden. Wenn

il
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der Urnenversuch Z(n) m-mal ausgeftihrt wird, so entsteht dadurch
eine Kollektivreihe von dem Umfange m, deren Glieder die m be-
obachteten Z(n) bilden. Als Argument dieser Kollektivreihe soll
zuniichst die Hiaufigkeit x gelten, mit der eine vorgeschriebene
Form der Gruppe G(s) in jedem Z(n) auftritt. Sind beispiels-
weise drei Zugreihen von der Gestalt Z(7), namlich die Reihen

(4) PPy Py Py Py Do Dys  DyDo Dy D D3P Py Doy Dy Py P D,

beobachtet worden, so tritt darin bei linearer Zéhlung von den
Gruppen G(2) die Form p p, mit den Hiaufigkeiten

ComO; T=2, T=4

auf, wihrend bei den Gruppen G(3) zu der Form p p,p, die
Haufigkeiten '

gehoren. Bei zyklischer Zahlung erhielte man dagegen zu p, p,
die Argumentwerte 1, 3, 5 und zu p p,p, wieder die fritheren
Werte 1, 2, 1.

Allgemein wird, wenn es sich um die Gruppen G(s) handelt,
das Argument # — je nach der Art der Zahlung — der Reihe
der Zahlen o bis » —s <4 1 oder o bis » angehdren, da ja einer-
seits die vorgeschriebene Gruppenform in einem Z(n) ganz aus-
fallen kann, und da andrerseits jedes Z () nicht mehr als n—s+ 1
oder n verschiedene Gruppen G¢(s) liefern kann.

Die betrachtete Kollektivreihe liefert des weitern eine be-
stimmte beobachtete Verteilung U(x), wobei U(z) die relative
Héaufigkeit ausdriickt, mit welcher der Argumentwert # in der
Kollektivreihe auftritt. Gesucht wird dann zur Vergleichung mit
dem beobachteten Verlaufe von U(x) die entsprechende theoretische
Verteilung 11(x), d. h. diejenige Verteilung, die man beobachten
wiirde, wenn bei unbegrenzter Wiederholung der Versuche Z(n)
eine vollstindige Ausgleichung des den Urnenziigen anhaftenden
Zufalls eintritt. Die Wertreihe der l(r) laBt sich mit Hilfe der
D-Operation iibersichtlich in den Ausdruck

(5) D(w) = (o) + U(1)w + U(2)w* + ---

zusammenfassen, worin # einen willkiirlichen Parameter bedeutet,
und D(«*) den nach der Verteilung 1l(z) genommenen Durchschnitt
der Werte von #* bezeichnet.

==
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Statt der vorstehend gebrauchten Zeichen werden wir im
folgenden auch die Symbole D(»",#) und U(z,n) benutzen, wenn
die Anzahl der Ziige in den zur Auszihlung vorgelegten Zugreihen
Z(n) besonders ersichtlich gemacht werden soll.

7. Die angegebene Aufgabe laft sich nun nach verschiedenen
Richtungen hin erweitern. Zunichst kann man bei der Auszahlung,
die fiir jedes Z(n) den zugehorigen Wert von z liefert, statt einer
einzigen Gruppenform mehrere Formen gleichzeitig berticksichtigen.
So erhélt man in dem Beispiel (4), wenn man die Formen p, p,
und p,p, vereint ziahlt, bei der linearen Gruppenbildung die

Argumentwerte
L==2, F==2, ==4.

Berticksichtigt man dagegen gleichzeitig die Formen p, p,, p,p,

und p, p, p,, so wird
PemE, Zm=gpg, L2,

Man kann die Gruppenformen, die bei der Auszéhlung beriick-
sichtigt werden, kurz als die ,zéhlenden“ Formen bezeichnen, im
Gegensatze zu den tbrigen ,nichtziahlenden®.

Die Scheidung in ziéhlende und nichtzéihlende Formen laBt
sich noch etwas anders einkleiden. Man denke sich die Formen,
die bei den betrachteten Gruppen tberhaupt auftreten konnen,
irgendwie geordnet und der Reihe nach mit |, G,, ... bezeichnet.
Ferner ordne man jeder Form G, als ,,Gewicht“ eine bestimmte
Zahl a, zu und bezeichne mit z, die H#ufigkeit, mit der die
Form G, in der vorgelegten Zugreihe auftritt. Endlich wihle
man als Argument z den Ausdruck

(6) T =a,x + a,x, + -,

den wir als die ,mit den Gewichten a, gebildete Formenmenge“
bezeichnen wollen. Dann erhilt man offenbar wieder den vorhin
betrachteten Fall, wenn man vorschreibt, dafl als Gewichte nur
die Zahlen Eins und Null Verwendung finden sollen, wobei den
zahlenden Formen das Gewicht Eins, den nichtzéahlenden das Ge-
wicht Null zu geben ist. Zugleich erkennt man aber auch, daB
kein Hindernis besteht, die Aufgabe in der durch (6) ausgedriickten
allgemeineren Gestalt aufzustellen, also fir die Gewichte irgend-
welche positive oder negative Zahlen anzusetzen.

8. Eine andere Erweiterung der zuerst gestellten Aufgabe
entsteht, wenn man bei der Auszihlung die gezihlten Formen

i
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nicht zusammenfaft, sondern innerhalb jeder Zugreihe ganz oder
teilweise getrennt hialt. Bezeichnet man z. B. in der Reihe (4)
mit « die Haufigkeit der Form p p,, mit y die Haufigkeit der
Form p,p,, endlich mit z die Haufigkeit der vereint gezihlten
Formen p p, und p,p , so erhdlt man fiir diese Argumente bei
linearer Gruppenbildung aus den drei Zugreihen die drei Wert-

systeme

Pu=Q, =2 fu==j; X==2 Ye==O0, f=4, T=4, §=0, &= 2.

Durch eine solche Zahlungsweise gelangt man offenbar zu Kollektiv-
rethen, die von mehreren Argumenten abhingen.

Die verschiedenen Gestalten der getrennten Zahlung lassen
sich auf folgende Art einheitlich zusammenfassen. Man denke
sich wieder wie vorhin die Formenreihe G,, G,, ... aufgestellt
und zunichst mit den Gewichten a , a nach (6) fiur jede
Zngreihe die Formenmenge

x=a% + a2, + -

berechnet. Darauf wiederhole man diese Operation mit den neuen
Gewichten b, b,, ..., so daB zu jeder Zugreihe die Formenmenge

y=ba + bz + -

entsteht. In dieser Weise fahre man fort, bis die verschiedenen
(Gewichtssysteme, die man benutzen will, erschopft sind. Dann
liefern die vorgelegten Zugreihen eine Kollektivreihe, deren Glieder
von den Argumenten z, y, ... abhingen. Man kann diese Be-
handlung der Zugreihen als ,,wiederholte Zahlung mit abgeéinderten
Gewichten“ bezeichnen. Sie schlieBt, wie man ohne weiteres er-
kennt, die getrennte Zahlung einzelner Formen als Sonderfall
in sich.

9. Der in (6) aufgestellte Ausdruck der Formenmenge ver-
langt, daB die vorhandenen Gruppenformen in eine bestimmte
Ordnung gebracht worden seien. Um eine fiir unseren Zweck
geeignete Reihenfolge herzustellen, benutzen wir die folgende Be-
merkung.

Wenn in dem dekadischen Zahlensystem beispielsweise alle
vierziffrigen Zahlen aufgestellt werden sollen, die sich mit den
sechs Ziffern 2, 4, 5, 7, 8, 9 bilden lassen, so gibt es eine be-
kannte einfache Regel, mit der man die verlangten Zahlen, und
zwar sogleich nach ihrer Grofe geordnet, unmittelbar hinschreiben

ﬂ, - L ] L]
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kann. Diese Regel kommt darauf hinaus, daB man, von der
niedrigsten Zahl 2222 ausgehend, zunichst die letzte Ziffer bis
zu dem groBten zuliassigen Werte aufsteigen laBt. Darauf erhoht
man die vorhergehende Ziffer und laBt wiederum die letzte Ziffer
die zulassigen Werte durchlaufen, und so fort, bis die Gesamtheit
der verlangten Zahlen hergestellt ist.

Um die vorstehende Regel auf unsern Fall anzuwenden, be-
trachten wir die /' Farbengrdfen p,, ... p, als ebensoviele, ihrer
Grofe nach geordnete Ziffern eines @-adischen Zahlensystems,
wobel ¢ eine Zahl oberhalb F bedeutet. Darauf setzt man, wenn
es sich um das Ordnen der Gruppenformen G(s) handelt, alle
s-ziffrigen Zahlen des ¢-adischen Systems an, die sich mit den
genannten F' Ziffern bilden lassen. Hierbei erhilt man, wenn
man die genannte Regel beachtet, die einzelnen Zahlen nach ihrer
GroBe geordnet und gewinnt zugleich die gesuchte Formenordnung,
da ja jeder Zahl eine Form und jeder Form eine Zahl entspricht.
Ein einfaches Beispiel hierzu ist die in (3) aufgestellte Formen-
reihe der Gruppen G(2) fiir drei Farben.

Wenn die zu G(s) gehorige Formenreihe — in der an-
gegebenen Weise geordnet — vorliegt, so ist damit auch ihre
laufende Numerierung von 1 bis F* gegeben. Es findet dann ein
wechselweise eindeutiges Entsprechen zwischen den Formen von
G(s), den aus den p-GroBen gebildeten s-ziffrigen Zahlen des
@-adischen Systems und den laufenden Formennummern statt.

10. Um die vorbereitenden Bemerkungen abzuschhieBen, ist
noch an die Bedeutung der ®-Operation zu erinnern. In der

Zugreihe Z(n) =28, ... 8,

spielen die Bestandteile z; die Rolle von unabhingigen Verinder-
lichen, deren Wertvorrat durch die p-GroBen gegeben ist. Wird
die Reihe der Versuche unbegrenzt fortgesetzt, so tritt jedes 2
mit einer bestimmten Verteilung auf, deren Verlauf, entsprechend
den moglichen Werten von z, durch die Gleichungen

W(p)=p,;, W(p)=2p0s, ... UW(ps)=p;

bestimmt ist. Bedeutet ferner A(z,) irgend einen von 2, abhin-
genden Ausdruck, so erscheint der Durchschnitt von 4, genommen
nach der Verteilung von z;, in der Gestalt

D(d) =2N(a)4(a) =X ad(a),

==
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worin der Buchstabe a bei der Summation die Reihe der p-GroBen
zu durchlaufen hat. In #&hnlicher Weise nimmt fiir einen von
mehreren Ziigen abhingenden Ausdruck A(z,z,...) der nach simt-
lichen darin vorkommenden Ziigen genommene Durchschnitt die

Gestalt _@(A)=§§..ub..ﬁ(ﬂ,br--)

an, worin bei der Summation die a, b, ... unabhiingig voneinander
die Reihe der p-GroBen zu durchlaufen haben.

Da wir es im folgenden fortwihrend mit solchen Summen
zu tun haben, so soll der Kiirze halber das Summenzeichen nur
einfach und ohne angehiingte Indizes geschrieben werden, wenn
die Summation tber alle hinter dem Summenzeichen stehenden
beweglichen Nummern auszudehnen ist. Ferner kann auch die
Angabe der Summengrenzen fortbleiben, denn die Summationen
gehen, von besonderen Fillen abgesehen, stets tiber denselben
Bereich, nadmlich bei den p-Gréflen von p, bis p,, bei den Zug-
nummern von I bis # oder auch — bei zyklischer Rechnung —
tiber den ganzen Kreisumfang, endlich bei den Formennummern
der Gruppen G(s) von 1 bhis F".

11. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nunmehr zu
der Untersuchung der zyklisch gebildeten Gruppen G(s), wobei
wir sogleich nach der in (6) enthaltenen Vorschrift die mit den
Gewichten e, ¢, ... angesetzte Formenmenge

X =er e, -+ -

zugrunde legen. Dieser Ansatz ist hinreichend allgemein, denn
das Zusammenfassen von Formen ungleicher Gliederzahl wiirde,
wie sich am raschesten an einem einfachen Falle zeigen la8t,
nichts wesentlich neues liefern. Wenn z. B. die Urnenfiillung aus
den drei Farben p, ¢, r besteht, und wenn ferner die Formen
pp, ppr und pgr mit den Gewichten a, b, ¢ gezidhlt werden sollen,
wahrend alle tibrigen Gewichte null sind, so kann man zunichst
die Zahluong von pp durch die Zahlung der drei Formen ppp,
ppq und ppr ersetzen, da ja, wie unmittelbar ersichtlich, das
Vorkommen dieser drei Formen bei der zyklischen Rechnung mit
dem Vorkommen der Form pp #quivalent ist. Man hitte also
statt der angegebenen zwei- und dreigliedrigen Formen die vier
durchweg dreigliedrigen Formen

ppp, PPq, Ppr, par

el
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mit den Gewichten
a, a, a+ b, c
zu zahlen. Ebenso konnte man die Zahlung von pp auch durch

die Zahlung der Formen ppp, qpp, rpp ersetzen, so daB man
auf die fiilnf Formen

pprp, 9pp, *pPP, ppr, Par

mit den Gewichten
@, a, a, b, c

geftihrt wird.
Das angeftihrte Beispiel laBt erkennen, wie man bei der

zyklischen Gruppenbildung die Zahlung von Formen ungleicher

Gliederzahl durch angemessene Erweiterung der niedrigeren Formen
und durch entsprechende Anderung der Gewichtszahlen auf den
Fall reduzieren kann. wo sidmtliche Formen dieselbe Gliederzahl
besitzen.

12. Bei der Behandlung der gestellten Aufgabe wollen wir
in G(s) die Gliederzahl s als fest ansehen, dagegen bei der Zahl »
in Z(n) sogleich die Gesamtheit der fir » zulissigen Werte ins
Auge fassen. Hierbei ist zu beachten, daB fir » <s die aus Z(n)
zu bildenden Gruppen G(s) nicht die siamtlichen Formen liefern,
die an und fir sich bei den Gruppen G(s) moglich sind. So
erhalt man z. B. fir n =1, 2, 3 als Gruppen G(4) die nach-
stehenden viergliedrigen Zugreihen:

Nn=1 ’ 51315131,

n=2, 28724, 2,224,

N=3, 228478, 2,2,4,8, 4,222,

und man erkennt sofort, daB aus diesen Gruppen niemals eine
Form wie etwa p p p,p, entspringen kann.

13. Die bei den Gruppen G(s) moglichen Formen denken wir
uns, wie frither angegeben, als s-ziffrige ¢-adische Zahlen geordnet
und zugleich mit den von 1 bis M = F* laufenden Nummern
versehen. Zu jeder Form G, gehort dann eine bestimmte s-ziffrige
@-adische Zahl, die wir ebenfalls kurz mit (, bezeichnen koénnen,
ferner die laufende Nummer &, sowie ein Gewicht ¢,, das vorlaufig
ganz beliebig angesetzt werden mag. Weiter fithren wir ein Ge-
wichtssymbol E ein, das von den s Ziigen einer Gruppe G(s) ab-
héingt, und das wir je nach Umstéinden in einer der beiden Gestalten

(7) 'E(Ei-i-l 'gi_p.g .o 5.-_;_,) Udﬂr E(‘E: —I— I, ) + S)

el
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schreiben wollen. Dieses Symbol soll den Wert e, annehmen,

sobald die hinter dem FE-Zeichen stehende Gruppe G(s) in die
Form G, tbergeht.
Mit den Symbolen E bilden wir nun den Ausdruck

(8) v=FK@ ..2)+ Es..2,.)+ -+ V¢ e B B

wobei die oberhalb » gelegenen Indizes in der frither angegebenen
Weise durch ihren modulo » genommenen Rest zu ersetzen sind.
Fur einen bestimmten ausgefihrten Versuch Z(x) ist dann in (8)

jeder Zug z, durch die Farbe p, zu ersetzen, die bei dem Zuge 2

zum Vorschein gekommen ist. Tritt hierbei in (8) eine Gruppen-

form &, mit der Haufigkeit x, auf, so entspringt daraus der Bei- -

trag x,¢,, d. h. der Ausdruck x ist nichts anderes, als die mit
den Gewichten e, gezithlte Formenmenge des betrachteten Versuches,
die zugleich das Argument der zu untersuchenden Verteilung liefert.

Weiter fithren wir die Veranderlichen u — exp U nebst dem
Symbol

(9) Cloig1#igs - 214) = eXp[UE(#:4 1245 .. 2,4,)]
ein. Daraus folgt der Reihe nach
u'=-exp|UE(z..2)+4 -+ UE(z,.. L
U= C(2,..2)0(8..2,,1)...C(8,.. 2,,_,).

Nimmt man hiermit die D-Operation vor, die sich rechts auf die
Verteilung der 2z, und links auf die daraus entspringende Ver-
teilung des Arguments x bezieht, so entsteht die Gleichung

(10) D(w',m) =D[C(e, .. 2,) ... ¢ |

Ersetzt man dann noch, wo noétig, die Indizes durch ihre modulo #
genommenen Reste und fithrt auf der rechten Seite die ®-Operation
nach der in Artikel ro entwickelten Vorschrift durch, so entsteht
der Ausdruck

(11) 2a,0y..a,0(a0a,..a,)C(a0,..a,,,)... Cla,a,.. a,_,),

worin bei der Summation die Nummern ¢, — jede fiir sich —
die Reihe der FarbengréBen p, bis p, zu durchlaufen haben.

14. Die Gleichungen (10) und (11), sowie die weiterhin daraus
abzuleitenden Folgerungen, bleiben ihrem Wesen nach bestehen,

wenn statt der einmaligen Zahlung der Formenmenge eine mehr-
malige Zahlung mit abgeinderten Gewichten vorliegt. Es wird

==
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gentigen, dies fiir den Fall nachzuweisen, wo es sich um zwei
Argumente handelt.

Wenn sich an die erste, mit den Gewichten e, ausgefiihrte
Zéahlung eine zweite mit den Gewichten f, anschlieBt, so fiihrt
man neben den FE-Symbolen, die fiir die Gewichte ¢, gelten, in
dhnlicher Weise noch die Symbole

F(z412 45 .. Zigs)

ein, die den Wert f, annehmen, wenn die hinter dem F-Zeichen
stehende Gruppe G'(s) in die Form @, tibergeht. Ferner setzt
man mit den Verinderlichen

u=explU, v=expV
den Ausdruck

G(E;+1 .o 5£+a) — BKP[UE(H,~+1 a 3f+=) + VF(‘¢=‘+1 e 3.‘-1»-,.)]
nebst den Argumenten

T = .E(El e E,) + E(fs .. 1"‘3.|+1) + it + E(ﬂn “‘gﬂ-!-l—l)’
y=F(zi..El)+F(EE--E,+I)+"'+F(‘$n"$ﬂ+l—1)
an. Dann erhilt man statt (10) die Gleichung

D(wv'ym) = D[C(z, ..2,)C(z, .. O TR & ¢ NEE S |

worin der Durchschnitt rechterhand nach der Verteilung der Zige ¢,
linkerhand nach der Verteilung der Argumentpaare =, Yy zu
nehmen ist.

Es bedarf keiner besonderen Darlegung, wie sich die an-
gegebene Beziehung gestaltet, wenn mehr als zwei Argumente in
Betracht kommen.

15. Um den Ausdruck (11) umzugestalten ziehen wir jetzt
noch die Gruppen G(s— 1) heran. Die dazu gehorigen Formen
denken wir uns @-adisch als (s — 1)-ziffrige Zahlen geordnet und
mit den von 1 bis N = F*~! laufenden Nummern versehen. Ferner
fihren wir das Zeichen e(a,b) ein, das den Wert Eins oder Null
besitzen soll, je nachdem a« und b gleich oder ungleich sind.
Sodann greifen wir aus den Nummern des Formensystems G (s — I)
irgend zwei beliebig heraus und bezeichnen sie mit 4, und By 1,
wahrend die Ziffern der dazu gehorigen (s — 1)-ziffrigen Zahlen
von links nach rechts durch die Zeichen

Iy 24 «oo(8—1), und 1,4, 2¢419 oos (8 —1)4y

rmserld
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ausgedriickt werden sollen. Damit setzen wir dann die GréBen
(12) [Ag sy ] =1>< 11,
| = 1,0(1,1, 412041 .- (8 — 1)igy),

I = E(znli-l*l)e(-?lf: 2='+1) e E((S p . g 2)’7"'1)

an, wobei zu bemerken ist, daB fiir s = 2 der Faktor II zu unter-
dricken ist, weil in diesem Falle zu den A-Nummern einziffrige
Zahlen gehoren, in denen nur die Ziffern 1, und 1,,, auftreten.

LaBt man den Fall s = 2 fiir den Augenblick beiseite, so ist
der Ausdruck (12) nur dann von Null verschieden, wenn keiner
der e-Faktoren verschwindet, wenn also

(13) 2™ Liads ™ Sigeny v (3 o I).' (3 2)5-{—1

ist. Oder anders ausgedriickt: wenn man bei h, die erste Ziffer
und bei %, , die letzte Ziffer unterdriickt und die tbrig bleibenden
Ziffern als zwei (s — 2)-ziffrige Zahlen 4 und B liest, so ist der
Ausdruck (12) von Null verschieden oder null, je nachdem A4
mit B tbereinstimmt oder nicht.

Fir s= 2 fithrt die Formenreihe G(s— 1) auf einziffrige
Zahlen, d. h. auf die Reihe der p,. Infolgedessen fillt die Formen-
nummer von p, mit h, und die erste Ziffer der zur Formen-
nummer » gehorigen Zahl mit p, zusammen. Da nun % und A,
zwei beliebig herausgegriffene Formennummern bedeuten, und da
tiberdies der Faktor Il fortfallt, so nimmt fiir s= 2 der Aus-
druck (r2) die einfache Gestalt

(14) [ ] = i C(0:24)

an. Das Fehlen des Faktors II bewirkt offenbar, daB von den
GroBen [h,k] keine verschwindet.

16. Da in (12) die Nummern k, und kb, , — jede fir sich —

von 1 bis N laufen, so liefert der Ausdruck (12) ein System von .

N . N oder F**—* GroBen |h,k|, die, soweit sie nicht verschwinden,
als das Produkt aus einer FarbengroBe p, und einer C-Grofe auf-
treten. Die C-GroBe enthilt eine s-ziffrige Zahl, d. h. eine Gruppen-
form von G(s), deren Ziffern wir fiur den Augenblick mit 1,, 2,, ..s,
bezeichnen wollen, so daB

(15) I, =T, 2 %= I, 0.y «.08,==(8—1);4,

wird. Soll nun der Ausdruck (12) von Null verschieden sein, so

i
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miissen die (leichungen (13) erfillt sein, die mit (15) verbunden
zu den Gleichungen

s |

o 2i=2y ... (8—1);=(s— 1),
Liv1=2;5 2;41= 3g5 +-- (8 — I)i+1 = 8§,

fihren. Demnach erhilt man in diesem Falle die Ziffern zu b,
und %;,,, wenn man von den Ziffern in der C-GroBe die erste
bis vorletzte und die zweite bis letzte zusammenfaflit. Ferner
kommt in dem System der nichtverschwindenden |k, k|, wenn es
fir sich betrachtet wird, jede C-Grofie nur einmal vor, denn die
Nummern 2 und % sind in diesem Falle durch die Ziffern der
C-GroBe bereits vollstindig bestimmt: wenn man in der C-Grofie
auch nur eine Ziffer #indert, so muB sich mindestens eine der
beiden Nummern h,k #ndern. Diese Bemerkung gilt auch noch
fir s = 2, wie sich unmittelbar aus (14) ablesen laft.

Da die Anzahl der C-Grofen gleich F*, die der Grofen [h,k]
gleich F*'—? ist, so enthilt das vollstindige System der [A,k] im
ganzen F**—* — " Nullglieder. Diese Zahl reduziert sich fiir
s = 2 auf Null, wie bereits zu (14) erwihnt worden ist.

17. Die Gleichung (12) setzen wir jetzt »-mal an, indem wir
fir ¢ der Reihe nach die Zahlen 1 bis » schreiben und hierbei
die oberhalb » gelegenen Indizes durch ihren modulo #» genommenen
Rest ersetzen. Sodann multiplizieren wir die » erhaltenen Gleichungen
miteinander und summieren das Produkt tiber das ganze Formen-
system von G(s— 1), wobei die Ziffern 1,, 1,,, usw. — jede fiir
sich — die Farbenreihe p, bis p,, die h-Nummern hingegen —
ebenfalls jede fiir sich — die Zahlen 1 bis N zu durchlaufen
haben. Dadurch entsteht aus der linken Seite von (12) die

Produktsumme
E[hl !hi][kﬂ!hﬂ] Rk, [h!l-—-l.!hﬂ][kﬂ?hl]'

Auf der rechten Seite tritt aus jedem Summengliede zunichst das
Produkt 1,1,..1, als Faktor heraus. Ferner liefern wegen des
Faktors II nur diejenigen Produkte einen von Null verschiedenen
Beitrag, in denen die Bedingungen (13) erfiillt sind. Diese Be-
dingungen besitzen nun aber, wenn man zusammenfaft, die Gestalt

L Yoy (fr = I)i+1r

aus der die Beziehungen

e (’r s I)i-l—l — (“J"— 2)i-[-i el TR Ll TR

|t
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folgen. Infolgedessen liefert die rechte Seite von (12) unter Fort-
lassung der Nullglieder die Produktsumme

2Nty o000, o DO, By Xapa) i O 0 T, )

Dieser Ausdruck ist aber, wenn man die verschiedene Bezeichnung
der p-Grofen beriicksichtigt, nichts andres, als die in (11). an-
gesetzte Summe, stimmt also auch mit der rechten Seite von
(10) tiberein. Folglich wird

(16) D (u*,n) = X[y, hs][hy,hg] . . . [By_ 1, ] [Rnshi],
woraus im besonderen noch :

D (v, 1) = X[hy, k],

D(w*,2) = X[hy, hs][hs,hy],

D (u",3) = X[ by, lis][ by, ls][ s, 1y ],

uﬂw -

folgt. Wenn es sich um mehrere Argumente z, y, ... handelt,
so ist auf der linken Seite von (16) die Potenz «* durch das
Produkt #*+* .. zu ersetzen.

18. Die Gleichung (16) ist jetzt weiter umzuformen. Der
hierzu dienende Determinantensatz ist, wie ich aus einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn FroBeEnius erfahren habe, bereits von
C. W. BorcHArDT auf einem einfachen Wege abgeleitet worden,
und zwar in der Abhandlung ,Neue Eigenschaft der Gleichung,
mit deren Hilfe man die sekuliren Storungen der Planeten be-
stimmt“, (Crelles Journal Band 3o0). Hier will ich eine andere
Herleitung geben, die ebenfalls hinreichend einfach ist.

Es mogen, indem wir fiir den Augenblick von der Entstehungs-
weise der GroBen |hk| ganz absehen, die Buchstaben %, E, ...
Nummern bedeuten, die von 1 bis zu der beliebig gewihlten
festen Nummer N zu laufen haben. Ferner setze man in ganz
beliebiger Weise die von dem Nummernpaar %, k abhingenden
N-N GroBen |hk] an und bilde daraus die zyklischen Produkt-
summen

(17) S(n) = 2| by, hs|[hs,hs] . . . [hy— 15k [Py Py],

in denen jedes k; fiir sich von 1 bis N liuft. Die Nummer &,
tritt in (17) zweimal auf, namlich einmal als hintere Nummer
in [h,_,,h,] und dann als vordere Nummer in [k,,kh,] Ersetzt

! ~
| -} "
!- ‘ ;
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man nun das vordere und das hintere h, durch die vorliufig als
fest gedachten Nummern f und ¢, so entsteht ein Ausdruck, den
wir in der Gestalt

(18) S(f.9,m) = 2[hy,hy) . . . [l—y,9][f 0]

schreiben wollen, wobei die Summation nur noch nach den tbrig
gebliebenen /#-Nummern auszufithren ist. Ferner ist fiir n = 1

(Ig) S(ﬁg! I) oy [f!g]

Will man aus (18) wieder S(n) erhalten, so hat man f fir g zu

schreiben und rechterhand auch noch nach f zu summieren,
d. h. es 1ist

(20) S(n) = ;S(ﬁﬁn).
Fuhrt man ferner in (18) die Summation nach %, _, explizite

durch und schreibt hierbei fiur %&,_, kurz h, so wird mit der in
(18) eingefiihrten Bezeichnung

(21) S(f,g,n) = ?[h,g]S(ﬁh,n—I).

Diese Gleichung gilt fiir n = 2, 3, ... Multipliziert man sie mit ¢
und summiert darauf nach # von # = 2 an, so entsteht mit der
Abkiirzung

(22) S(f.9) = 8(f:9,1)t + S(f.9,2)8* + - --

die Gleichung
S(f,9) — tS8(£,9,1) = X[h.g]tS(f,1),

woraus mit der weiteren Abkiirzung

(23) H(h,g) = e(h,g) — [.g]¢
wegen (19) die Gleichung
(24) 2 H(h.g)S(f.h) =[f.9]¢

entspringt. Bildet man nun aus den N-N Elementen H(h,g) die
Determinante H nebst den Unterdeterminanten

G(f,g) =oH:eH(f,9)

und multipliziert (24) mit G(f,g), so entsteht daraus durch
Summation nach ¢ die Gleichung

HS(f,f) = Z G(f.9)[f.]t

Abhandl. d. K. S. Gesellsch. d. Wissenach., math.-phys. Kl. XXIX. vor 41
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und weiter durch Summation nach f

HIS(,f) = SE G(fa)[f9)t
Andrerseits erhilt man, wenn man H nach ¢ differentiiert, die

Glei
eichung dH:dt=— XX G(f9)[f.0].

die mit der vnrhergehenden verbunden die Beziehung
(25) H?S(ﬁf)————mdﬂ:dlugt

liefert. Ersetzt man endlich noch in (22) die Nummer g durch f
und summiert nach f, so entsteht unter Beriicksichtigung von (20)

der Ausdruck
S=§S(ﬁf) = S(1)t + S(2)t* + -+,

woraus dann wegen (25) die Darstellung

| S=238n)t"=—dlog H:dlogt
hervorgeht. :
Fir {=o gehen die Elemente H(h,g) in e(h,g) iber, d. h.
die Elemente der Determinante H werden auBerhalb der Diagonale
null und nehmen auf der Diagonale den Wert Eins an, so daB
H—=1 wird. Da nun H, als Funktion von ¢ betrachtet, ein
Polynom N-ten Grades ist, so kann man die Zerlegung

H=(1— X,t)(1 — X;t)... (1 — Xy?)
ansetzen, aus der

X S(m)t = —dlog H:dlogt = X[ X,t: (1 — X.,1)]

folgt. Entwickelt man jetzt die Briiche rechterhand nach ¢ und
spaltet darauf die Gleichung nach den Potenzen von ¢, so erhalt
man wegen der in (17) angegebenen Bedeutung von S(n)

S(ﬁ') = Z [hl!hﬂ] ik [hn——llhn][hmhl] e Z X:i ’

mi

Mit den vorstehenden Formeln ist das, was wir zur Umformung
von (16) brauchen, bereit gestellt.

19. Kehrt man zu der in (12) angegebenen Bedeutung der
GroBen [h,k] zurick, so laBt sich die Losung unserer Aufgabe
folgendermafBen fassen. Als Ausgangspunkt dient die mit /' Farben
gefilllte Urne, ferner die Zugreihe Z(n) nebst der Reihe der inner-
halb Z(n) zyklisch gebildeten Gruppen G(s). Zu dem Zeichen G(s)

|t
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gehoren M — F* @-adisch geordnete Gruppenformen, denen die
Nummern 1 bis M und die Gewichte e, bis e, beigelegt werden.
Die mit den e-Gewichten gebildete Formenmenge x besitzt eine
gewisse Verteilung U(x,n) nebst der Durchschnittsgleichung

D (u"ym) = XU (z,n)u",

worin die Summation iber alle zulissigen Werte von z aus-
sudehnen ist. Die vorstehenden Grofen lassen sich vermittelst
der Gleichung

(26) Y D(wr,n)t" = XX U(x,n)u’t" = —dlog H:dlogt

aus einer erzeugenden Funktion H herleiten. Um H zu bilden
setzt man das System der C-GroSen an, deren Anzahl M ist,
ferner stellt man die Reihe der (s— 1)-ziffrigen @-adischen
Zahlen nebst ihren von 1 bis N = F*~' laufenden Nummern auf
und erhilt damit nach der Vorschrift von (12) die N-N Ausdricke
[h,k] nebst den N-N Verbindungen

(27) H(h,k) = e(h,k) — [h.k]t,
in denen ¢ einen willkiirlichen Parameter bedeutet. Die aus den

Elementen H(h,k) zusammengesetzte Determinante ist das ge-
suchte H. AuBerdem liefern die in der Zerlegung

(28) H= (1 — X;t)(1 — Xpt) ... (1 — X,t)
auftretenden WurzelgroBen X, den Ausdruck
(29) D(w,h) = X1+ X3+ + X3

Damit sind die Grundformeln der Losung gegeben.

Wenn es sich um eine mehrmalige Auszihlung der Zug-
reihen Z(n) mit den Argumenten z,y,... handelt, so treten die
Verteilungszahlen 11(z,y, ...,n) nebst dem Durchschnitt

Dw . ..,n)=XU(xy,...,n)u...

auf. Ferner andert sich in der frither angegebenen Weise die
Zusammensetzung der C-GroBen, dagegen bleibt die Bildungsweise
der [k nebst dem System der Grundgleichungen (26) bis (29)

ungeindert.
Am Schlusse der Rechnung sind die C-Grofen durch Aus-
driicke von der Gestalt w° oder w'v”... zu ersetzen, worin die

Exponenten die den C-GroBen entsprechenden Gewichte bedeuten.
41%
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20. Um die Gestalt der Losung noch deutlicher zu machen,
mogen die Bestimmungsstiicke von H fiir die einfachsten Falle
zusammengestellt werden. Hierbei gentigt es, nur die GroBen [h,k]
und zwar nach Art einer Determinante geordnet herzusetzen, weil
man damit sofort den Ausdruck fiir H hinschreiben kann. Ferner
soll zur Abkiirzung statt der Farbe p, einfach die Nummer &,
und statt der C-Grofe, die zu der Form @&, gehort, einfach ()
geschrieben werden. Man erhilt dann die nachstehenden, un-
mittelbar verstéindlichen Tabellen.

Formen von G(2) fir F= 2

38 k2 1), 22

Formen von G(3) fir F= 2

X133, 312, 121, 338, 21l 212

i

221, 222

h 2 ?

Formen von G(4) fir F= 2

-
ITLx, 1112, 1121, 1122, 1211, 1212, 1221, 1222
2111, 2112, 2121, 2122, 2211, 22%2, 2221, 2222

Formen von G(2) fir F =3

1, .12, 13, 21, .22, 23, 3%, 33, 33

Formen von G(3) fir F= 3
I1L, 1312, TR3. iXR%. 232, Si23..13Y, 3% 133
a1y, a1a, 213 22%, 223, 223, 23%, 23%, 333
3EL, 313, 313, 34r, ‘a3, 3¥%,; V331 333, 333

Aus diesen Formenreihen liBt sich die zu jeder Form gehorige
Nummer sofort entnehmen. Die entsprechenden Systeme der [,]
nehmen daun folgende Gestalt an.

F=2 und G(2)

1(1) 1(2)
2(3) 2(4)

F=2 und G(3)

(1) 12 o o
0 o 1(3) 1(4)

2(3) 2(06) '® 0
o) o 2(7) 2(8)
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F=2 und G(4)

1(1) 1(2) o} o 0 0 0 0
o) o 1(3) 0 E(g) 0 0 0 o
0 0 0 0 1(5) 1(6) o 0
0 0 0 0 o o 1(7) 1(8)

2(9) 2(10) 0 o) 0 0 0 o}
o O " a(¥1)) $(r2y "o 0 0 .0
0 0 0 o ' z2(13)” 2(13) o 0
o 0 0 0 0 o z2(15) 2(36)

F= 3 und G(2)

1(r) 1(2) 1(3)
2(4) 2(s5) 2(6)
3(7) 3(8) 3(9)

F= 3 und G(3)

1z} @) 1(3) 0 0 0 0 0 0
0 0 o) 1(4) 1(5) 1(6) 0 0 o
o o 0 0 o O FELTN.. 3B 03(8)

2(10) 2(11) 2(12) 0 0 0 0 0 0
o) 0 o 2(13) 2(14) =2(13) 0 o o
0 0 ) 0 o} 0 2(16) 2(17) 2(18)

3(19) 3(20) 3(21) 0 o 0 0 0 0
0 0 O . 3(22) 3(23) a(z4) .0 o o
0 0 o 0 ERliE 3(25) 3(26) 3(27)

Multipliziert man in diesen GroBensystemen jedes Glied mit — ¢
und fiigh dann in den Diagonalgliedern 4 1 hinzu, so entstehen
die Determinanten H.

2I. Die vorstehend aufgefiihrten Sonderfille lassen die Bildungs-
- weise von H bereits deutlich erkennen, und man tibersieht ohne
weiteres, wie sich die p, nebst den C-Grofien und den Nullwerten
der [h,k] innerhalb der Determinante H gruppieren. Hat man
es mit niedrigen Gruppen und kleinen Werten von F und » zu
tun, so bietet es keine besondere Schwierigkeit, H auszurechnen
und die in (26) geforderte Entwickelung von log H nach ¢ aus-
zufithren. In den tiibrigen Fallen wird dagegen die direkte Be-
rechnung von H umstindlich, so daB es sich empfiehlt, noch
andere Beziehungen aufzusuchen, die fiir die numerische Rechnung
herangezogen werden konnen. Hierbei liegt eine gewisse Er-
leichterung in dem Umstande, daf es fur gewdhnlich gar nicht
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auf die GroBen 11(z,n), sondern nur auf die niedrigsten numerischen
Elemente der betrachteten Verteilung ankommt. Letztere lassen
sich aber, wie wir sehen werden, ermitteln, ohne daB man den
vollstandigen Ausdruck von H kennt.

Fir {=o nimmt H, wie sich in Artikel 16 ergab, den
Wert Eins an. Daher liefert (26), wenn man von #{—o an
integriert, die Gleichung

(30) 20D (", n)t" = — log H.

Setzt man hierin u =1, s0 gehen die D-GroBen samtlich
in den Wert Eins tiber, und man erhilt linkerhand die Reihe
fir —log(r —¢), so daB darnach H fiir wu = 1 den Wert 1 — ¢ be-
sitzt. Soll dieser Wert nun auch in (28) zum Vorschein kommen,
80 missen fiir v =1 die GroBen X, bis auf eine, die den Wert
Eins annimmt, simtlich verschwinden. Dieses fiir = 1 ein-
tretende Verhalten soll jetzt niher untersucht werden.

22. Der Ausdruck H ist eine Determinante von der Ordnung
N = F*"" und liefert deshalb ein Polynom von ¢, dessen Grad
im allgemeinen ebenfalls gleich N ist. Da jedoch dieser Grad
unter Umsténden nicht erreicht wird, so wollen wir den wirklichen
Grad von H mit ¢ bezeichnen und demgemaB statt (28) die Gleichung

(31) H= (1 -—Xlt)...(i—th)
und entsprechend statt (29) die Gleichung
(32) D' m) = X +--- 4+ X

hinschreiben. Dieser Ansatz kommt darauf hinaus, da8 in (28)
und (29) unter den GroBen X, solche vorkommen konnen, die
identisch verschwinden und deshalb von vornherein beiseite
bleiben diirfen.

Beschrinkt man sich, was hier ausreicht, auf den Fall einer
einmaligen Auszihlung mit den Gewichten e,, so tritt in H auBer ¢
auch noch der Parameter w auf, weil ja jede C-GroBe, der ein
Gewicht e zukommt, schlieBlich durch die Potenz #* zu ersetzen
ist. Setzt man nun % =1 4 w und entwickelt H nach Potenzen
von w, so erhilt man eine Darstellung von der Form

(33) H=H,+ Hw+4+ Hw +---,

worin der Koeffizient H, die Gestalt 1 — ¢ besitzt, weil fir w — o
oder =1 der Ausdruck H, wie wir gesehen haben, den Wert

il
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1 —¢ annimmt. Die tbrigen Koeffizienten sind Polynome von ¢,
deren Grad nicht tiber ¢ hinausgeht und diesen Wert mindestens
bei einem Gliede von (33) wirklich erreicht, da andernfalls H
nicht vom g¢-ten Grade nach ¢ sein wiirde. Ferner sind die
Koeffizienten H,H,, ... durch ¢ teilbar, weil fiir {= o0 die De-
terminante H, wie wir wissen, den Wert Eins annimmt. Im
iibrigen liefert die Entwickelung nach w eine endliche oder un-
endliche Reihe, je nachdem die Gewichte durchweg positive ganze
Ziahlen sind oder nicht.

23. Ersetzt man in (31) und (33) den Parameter ¢ durch 1 : X
und multipliziert darauf mit X% so entsteht ein Polynom von X,
das wir in der Gestalt |

D —(X- X)X~ X)...(X~X)

i — K+ Ko + Ky + - -

schreiben wollen. Hierin erscheinen die X, als die Wurzeln
von K(X); ferner wird

(35) K= XX —1),

wiahrend die tbrigen Koeffizienten Polynome von X darstellen,
die hochstens vom Grade ¢ — 1 sind, und von denen mindestens
eines fir X = o nicht verschwindet. Fiir w = o wird

H(X )i K e KX — 1),

d. h. fir w=o0 wird eine der Wurzeln — wir wollen sagen
die Wurzel X; — gleich Eins, wihrend die andern unter sich
und mit dem Werte Null zusammenfallen.

Fir die Darstellung der Wurzeln entnimmt man aus der
Theorie der algebraischen Funktionen zunéchst den Satz, daB die
Wurzel X,, weil sie fiir w = o nur einfach auftritt, fir ein hin-
reichend kleines w in eine Potenzreihe von der Gestalt

(36) Xi=14Adw+ 4w +---

entwickelt werden kann. Bei den tibrigen Wurzeln hingegen
kommt man im allgemeinen auf Reihen, die nach gebrochenen
Potenzen von w fortschreiten und in der Gestalt

(37) X, =, W+ 6, W + -

geschrieben werden konnen, wobei W°=w und ¢ eine gewisse
ganze positive Zahl ist. Bei der vorliegenden Frage kommt es
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nun wesentlich auf das Glied an, mit dem die Reihe (37) wirklich
beginnt, und das auf folgende Art gefunden wird.

24. Macht man die fiir unseren Zweck ausreichende Voraus-
setzung, daB w unendlich kleine Werte besitzt, so darf man die
Reihe (37) auf ihr niedrigstes Glied beschriinken und demgemaf X,
in der Gestalt Rw” ansetzen, wo r wesentlich positiv, B hingegen
endlich und von Null verschieden ist. Besitzt ferner in (34) die
niedrigste Potenz von X, die in dem Koeffizienten K, auftritt,
den KExponenten k,, so werden, wenn man fiir X den Ausdruck

Rw" einsetzt, die einzelnen Terme von (34) in bezug auf w von
der Ordnung

o+-rk,, 147k, 241k, 34+7rk,....

Von diesen Ordnungszahlen mitissen nun mindestens zwei fiir die
betrachtete Wurzel zusammenfallen, da andernfalls die Bedingung
K = o das Verschwinden von B nach sich ziehen wiirde, d. h. der
Exponent » mufl einer Gleichung von der Form

h+rk,=1i+rk; oder h—i=r(k —£Fk,)

gentigen. Hierbel sind aber die Zahlenwerte von s — i mindestens
gleich Eins, andrerseits die Zahlenwerte von k; — k, hochstens gleich
g — 1. Folghch liegt » sicher nicht unterhalb des reziproken Wertes
von ¢ — 1. Oder anders ausgedriickt: jede durch (37) ausgedriickte
Wurzel ist nach w von einer bestimmten Groéflenordnung », und es
liegt der niedrigste hierbei vorkommende Wert von », der mit «
bezeichnet werden mége, nicht unterhalb des Bruches 1: (g — 1).

Nach diesen Bemerkungen laBt sich der in (32) angesetzte
Ausdruck von D(u",n) in zwei Bestandteile I und II spalten, die
nach w von verschiedener Ordnung sind, namlich in

Tows X8, - BhmmiXE o s X0

Von diesen beiden Bestandteilen ist I eine gewdhnliche Potenz-
rethe von w mit dem Anfangsgliede 1, wihrend der Bestandteil 1I,
der sich im allgemeinen aus Reihen mit gebrochenen Potenzen

von w zusammensetzt, nach w mindestens von der Ordnung na

wird. Ist nae ein wirklicher Bruch, so liegt die Ordnung von
tatséchlich oberhalb na, denn die gebrochenen Potenzen in 1I
miissen sich bei gehoriger Reduktion herausheben, weil in

(38) D(wn) =14 11
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die linke Seite und ebenso das Glied 1 nur ganze Potenzen von w
enthilt. Hieraus ergibt sich dann weiter, daB man bei der Be-
rechnung von D(u’,n) den Ausdruck

(39) D(um) =1 = X2

zugrunde legen darf, sobald in der D-GroBe nur die Glieder ge-
braucht werden, die nach w unterhalb der Ordnung »a bleiben.
Ein solcher Fall tritt nun aber ein, wenn fir groBere Werte
von n die numerischen Elemente der betrachteten Verteilung in
dem gewoOhnlich vorkommenden Umfange aufgesucht werden sollen.
Entwickelt man némlich auf Grund der Gleichungen

w=u—I1=explU—1

die rechten Seiten von (38) und (39) nach U, so ist zunichst
der Bestandteil II nach U mindestens von der Ordnung na. Diffe-
rentiiert man ferner m-mal nach U und setzt darauf U= o, so
erhilt man linkerhand den Ausdruck D (z",n), der fir m=1, 2, ...
die Grundlage zur Berechnung der numerischen Elemente bildet.
Rechterhand liefert, solange m < na ist, der Bestandteil 11 sicher
den Beitrag Null, d. h. die abgekirzte Formel (39) geniigt sicher
zur Berechnung der numerischen Elemente bis zur Ordnung m
hin, wenn »# so groB ist, daB na oberhalb m liegt. Die hierzu
notigen Formeln lassen sich folgendermaBen einrichten.

25. Wir wollen annehmen, da8 man fir H oder K(X) auf
irgend eine Weise die Entwicklung nach w bis zur Ordnung m
hin hergestellt habe. Dann laBt sich daraus fir die Wurzel X,
die Darstellung

X =14+A4w+ 4w 4 -
ebenfalls bis zur Ordnung m hin herleiten. Hiermit sei dann die
o log X, = B,w + B,uw® + -
nebst den Koeffizienten
B, = A,,
B, = 4, — - 43,

BE=A=_A1A2 +':I;-A-i:
Bi=A4—A1AB_%A§+AiIAE'—%A;‘=

Usw.

|t
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abgeleitet worden. Daraus erhilt man weiter mit w —=exp U — 1
die Entwicklung
log X, = CU+ GU* + -,
worin
G.l b B:I‘. y
2C,= B, + 2B,,
6C,=B,4+ 6B,+ 6B5,,

24C, =B, 4+ 14B, 4 36 B, + 24 B,,
usw.

oder nach Elimination der B-Grofien
01 = Al!
20, = A,(1 — 4,) + 2 4,,
6C; = A,(1 — 4,)(1 — 24,) + 64,(1 — 4,) + 64,,
240, = A,(1 — A,)(1 — 64, + 64]) + A,(14 — 36 4, + 24 43)
+ A4,(36 — 24 4,) + 244, — 1243,
usw.

wird. Weiter moge statt der Formenmenge z als Argument die
Grofe z=x:n eingefithrt werden, die man gegentiber der fiir
die ganze Zugreihe Z(n) geltenden ,absoluten“ Menge x als die
,yrelative”, d. h. fir die einzelne Gruppe G(s) geltende, Menge an-
sehen kann. Dann laBt sich die Gleichung (39) unter Fortlassung
des fiir den Augenblick entbehrlichen Index » logarithmisch in
der Gestalt

log ®[exp (neU)]| =mnlog X, =nC, U+ nCU"* + -

schreiben. Daraus entsteht, wenn die Glieder mit U/ und U? nach
links genommen werden, die Gleichung

log D[exp (U —nC U —nCU*)|=nCU*+nCU*+ -

(G¢ht man vom Logarithmus wieder zum Numerus tiber und fihrt
hierbei die Parameter ¢ und % nebst der Veranderlichen V durch
die Gleichungen

¢c = C,

1!

4WC,=n, nwU=—2hV, nCU*=V?
ein, so wird

Dlexp(— 2h(z2 — )V —V] =14+ nCU*+nCU*'+nCU®
(ﬂCﬁ %ﬂﬂ(}'ﬂ"f’)U“
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Fithrt man endlich noch die fiir die numerischen Elemente ﬁﬁtigen
R-Polynome auf Grund der Entwicklung

exp (— 29V — V) = R(y), + RW):(2V) + R@,(2 V)" + -~
ein, so erhilt man mit y = h(z —¢) die Ausdriicke

DH) =1, DH) =0, D®R)=o,
(40) WD@)=— GF, wWD®R) = O, »D(E)=— W,

(41) 2°*D(NR,) = (OE + %an,“) h°, usw.

Da die Durchschnitte D(R,) und D(N,) verschwinden, so gehdéren
die Werte ¢ und h der Normalform an, und man erhilt fir die

beiden niedrigsten Elemente die Ausdriicke
(42) D(e) =c=C,=4,, nstr(e)=2C=A4,(1 —4)4 24,.

Nach Ausweis dieser Formeln gehen die numerischen Elemente,
mit Ausnahme von ®(z), gegen Null, wenn man » unbegrenzt
wachsen 1aBt.

26. Die Ahnlichkeit der vorstehenden Entwicklung mit dem
BervourLischen Urnenschema ist in die Augen springend. Setzt
man das BerNourLische Schema mit den beiden Farben p und ¢
und fir » Ziige an, so gilt fir die Verteilung der Ziige mit der
Farbe p die Grundgleichung

D(w',n) = (pu + 9)* = (1 + pw)".
Sucht man hieraus nach der Gleichung

XD (u'n)t" = —dlog H: d log?
den Ausdruck fir H auf, so wird

H=1—(pu+q)t=1—1t—pwt.
Es tritt also nur eine einzige Wurzel X, auf, némlich

X, =pu++q=1+pw,

die fiir v = 1, wie es sein muB, den Wert Eins annimmt. Ferner
gelten fur die relative Haufigkeit 2z =2 :n die Ausdricke
(43) D()=p, nstr(e)=p(1—p)

Sind die Gewichte fiir die Auszithlung der Gruppen so gewihlt
worden, daB in (42) die GroBe A4, als eine Wahrscheinlichkeit
gedeutet werden darf, so kann man der Gruppenverteilung die
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Verteilung des BernouLLischen Schemas als eine Art Vergleichs-
norm gegeniiberstellen, wobei dann fiir p der Wert 4, anzusetzen
ist. In diesem Falle gibt offenbar der Bestandteil 2.4, in (42)
an, wie grof bei dem Werte von # str(z)’ die Abweichung von
der durch (43) ausgedriickten Norm ist.

Wenn bei der Auszihlung der Gruppen G(s) in der Zug-
reihe Z(n) als Gewiehte nur die Zahlen Null und Eins benutzt
werden, so bedeuten # und z die absolute und die relative Hiufig-
keit der giinstigen Fille, d. h. der zihlenden Formen. Man darf
also bei derartigen Auszihlungen die GroBen 2z und A, stets als
Wahrscheinlichkeiten auffassen.

27. Zur Erliunterung des Bisherigen soll ein Beispiel benutzt
werden, das sich nicht erheblich von einer Aufga.be unterscheidet,
die Herr voN SEeLiGEr in der Abhandlung ,,Uber die Verteilung
der nach einer Ausgleichung tbrig bleibenden Fehler* (Sitzungs-
berichte der math.-phys. Klasse der K. bayr. Akademie d. W. 1889)
behandelt hat.

Die » Zige z mogen ebensoviele Beobachtungsfehler be-
deuten, die nach einem gewissen Beobachtungsmodus und un-
abhiéingig voneinander zustande gekommen sind. Trigt man diese
Fehler nach der zeitlichen Folge der Beobachtungen auf dem
Kreise ein, so kann man die Gruppierung der Vorzeichen inner-
halb der Reihe zum Gegenstande der Untersuchung machen und
im besonderen nach der Verteilung der Zeichenwechsel und Zeichen-
folgen fragen. Beriicksichtigh man hierbei auch den gelegentlich
auftretenden Fehlerwert Null, so hat man es bei der paarweisen
Zusammenfassung der Ziige mit den neun Fillen

++: +_: +ﬂ= _+= e eoar Mgredh * 1 'D+r Q ==, O

zu tun. Man wird also auf das Schema G(2) und auf drei
Farben p,,p,,p, gefihrt, die den drei Zeichen Plus, Minus und
Null entsprechen. Beschrinkt man sich bei der Ansetzung der
(rewichte auf die Werte Eins und Null, so hat fiir zwei beliebig
gewahlte Farben ¢ und b das Zeichen E(ab) je nach den Umstinden
den Wert Eins oder Null anzunehmen. Entsprechend besitzt das
Zeichen C(ab) den Wert » oder 1, wenn man sich mit der ein-
maligen Auszéhlung der Zugreihen begniigt. Man darf infolgedessen

C(ab) = 1 + (u — 1) E(ad) = 1 + w E(ab)
setzen. Schreibt man der Kirze halber einstweilen E(hk) statt
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E(p,p:), so erscheinen die GroBen H(h,k), aus denen sich die
Determinante H zusammensetzt, in der Gestalt

H(h,k) = e(h,k) — tp,C(p,p:) = e(h,k) — tp, — twp, BE(hE),
liefern also fir H das Elementensystem

1 —tp, —twp, E(11), —itp, —itwp, E(r2), — tp, — twp, E(13)
—tp, —twp, E(21), 1 —itp, —twp,E(22), —ip,— twp,E(23)
— tpy — twp, E(31), —itp,—twp,E(32), 1 — tp, — twp, E(33).

Um die hieraus gebildete Determinante zu entwickeln, denken
wir uns mit den Elementen ZF(hk) die Determinante E nebst
den Unterdeterminanten

e(hk) = oE: o E(hk)

hergestellt und bezeichnen fiir den Augenblick durch das Summen-
zeichen eine zyklisch tber die drei Farben p,,p.,p, ausgefithrte
Summation. Dann wird unter Beriicksichtigung der Relation

Pi P+ Pps=1
(44) H=1—1t—(4+ At)tw — (B + Bt)#*w* — Ct*u?®,
worin

4 = EPIE(I I)r

A =— 2p,(p, +ﬁa)-E(I I) + EPBFEE(23) + 2, E(SZ),

B =— EPEPEE(I I)r
B =p pps 2e(11)+ p,p.ps 2e(23) + p,psps 2 e(32),
C = P P Ps 1

ist. Fihrt man nun in der Bedingung H = o statt ¢ die Un-
bekannte {=1:X ein, so liefert die Bedingung HX —=o die
Gleichung
X—1=Ad4+ AX HYw+ (BX'+ B’ X'+ CX*u’.
Hierzu ist die in Artikel 25 gebrauchte Wurzel
X=1+4+A4dw+ 4w+ ---

zu suchen, wobel man die Lagrangesche Reihe oder die Methode
der unbestimmten Koeffizienten oder irgend ein andres geeignetes

Verfahren anwenden kann. Man erhilt dann fiir die beiden ge-
wohnlich ausreichenden Glieder

A=A+ A =Xp p E(11)+ Xp,p, E(23) + Xp, p, E(32),
A =B+ B —A(A+ A)=B+ B — 4AA,.

(45)




606 HrinricH Bruns, [30

Da H nach ¢ hochstens vom dritten Grade wird, so ist fiir > 4
die Anwendung der Formeln (42) sicher statthaft. Ist B’ und C
null, so wird H vom zweiten Grade. In diesem Falle geniigt
es zur Giltigkeit von (42), daB » > 2 ist.

28. Da man fir jedes der neun Gewichte E(hk) nach Belieben
den Wert Null oder Eins ansetzen kann, so gehoren zu der
Formel (44) im ganzen 2° oder 512 einzelne Fille, deren Anzahl
sich allerdings durch gewisse Uberlegungen stark reduzieren laBt.
Zunichst konnen namlich die beiden Fille beiseite bleiben, in
denen die Gewichte samtlich gleich Null oder simtlich gleich Eins
sind, da ja hierbei die Formenmenge bestindig den Wert Null
oder 7 annimmt. Wenn ferner zwei Gewichtssysteme ZE(hk)
und F(hk) so beschaffen sind, daB durchweg

E(hk) + F(hk) = 1

wird, so geniigen die zugehorigen Formenmengen von z und
innerhalb jeder Zugreihe der Gleichung # 4+ y —=#». Man kann
daher nach den Satzen iber die Transformation der Argumente
die Verteilung von y sofort angeben, wenn man die von z kennt,
und umgekehrt. Infolgedessen ist es z. B. bei der vorliegenden
Aufgabe gleichgiiltig, ob man von den neun Formen simtliche
Farbenwechsel oder siamtliche Farbenfolgen ziahlt. Daraus ergibt
sich dann weiter, daB man mit der Anzahl der von Null ver-
schiedenen Gewichte nicht tiber die halbe Formenanzahl, d. h. also
hier nicht uber 4 hinauszugehen braucht.

29. Kine andere Reduktion erhilt man aus folgendem Umstande.
Wenn zwei Gewichtssysteme so beschaffen sind, daB sie durch eine
mit den Farben vorgenommene Vertauschung ineinander tibergehen,
80 gehen durch dieselbe Vertauschung auch die zugehorigen Aus-
dricke von H nebst den daraus folgenden Formeln ineinander
tber. Setzt man z. B. alle Gewichte bis auf E(11) gleich Null,
80 wird in (34)

-A-=.p1r -Ar=.p1(p1_1)' B=B = C=o.

Daraus ergeben sich sofort die entsprechenden Formeln fir die
Zihlung von p,p, oder p,p,, wenn man p, mit p, oder p, vertauscht.

Eine dritte Reduktion ergibt sich, wenn man die Wirkung
beachtet, welche die Umkehrung der Zugreihen ausitbt. Man
denke sich simtliche Formen hingeschrieben, welche die Zugreihe

| -
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Z(n) mit den gegebenen Farben annehmen kann, und ordne jedem
Glhiede Z dieser Formenreihe eine Zugreihe Z° zu, die aus Z
dadurch entsteht, daB man die Ziige von Z in umgekehrter
Reihenfolge, also in der Ordnung 2z, bis 2, statt z, bis 2, hin-
schreibt. Dann stimmen diese beiden Formenreihen, von der
Anordnung der Glieder abgesehen, iberein, denn es liefert auch
jedes Glied Z’ durch Umkehrung seiner Zugfolge wieder ein
Glied Z. Dieselbe Bemerkung gilt von den Gruppen G(s), die
sich innerhalb der einzelnen Zugreihen bilden lassen. Enthilt
namlich das Glied Z eine bestimmte Gruppe G, so enthilt das
zugehorige Z" die Gruppe G, die durch Umkehrung von G ent-
steht. Da ferner die relative Hiaufigkeit, mit der die einzelnen
Formen von Z(r) und G(s) in den theoretischen Verteilungen
auftreten, jedesmal durch das Produkt der darin vorkommenden
p-Grofen gegeben ist, und da tberdies der Wert dieses Produktes
durch die Zugumkehrung nicht geéndert wird, so folgt, daB je
zwel Gruppen oder auch je zwei Gruppenkombinationen dieselbe
Verteilung besitzen, wenn sie durch die betrachtete Umkehrung
imeinander tbergefiihrt werden koénnen. So ist es z. B. bei der
vorliegenden Aufgabe gleichgiiltig, ob man die Formen

PP, Y, P e gy pp, NP

vereint zihlt, da die beiden Fille durch Umkehrung der Zugfolge
ineinander tibergehen.

Durch die angegebenen Kunstgriffe 148t sich in (44), wie hier
nicht weiter ausgefiihrt werden soll, die urspriingliche Anzahl
von 512 Fillen auf 36 herunterbringen. Ich will die verbleibenden
Fialle nicht weiter verfolgen, sondern nur noch den Grenzfall be-

trachten, der fir p, = o eintritt.
30. Es handelt sich jetzt, wenn die dritte Farbe fortfillt,

um die Gruppen G(2) fiir zwei Farben, die der Einfachheit halber
nunmehr mit p und ¢ bezeichnet werden mogen. Die Formen-
reihe setzt sich dann aus den vier Gruppen

pp, P?, 9P, 499

zusammen, die nach Belieben einzeln oder vereint zu zihlen sind.
Durch Anwendung der vorhin beschriebenen Reduktionen gelangt
man zunéchst dahin, daf von den 16 Fallen, die urspriinglich
auftreten, nur die vier Fille

pp, pgq, pp und pg, pp und ggq

|
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zu berticksichtigen sind. Hiervon lafit sich aber auch noch der
dritte Fall streichen, denn die vereinte Zahlung von pp und pgq
ist gleichbedeutend mit der Ziahlung von p allein, fithrt also auf
das BernNourLische Schema, das von vornherein beiseite bleiben
darf. Die Determinante H setzt sich aus den Elementen

1 —tp — twp E(pp), —tp— twpE(pg)
—tq — twq E(gp), 1—tq—twqE(qq)
zusammen, so dab
H=1—1t—(4+ At)tw — Bt*uw’,
A =pE(pp) + qE(q9),
A= — pglE(pp) — E(pg) — E(gp) + E(gq)),
B = — pq| E(pp) Eqq) — E(pq) E(qp)]

wird. Da ferner H nach ¢ vom zweiten Grade ist, so besteht
die Zerlegung
H=(1—X0)(1 — X,9)

X + X =1+ Aw, X, X =— A'w— Bu’

folgt. Hiermit erhélt man fur die drei tbrig gebliebenen Falle
die nachstehende unmittelbar verstindliche Tabelle.

aus der

Fall I 1I s 16
Formen PP pyq pp und g¢q
Gewichte 1,0,0,0 0,1,0,0 1,0,0,I

A | P o I

A - . & Pq — 2pq
B 0 0 — pq
X 4+ X I+ pw I I+ w

X, X, pqw — pqw 2pqw + pgw’

Diese drei Falle sollen jetzt einzeln durchgerechnet werden.

31. Wenn bei einer Verteilung die moglichen Argumentwerte
auf endliche ganze Zahlen beschrinkt sind, so liaBt sich die Ver-
teilung ihrer duBeren Form nach stets auf das Porssonsche Schema
reduzieren. Diese Umwandlung kann an der Hand der Grund-
gleichung

(46) @(if,ﬂ) == Xf -+ X;
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bei der vorliegenden Aufgabe unschwer durchgefiihrt werden.
Schreibt man zur Abkirzung

h=m:2n, h,=(28—1)h

und laBt fur den Augenblick den Index % fort, so erhilt man
aus (46), je nachdem » von der Gestalt 2+ oder 27 4 1 ist, durch
eine bekannte Zerlegung die Darstellungen

D) =II[(X, + X, — 4 X, X, cos k(]
D(w) = (X, + X)X, + X' — 4 X, X, cos ],

wo die Nummer s in den Produkten rechterhand jedesmal von
i bis r zu laufen hat.
In dem Falle III ergeben sich hieraus nach der vorhin auf-

gestellten Tabelle die beiden Darstellungen
D(w) =1II [w* — 4pg(u* — 1) cos (],
D(w) = wll [w* — 4pq(u’ — 1) cos K],
die mit den Abkiirzungen
P, = 1 — 4pq cos k;, g, = 4pq cos h’

Dw) =1 (pu*+4q), D)=ull(pw+ q)

ibergehen. Hiernach treten von den Zahlen o bis n, die bel
einem Versuche Z(n) fiir gewoOhnlich als Werte des Arguments «
moglich sind, in Wirklichkeit nur die geraden (ungeraden) auf,
wenn # gerade (ungerade) ist. Setzt man nun fir » = 27

n

X =272, U =0,
so wird |
D )=(pv+aq)...(2.0+ )
Dies ist aber die Grundformel fiir ein Poissonsches Schema mit
r Ziugen, da die GroBen p, und ¢, reelle positive echte Briiche
sind. Ebenso erhilt man fiir # = 27 4+ 1 mit

F=1-4+ 208, W=0v
die Darstellung

DV )=(pv+4q)-..(2v+ )
also wiedernm ein Poissonsches Schema mit » Zigen.

In dem Falle II entsteht auf ahnliche Weise, flir n = 27r
und #» = 27 4+ 1 gemeinsam, die Darstellung

D) =1I[1 + 4pq(uw — 1) cos k],

Abhandl d. K. 8. Gesellsch. d. Wissensch., math.-phys. Kl. XXTX. v 42
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die mit den Abkiirzungen

p,=4pqcoshi, q,=1—4pgcosh;
fiir =172 in

@(“”) m—— (?1” ‘|‘ Q1) oo (Pou Qr)

tibergeht, also ein Porssonsches Schema von » Ziigen liefert.
In dem Falle I erhilt man trinomische Faktoren von der Gestalt

(pu+ gf — 4pq(u— 1) cos k.

Zerlegt man diese in lineare Faktoren von der Form aw + b, so
wird der Quotient @ :b imaginiir. Infolgedessen hat die Reduktion
auf das Poissonsche Schema nur eine rein formale Bedeutung.

Es ist vielleicht nicht tberfliissig darauf hinzuweisen, daf in
dem Falle III die urspriingliche Verteilung in dem Intervall von
# = 0 bis # = n abwechselnd volle und leere Argumente aufweist,
und daB bei dem Ubergange auf das Porssonsche Schema die
leeren Argumente unterdriickt werden.

32. Man konnte die gefundene Zerlegung von D (u*,n) dazu
benutzen, um die numerischen Elemente nach den Formeln des
gewohnlichen Urnenschemas zu berechnen. Es ist jedoch bequemer,
mit den in Artikel 25 entwickelten Formeln zu arbeiten.

Wird zur Abktrzung

r=p—q=2p—1=1—2q, S$S=pq
gesetzt, so 1st 1m Falle I
X + X =1+4pw, X X = sw,
2 X, =1 4 pw+ V(1 + 2prw + p*u?).
Daraus folgt mit Unterdriickung der Zwischenrechnung fir die
in Artikel 25 eingefithrten GroBen
A =p', A =p's, A,—=—psr, A ,—p's(1 —5s),
C,=p’, 2C,=ps(1+ 3p),
6 C, =ps(1 + 7p + 4p° — 20p)),
24C, = ps(1 + 15p + 30p* — 9op® — 150p" + 210p°).
In dem Falle II erhalt man
X+ X=1 XX =—sw, 2X =1+ V(1 + 4sw),
A =s, =—3g', A =28 A =—;58,
C,=s, 2C,=38(1— 38), 6C,=s(1—4s8)(1—58),
24C, =s(1 — 218 4 1208" — 2108°).
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Endlich liefert der Fall 111
X, +X—1+w, XX —s(20+w),
2 X =1 —~w+V(I + 27%w + r*u?),
24 =147, 44, =r"—1r", 44,=—1r"+7
164, = —r* 4 67° — 57°,
20 =147, 8C,=142r"—3r, 120 =1r"— 60"+ 57,
192C, = — 1 + 47" — 787" + 1807° — 1057

Wegen #* 4+ 4s= 1 kann man hierfiir auch schreiben
C,=1—28 OC,=28(1—38), 3C =—43(1—48)(1—58),
3C, = 28(1 — 215+ 1208° — 2105°).

Hiernach besitzt der durch den Ausdruck 2.4, gegebene UberschuB
der Streuung tiber die Norm des BerNourLLischen Schemas fiir
die drei Falle die Betrige
I 1I I1I
24, = +2p°¢ —29¢ + 2p9(x —4p9)

Die Streuung ist also bei I und III tibernormal, bei II hingegen
unternormal. Diese Bemerkung enthilt fiir den Fall 111 anscheinend
einen Widerspruch gegen die Tatsache, daf sich der Fall III auf
das Poissonsche Schema reduzieren liaBt, und daf ferner bei dem
Poissonschen Schema die Streuung im allgemeinen unternormal,
aber niemals tiibernormal ausfillt. Der Widerspruch ist jedoch
nur scheinbar, weil das Porssonsche Schema, wie bereits erwihnt
wurde, die leeren Argumente der zum Falle 111 gehorigen Gruppen-
verteilung unberticksichtigt laBt.

33. Bei dem bisher benutzten Rechnungsgange wurden die
numerischen Elemente der vorgelegten Verteilung aus dem nach
w entwickelten Ausdruck von H hergeleitet. Dieser Zusammen-
hang 148t sich nun umkehren und liefert dann neue Beziehungen,
die man sich je nach Umstéinden zunutze machen kann.

Die Formen, die fiir F Farben bei den Gruppen G(s) auf-
treten konnen, denken wir uns wieder (-adisch in die Reihen-
folge G,, G,, ... gebracht. Die zugehorigen Gewichte ¢, ¢, ...
sollen nur die Werte Eins oder Null annehmen, so daB fir die
C-GroBen nur die Werte # oder 1 in Betracht kommen. Infolge-
dessen darf man, wenn C, die zur Form G, gehorige C-Grofe
bedeutet, die Gleichung

Ci=1+4+(u—1)e, =1 + we,

42%
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ansetzen. Da unter den Elementen der Determinante H jedes C,
nur einmal auftritt, so gilt das Gleiche von den Grofien we,, d. h.
H stellt sich als ein Polynom der Groflen we, dar, das nach
jedem we, vom ersten Grade ist. Da ferner fir w=o die
Determinante H den Wert 1 — ¢{ annimmt, so darf man schreiben:

H=(1—1t)(1 —Aw— Bw'— Cw®— ...
Hierin sind die Grofien (1 —#)4, (1 —¢)B, ... zunichst Polynome

von ¢, deren Grad nicht tber die Ordnung der Determinante H,
d. h. nicht iber F*~' hinausgeht. Ferner faft das Glied (1 — ¢)Aw

die Bestandteile von H zusammen, die nach der Gesamtheit der
we, von der ersten Dimension sind, d. h. man darf ansetzen:

(47) 4 = 2we,

worin die Koeffizienten ¢ von ¢ und den p-GroBen abhingen.
Ebenso faBt das Glied (1 — ¢)Bw die Bestandteile zusammen, die
nach den we, von der zweiten Dimension sind, so daB

(48) B = Xa,,¢,¢;

gesetzt werden darf, wobei die Koeffizienten a,, durchweg ver-
schwinden miissen, da B nach jedem ¢, nur vom ersten Grade
ist. Desgleichen wird

(49) C = 2,666,
mit dem Hinzuftigen, dafi a,;, Null wird, wenn von den Nummern
h, i, k zwe1l zusammenfallen. Kntsprechendes gilt von den hoheren

Gliedern.
Aus (30) erhilt man mit x =z

(50) 20 *D(u*,m)t* = — log H

: — —log (1 — ) — log (1 — Aw — Bw' — -..).
Entwickelt man rechts nach w, so entsteht

?ﬂ“f@(ﬂ“,ﬂ)t" = —log(1—1%) + Aw + (%A‘ -4 B)w‘

+ 54+ 4B + C)w’ + .-

Differentiiert man wiederholt nach logw und setzt darauf =1
oder w =0, so wird
(51) XD(s,m)t"= A,
(52) XnD(Pn)=A4+ A4*+ 2B,
(53) 2Xn'D(Pn)i"=A44 34*+24*4+ 6B+ 64AB+ 6C,

usw.

|t
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Diese Gleichungen lehren, da man den Ausdruck von H wenigstens
bis zu der Potenz w™ bilden kann, sobald man die GroBen D(z,n)
bis D(#",n) kennt. Ferner ist die Kenntnis dieser D-Groben zur
vollstindigen Bestimmung von H ausreichend, sobald nicht mehr
als m Formen gezéhlt werden, denn da in diesem Falle nur m
von den C-GroBen den Wert # annehmen, so kann der Grad von
H nach w oder w nicht tber m hinausgehen. Wir wollen diese
Bemerkungen fiir den Fall m = 2 noch etwas weiter verfolgen
und zu dem Ende noch eine kleine Umformung mit H vornehmen.

34. Setzt man zur Abkirzung 7= 1:(1 —¢), so kann man
mit Riticksicht auf (47) flg. schreiben:

TH= i oy Eﬂfﬂﬂﬁw AN Eﬂﬁiﬂﬁﬂiws S Eﬂﬁitﬂﬁﬂiﬂtwa pu e~ R+ e
Zieht man hiervon das Produkt
(1 —aew)(r — aew)...

ab, so fallen die ersten Potenzen von w heraus, und man kann
infolgedessen 7'H in der Gestalt

(54) TH=(I '_'ﬂtﬁiw)(l ""a’sﬂiw) voo— 20b, 00w — 206, 6, 6,0,0°0 — - -

ansetzen, worin die Koeffizienten b, ¢, ... verschwinden, wenn von
den Nummern h, ¢, ... zwei einander gleich werden. Geht man
mit dem vorstehenden Ausdruck in die Gleichung (50) ein und
rechnet wieder wie vorhin, so erhilt man

(55) 2D (an)t" = Xa,e, -
(56) 2nD(Fn)t" = Zae, + 2(aze,) + 23b,,¢,6,.
In der letzten Gleichung treten, wie man sieht, die Quadrate und

Produkte der Gewichte getrennt auf.

35. Schreibt man das E-Symbol fir die von 2, bis 2, reichende
Zugreihe kurz in der Gestalt E(f,g), so ist die Formenmenge fir
die betrachteten Gruppen G(s) durch

x=mnz= E(1,8)+ E(2,s+ 1)+ -+ En,n ++ 8 — 1)

gegeben, wobel die oberhalb » gelegenen Zugnummern wie immer
durch ihre modulo » genommenen Reste ersetzt zu denken sind.
Die D-Operation liefert

n®D(2,m) = XD[E(h,h + s — 1)],

worin die Zugnummer 2 den Kreis von einer beliebigen Stelle
aus einmal zu durchlaufen hat. Hierin liefern rechterhand die

el
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einzelnen D(F) jedesmal denselben Beitrag zu der Summe, da ja
jeder Zug z, unabhiingig von den tibrigen die Reihe der p-GroBen
zu durchlaufen hat. DemgemiB geniigt es, nur das erste D(E)
beizubehalten und daftir den Faktor » anzufiigen, so daB

(57) D(2,n) = D[ E(1,5)]

wird. Bei der Berechnung von ®(FE) ist nun nach Artikel 10
jeder in dem FKE-Zeichen auftretende Zug z, durch em p, zu er-
setzen und gleichzeitig dieses p, als Faktor vor das FE-Zeichen zu
nehmen; sodann ist fiir jedes £ das Gewicht zu schreiben, das
der in dem FE stehenden Gruppenform zukommen soll; endlich
ist die Gesamtheit der so erhaltenen Ausdriicke zu summieren.
Demnach erscheint D(z,%) in der Gestalt

(58) D(2,n) =X P(h,n)e,,

worin die Koeffizienten P(h,n), soweit sie nicht etwa verschwinden,
gewisse Produkte aus den p-GroBen bedeuten. Hierbei ergibt sich
der zu einer bestimmten Formennummer h gehorige P-Koeffizient
auf folgende Weise.

36. Die in FE(1,s) enthaltene Gruppe G(s) umfaBt die Ziige
z, bis 2. Soll hieraus bei der Substitution der p-Groéfien eine
bestimmte, mit den ¢-adischen Ziffern h,, hy, ... h, gebildete
Form G, hervorgehen, so muB zunéchst

(59) 8, ="h, Z=hy ...28=~H,

sein. Ist nun » <s, so ist bereits mit den Ziigen 2, bis z, die
Zugreihe Z(n) erschopft, da ja die Zuge 2,.,, 2,44, ... auf die-
selben Stellen des Kreises fiihren, wie die Ziige z,, 2, ..., die
den Anfang der Reihe bilden. Infolgedessen miissen wegen (59)
auch die Ziffern %, ,, h, ., ... eine Wiederholung des Gruppen-
anfangs h,, hy, ... darstellen, wenn anders bei dem gegebenen
Werte von » mit den » Ztigen die betrachtete Form G, herstellbar
sein soll. Man erhalt also, je nachdem diese Bedingung von den
Ziffern h erfillt wird oder nicht, in (58) den zu G, gehdrigen

Beitrag
P(h,n)e, = hyhy...h,e, oder P(hmn)e, = o.

Beide Fille werden zu einer einzigen Gleichung vereinigt, wenn
man schreibt:

(6(}) P(k?ﬂ) = &1 &g ... ‘Ene(zhhl)e(‘giihﬂ) T Enha):

el
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oder etwas kiirzer
P(h,ﬂ) ——— klhg . v hﬂE(hl ,hﬂ+1)e(hi,hn+g) .. E(ha—n?ha)'

Ist »>s—1, so lassen sich die Bedingungen (59) ohne
weiteres fir jede Form G, erfiillen; auch ist hierbei der Wert

von n gleichgiltig, solange er nur oberhalb s— 1 liegt. Man
erhilt dann

(61) P(h,n) = P(h,s) = hyhy . . .h,.
Die Gleichungen (60) und (61) lassen sich zusammenfassen, wenn

man ein Zeichen {a,b] einfuhrt, das den Wert Eins oder Null
bedeutet, je nachdem a groBer als b ist oder nicht. Man erhalt dann

D(2,m) =[S,H]§P(h,ﬂ)€h +{n,s — 1 ]?P(h,s)gh.

Multipliziert man mit #* und summiert darauf nach » von n=1
an, so wird

;%(z,n)t“ — ,?;{s,n} P(h,n)e,t" + %‘;P(hps)ﬂﬁf(l +t4+ 824,
woraus durch Vergleichung mit (55)
(62) a, = P(h,1)t + P(h,2)t* + -+ + P(h,s — 1)t =" + P(h,8)t'T

folgt. Handelt es sich beispielsweise um eine Gruppe G(s), die
s-mal dieselbe Farbe p enthilt, oder — kiirzer ausgedriickt —
um die Sequenz p', so nehmen die P(h,n) von n=1 bis n =3
die Gestalt p” an, und man erhidlt den Ausdruck

(63) a=pt+ (p?) + -+ ()~ + (28)' T,

der weiterhin zu einer kleinen Rechnung benutzt werden soll.
37. Der Ausdruck fir D(z%n) laBt sich in dhnlicher Weise
bearbeiten. Wir setzen fiir die Formenmenge die beiden (rleichungen

nz=§E(h+I,h—]—s), HE=‘EE(?:—|—I,‘£—I—SJ

an, bilden daraus erst das Produkt und dann den Durchschnitt,
so daf die Gleichung

WD (P n) =D Eh+1, h+8)E(i+1,i+5)]

entsteht. Hierin haben die Nummern %~ und ¢, jede fir sich von
einer beliebigen Kreisstelle aus, den Kreis einmal zu durchlaufen.
Man darf daher auch i =h 4+ f setzen und hierbei vorschreiben,
daB f von o bis » — 1 laufen soll. Daraus fliefit

WD n) =X D[Er+1,h+s)Eh+f+1,h+f+5)]




616 HeiNnrice Bruns, [40

Die im den beiden FE-Faktoren enthaltenen Gruppen wandern,
wenn man [ festhilt und nur h wachsen laBt, gleichzeitig auf
dem Kreise vorwirts, ohne ihre gegenseitige Lage zu #ndern.
Infolgedessen liefern die Grofen D(F.E) bei festgehaltenem f
denselben Wert, so da man unter Zusammenziehung der tiberein-
stimmenden Summenglieder den Ausdruck

(64) nD(Zn) =§}@[E(ﬂ—]—1, c+s8)Ec+f+1,c4+1+9)]

ansetzen kann, worin ¢ eine willkiirlich gewiahlte feste Nummer
bedeutet, und von den beiden E-Faktoren nur der zweite beweg-
lich geblieben ist.

Die in E(c+1,c¢43s) und E(c+f+1,¢+f+s) enthaltenen
Gruppen mogen im folgenden kurz mit I und II bezeichnet werden.
Substituiert man nun eine bestimmte Zugreihe, so liefern I und II
zwel Formen G, und G; mit den @-adischen Ziffern h, bis &, und
¢, bis ¢,, wobei G, und ; je nach Umstinden voneinander ver-
schieden sind oder iibereinstimmen. Daraus entspringt dann in
(64) ein Beitrag von der Gestalt Pe,e,, worin P das Produkt der-
Jenigen p-GroBen bedeutet, welche bei der. substituierten Zugreihe
zu den von I und II besetzten Stellen des Kreises gehoren. Man
kann daher (64) in der Gestalt

(65) nD(#,n) = TX X Plhjifm)ere,

ansetzen, worin die Nummern £, i, f alle zulidssigen Werte zu
durchlaufen haben, mit der MaBgabe, daB der Koeffizient P(h,i,f,n)
gleich Null zu nehmen ist, wenn fiir den betreffenden Wert von
f und »n die Gruppen I und II das Formenpaar @,, G; nicht er-
zeugen konnen. Multipliziert man (65) mit #* und summiert nach »,
so entsteht die Darstellung

(66) 20D (2n)t" =3 P(h,i,f,n)e,e;t".

Vergleicht man diese mit (56), so ergibt sich, daB die zu i==h
gehorigen Koeffizienten P(h,h,f,n) bereits durch die GroBen a, be-
stimmt sind, daB also die P-Koeffizienten nur noch fiir ungleiche
Werte von h und ¢ aufzusuchen sind. Infolgedessen darf der Wert
[ = o beiseite bleiben, da fir f= o die Gruppen I und II jedesmal
zusammenfallen. Ebenso darf der Wert » = 1 beiseite bleiben,

well zu n = 1 als einziger zulissiger Wert von f der Wert f=o
gehort.

i




41] DAs GRUPPENSCHEMA FUR ZUFALLIGE KREIGNISSE. 617

38. Zur Ermittelung der noch ausstehenden Koeffizienten
greifen wir die ungleichen Formen

G.o==Ah..5B wnd & —=1§1..%,

heraus und suchen die Zugreihen Z(n) auf, die fiir ein vor-
geschriebenes f das Gruppenpaar I, II in die Formenpaare G,G;
und GG, iberfihren und dadurch in (65) und (66) die mit e,e;
behafteten Terme erzeugen. Die hierfiir hinreichenden und not-
wendigen Bedingungen sind bei dem Formenpaare G,

(67) l‘a'rqs-[-]'. g hl! ik $E+l b hl und laq:+_j"-l-1 = i‘].! Sl '3¢+_f-|-l — i'..l!
bei dem Paare GG, hingegen
(68) Eﬂ-l-l S i’l, " a g E':_I_' T i:! u]ld £¢+‘f+l — hl, . oEomy zc+f+' . h,-

Sind diese Bedingungen erfiillt, so entspringen daraus in (65) die
Bestandteil
A P(h,i,f,n)ee; und  P(i,h,fin)e,e;,

andernfalls sind die vorstehenden P-Koeffizienten gleich Null zu
setzen. ;

Da der Wert von ¢ gleichgiiltig ist, so wollen wir in (67)
¢=o0 und in (68) ¢=mn—f setzen. Damit erhalt man statt (67)
das System

(69) ay="h, ... 23,=h, Zra1 =14, + .+ 5f+a=?:a!

ferner statt (68) das System

zn—;+1=?:1r cony By pps = U, 51'—_"?1‘1: = v ey 3u=h.:s

wobei in der zweiten Halfte des letzten Systems die Nummern
der 2z um » vermindert worden sind. Da hiernach die beiden
Systeme ineinander tbergehen, wenn man f mit » — f° vertauscht,
so 1st

(70) P(hi,f,n) = P(i,h,n—fn).
Des weitern bilden wir den Ausdruck

P(hyi,n) = 3 P(hyi,f,n),

worin bei der Summation f nur von 1 bis # — 1 zu laufen hat,
da die P(h,i,f,n) bei ungleichen Werten von % und ¢ fir f=o
bestindig Null sind. Demnach wird, wenn man (70) nach f von

1 bis # — 1 summiert,
P(h,i,n) = P(i,h,n).
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Es geniigt also im folgenden nur die Bedingungen (69), die zu
dem Formenpaare G, G, gehoren, zu berticksichtigen, und nachher
die GroBe P(h,i,n), die hierbei entsteht, mit dem Faktor 2 zu
versehen.

Bei der weiteren Behandlung von (69) ist zu unterscheiden,
ob die Gruppen I und II zusammenhiingen, d. h. einen Zug ge-
meinsam haben, oder aber ganz auseinander fallen. Der zweite
Fall tritt, wie man leicht erkennt, nur dann ein, wenn » > 25— 1
und tiberdies die Nummer f der Reihe

(71) 8, 841, s4+2,...m—8

angehort. Fir alle tiibrigen Wertepaare von # und f findet ein
Zusammenhangen oder ein Ubergreifen von I auf II statt.

Um die beiden Fille bequemer auseinander halten zu kénnen,
schreiben wir die P-Grofen in der Gestalt

und verstehen unter @(h,i,f,n) den Bestandteil, der durch ein
Zusammenhingen von I und II erzeugt wird. In derselben Weise
bezeichnet die R-GroBe den Bestandteil, der von dem Auseinander-
fallen der Gruppen I und II herrithrt. Hierbei ist selbstverstind-
lich von den beiden GroBen ¢ und R stets eine gleich Null, da
Ja fiir ein gegebenes Wertepaar von #» und f immer nur der eine
der beiden genannten Fille stattfinden kann. Entsprechend setzen
wir dann noch die Ausdriicke

Q(h,i,n) = ;} Q(h,i,f,n), R(h,in)= ? R(h,i,f,n)

(72) | . .
P(h,i,n) = Q(hyi,n) + R(h,é,n)

an. Im tbrigen ist zu beachten, dafl die R-GroBen nur dann von
Null verschieden sein konnen, wenn # > 25— 1 und f der Reihe (71)
angehort.

39. Um zunéchst Q(h,s,f,n) zu ermitteln, hat man fiur die
angegebenen Nummern £%,7,f,n das System (69) anzusetzen, wobei

man sich von vornherein fir jedes » auf diejenigen Werte von f

beschrinken wird, die einen Zusammenhang von I und II bewirken.
Hierbei kommen bis # = 2s—1 hin als Werte von f die Nummern
1 bis »— 1 in Betracht, von n» = 2s ab hingegen die Nummern
von 1 bis »— 1 unter Ausschluf der Reihe (71).
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Setzt man fiir n = 2s — 1 die Reihe der zulissigen f zunéchst
mit den beiden Hilften

femi,2, ... 8—1 und [=35,84+1, ... 28— 2

an und subtrahiert, was erlaubt ist, von den Gliedern der zweiten
Halfte die Zahl » = 2s— 1, so entsteht die Reihe

(73) f=+4+1,+2,... +(s8—1).

Verfahrt man in ahnlicher Weise mit den fiir » > 2s— 1 zu be-
nutzenden Reihenhilften

f=1,2,...8—1 und f=n—s+1,0n—8+4+2,...0—1,

so erhalt man, wenn von der zweiten Hilfte » subtrahiert wird,
wiederum die Reihe (73). Demnach besitzen von # — 25— 1 ab
die zur Berechnung der @-GroBen notigen Systeme (69) eine Ge-
stalt, die nicht von » abhéngt, d. h. es wird

Q(h,5f, 28— 1) = Q(h,3,f,28) = Q(h,i,f, 258+ 1) = usw.

Das Gleiche gilt fur die GroBen ¢(h,é,%), so daB man bei dem Auf-
suchen der @-GroBfen die Systeme (69) nur bis # = 28— 1 hin
anzusetzen hat.

Beschrankt man sich der vorstehenden Bemerkung gemif auf
die Werte n < 2s und reduziert in (69) die Nummern der z auf
ihren modulo #» genommenen Rest, so enthalten die 2s Gleichungen,
die nach (69) fir das einzelne f anzusetzen sind, wegen des
Zusammenhiingens von 1 und II hochstens 2s— 1 verschiedene
Zuge z,. Daher liefert die Elimination der z, mindestens eine
von den 2, freie Gleichung zwischen den Ziffern - und ¢ Sind
nun die so entstehenden Gleichungen fiir die gegebenen Ziffern
h und ¢ nicht samtlich erfillt, so ist das zugehorige Q(h,i,f,n)
gleich Null zu setzen, da ja in diesem Falle keine Zugreihe Z(n)
angegeben werden kann, die aus den Gruppen I und II das Formen-
paar G, G, zu erzeugen vermag. Sind dagegen die Ziffern - und 7 so
beschaffen, daB sie die Eliminationsgleichungen siamtlich erfiillen,
so ist ein Teil der Gleichungen (69) zur Bestimmung der z, ent-
behrlich, und man erhélt die wirklich notigen Gleichungen, wenn
man in (69) von rickwarts her jede Gleichung streicht, die als
eine Folge der vorhergehenden erscheint, also entbehrt werden
kann. Das tbrig bleibende reduzierte System gibt dann durch
die darin enthaltenen 2z, die voneinander verschiedenen Kreisstellen
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an, die von den Gruppen I und II bedeckt werden; ferner geben
die in dem reduzierten System enthaltenen Ziffern 7 und ¢ die
p-GroBen an, die zur Erzeugung des Paares G, G, fiir die einzelnen z,
zu substituieren sind. Daraus folgt dann endlich, daB das gesuchte
Q(h,i,f,n) gleich dem Produkt der in dem reduzierten System auf-
tretenden Ziffern 2 und ¢ ist.

40. Die hier entwickelte Vorschrift ist, wenn es sich um
konkrete Fille handelt, hinreichend bequem und gewihrt bei ge-
eigneter Anordnung des Rechenschemas tatsichlich die kiirzeste
Rechnung, sobald s nicht zu grof ist und nur wenige Formen
gezihlt werden. Fiir allgemeine Untersuchungen, bei denen die
Zahlen h,i,f,n unbestimmt gelassen werden, hitte man, wenn die
@-Grofen unmittelbar als Funktionen der Zahlen A,4,f,n ausgedriickt
werden sollen, zunichst die Formeln aufzusuchen, die fir die

Gleichung & LR RR

den Zusammenhang zwischen der Formennummer %, der Ziffer &,
threr Stellennummer g und der Gliederzahl s darstellen. Ich habe
diese Aufgabe bis jetzt nicht weiter verfolgt, weil sie fiir die
Anwendungen des Gruppenschemas vorderhand von untergeordneter
Bedeutung ist.

Das System der @Q-GroBen wird besonders einfach, wenn es
sich bei den Formen G, und G; um die zu den beiden Farben
p und ¢ gehorigen Sequenzen G, = p' und G, = ¢’ handelt. Wenn
namlich eine Zugreihe Z(n) die Gruppen I und II in Sequenzen
verwandelt, so enthalten im Falle des Zusammenhingens die
Sequenzen I und Il wegen der ihnen gemeinsamen Ztige notwendig
dieselbe Farbe, fiihren also auf eine und dieselbe Form. Daraus
folgt, daB das zusammenhingende Gruppenpaar I, II niemals das
verlangte Sequenzenpaar G, &; erzeugen kann, daB also die @-GroBen
fir diesen Fall simtlich verschwinden.

41. Um nunmehr noch die R-Grofien zu ermitteln gehen wir
auf die Gleichung (64) zuriick und schreiben mit ¢ = o

nD(n) = %} D|E(1,8) E(f+1,f+5)].

Wenn die Gruppen I und II, wie jetzt vorausgesetzt wird, aus-
einander fallen, also keinen Zug gemeinsam haben, so ist nach
den Regeln fiir die ©D-Operation

D E(1,8) E(f+ 1,f+35)] = D[ E(1,5)] - D[ E(f+ 1,f+9)].

el
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Beschrinkt man sich auf die mit dem Faktor ¢, behafteten
(lieder und setzt demgemii alle Gewichte auBer e, und e, gleich
Null, so wird fiar die Zugreihe, die auf das Paar G,G; fihrt,
nach (61)

D[E(1,8)] = P(h,s)e,, D[E[f+ 1,f+3)] = P(i,s)e,

woraus sofort
R(h,i,f,n) = P(h,s) P(i,s)

folgt. Summiert man diesen Ausdruck, der selbstverstindlich nur
fiir die in (71) enthaltenen Werte von f gilt, nach 7, so wird

R(hyi,n) = (n — 25 + 1) P(h,8) P(i,8),
woftir wir

(74) R(h,i,n) = {n,28—1}(n — 28 + 1) P(h,s)P(i,s)

schreiben wollen, um ersichtlich zu machen, daf die R-GroBen
fir # < 2s durchweg verschwinden. Der hierzu gehorige Bestand-
teil in (66) wird erhalten, wenn man in (74) wegen des Paares G, G,
noch den Faktor 2 hinzuftgt, sodann mit #* multipliziert und
nach # summiert. Dies liefert zu (66) den Beitrag

2 P(h,s) P(i,8)e,e, 8 (1 + 2t 4 38" + )
2 P(h,s) P(i,8)e,e;t* 1".

oder

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (56) und zieht auBerdem
die Q-GroBen heran, so entsteht die Gleichung

(75) bui + b = g Q(h,i,n)t" + P(h,s) P(i,s)¢* 1™

Zur Erlauterung mogen wieder die beiden vorhin betrachteten
Sequenzen p' und ¢' dienen. Da fiir diese die ¢-Groben ver-

schwinden und
P(h,s)=p', P(i,8)=¢

wird, so liefert die Gleichung (54) unter Beriicksichtigung von (63)
fir H die Darstellung

(76) TH= (1 — a,w)(1 — a,w) — (pt - gty (wT),
a,=pt+ - Pty 4+ (ptyT, a=gqgt+-- (" + ()T

Da die Verteilung solcher Sequenzen fir den Fall p=g¢ vor
einiger Zeit (tegenstand der Erorterung gewesen ist, so mdogen
noch einige darauf beztgliche Folgerungen aus (76) Platz finden.
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42. Fir ¢=p wird zunichst
TH= (1 — aw)* — (p'twT).

Zerlegt man rechterhand die Differenz der Quadrate in bekannter
Weise, so kann man schreiben

H= LM,

L=r1—wlpt+---+(pt)77],

M=1—t—w(— #)[pt I 2 (pt)’—l] — 2w(pt).
Hieraus suchen wir jetzt nach Artikel 25 die Wurzel

(77) X=1+A4w+ 4w+

auf, die fiir w — o den Wert Eins annimmt. Diese Wurzel gehort
dem Teiler M an, weil fir w = o der Teiler L den Wert Kins
annimmt. Setzt man nun ¢ = X', so geht die Bedingung M = o
durch Multiplikation mit X nach einer kleinen Umformung in
die Gleichung

X=14+w(X—p ' [—p+pX+pX~" +p(1—2p) X" ']

iiber. Die Auflosung liefert mit Unterdriickung der Zwischen-
rechnung fiir die niedrigsten Glieder von (77) die Ausdriicke

(78) P e
A, = 2(p't ' — ) (1 —p)7" — 4l — )P
Hieraus folgen dann weiter die Gleichungen
D(z,n) = 2p",
nstr(z,n) = 2p'(1 — 2p") + 4(p*t* — p*)(1 —p)~ ' — 8(s —1)p™".

Diese Gleichungen sind, da der Grad von M nach ¢ nicht iber
s hinausgeht, sicher so lange richtig, als » oberhalb 2s — 2 bleibt.
Die GroBe A, gibt durch ihr positives oder negatives Vor-
zeichen an, ob die Streuung tibernormal oder unternormal ist.
Um das Verhalten von 4, bequemer zu tbersehen, setzen wir

P=I:(I+y):

wobei zu beachten ist, daB bei der vorliegenden Aufgabe fir p
nur die Werte von p = o bis p = 0.5, also fiir y nur die Werte
oberhalb y = 1 in Betracht kommen. Man erhilt dann aus (78)
zunichst

(79)

y(1 4y, =2(1+y)—(4s—2)y — 2.




47] DaAs GRUPPENSCHEMA FUR ZUFALLIGE KREIGNISSE. 623

Entwickelt man auf der rechten Seite nach ¢, so wird nach der
notigen Reduktion

. - 8 e W 4
Ay Sl Ay Lubp e el ke i os it i

Dieser Ausdruck nimmt bestindig zu, wenn y von y = 1 an wichst;
ebenso nimmt er zu, wenn s die Zahlenreihe 2, 3, ... durchliuft.
Das hier in Betracht kommende Minimum findet also fir y =1

und s= 2 statt und besitzt den Wert Null, so daB A4, niemals
negativ und die Streuung niemals unternormal wird.

43. Die betrachteten Sequenzen sind bei einer beobachteten
Reihe um so seltener zu erwarten, je grofler s ist. Man kann
daher fragen, wie man das Fehlen der hoheren Sequenzen zu
beurteilen habe. Zu dem Ende fiithren wir das Verhiltnis zwischen

Streuung und Argumentdurchschnitt ein und setzen
str (2,n) = aD(2,n).

Hiermit verwandelt sich (79) nach gehoriger Reduktion in die
Gleichung

(80) 2na’ 4+ 48— 1 =|(1 +p)p—*—1)]: (1 —p),

deren Verwendung sich am raschesten durch Beispiele deutlich

machen laBt.
Handelt es sich, wie wir zunichst annehmen wollen, um die

mit einer Miinze ausgefihrten Wiirfe ,Bild oder Schrift“, so ist
p=o0.5, und man erhilt aus (80)

NG = 3> 2" —1— 28
Daraus laft sich dann ein Téafelchen wie das folgende berechnen:
§ == 6 7 3 9
na' = 83 177 367 749.

Hiernach ist bei 400 Wiirfen fir s = 8 der Wert von a sehr nahe
gleich Kins. Daher wiirde das Ausbleiben der Sequenzen G(8)
besagen, daf der beobachtete Wert 2=o0 von dem Argument-
durchschnitt um den Betrag der Streuung abweicht. Kine solche
Abweichung hat aber erfahrungsgemafi nichts auffallendes an sich
und gestattet darum auch keine weitergehenden Schliisse.
Rechnet man mit dem Werte p=18:37, der fiir das
Roulettespiel gilt, so laBt sich nach (88) das Téafelchen

8 == 10 II 12 I3 14 15
2

na' = 1928 3984 8211 16903 34772 71504
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aufstellen. Hiernach wiirde bei einem Versuche von 8oooo Spielen
das Ausbleiben der Sequenzen G (13) besagen, daf der beobachtete
Wert z=o0 von dem Argumentdurchschnitt um das 2-18-fache
der Streuung abweicht. Ks bedarf keiner besonderen Bemerkung,
dafl man eine solche Abweichung auf sich beruhen lassen mufl, wenn
sie bei einer ganz isolierten Beobachtungsreihe vorgekommen ist.

44. Mit den vorstehenden Entwicklungen will ich die Unter-
suchung der zyklischen Gruppen abbrechen und noch kurz auf
die linearen Gruppen eingehen. Hierbei wird es gentigen, eine
bestimmte Gliederzahl und zwar die Gruppen G(4) zugrunde zu
legen, da das Ergebnis sofort erkennen laft, wie sich die Rechnung
fiir die tibrigen Gruppen gestaltet.

Wie friiher fiihren wir die Verinderlichen = expU, sowile
die Zeichen
E(ﬁfﬁi+15£+55£+s) und C(ﬁi5i+15i+53£+3)=EKP[HE(5£3:'+1£;+E'§£+3)]

nebst der linear gebildeten Formenmenge
i — E('gl 5:-5354) s ikt E(ﬁn — 3% — 38y, — 13:1)

ein. Ferner bilden wir das Produkt aus den C-Grofien und daraus
den Durchschnitt

(81) D|[C(2,222)...C0,_32,_s2,_,2,)] = D|exp (Uz)] = D(u’,n).

Hierin denken wir uns die drei letzten Ziige durch die vorliufig als

fest gedachten GroBen a, b, ¢ ersetzt und stellen dadurch den
Ausdruck

(82) A(abe,n) = D[C(2,2:252,) . . . C(2,_sabc)]

her, worin die ®-Operation nur tber die Ziige 2z, bis 2, _, aus-
zudehnen ist. Will man daraus wieder ®(w®,n) herleiten, so hat
man die D-Operation fir die drei letzten Ziige nachzuholen und
erhiilt auf diese Weise die Darstellung

(83) D(u*,n) = XabcA(abe,n).

Fahrt man in (82) die D-Operation zunichst nur nach z,_
explizite aus, so entsteht die Gleichung

A(abeyn) = 2eD[C(212,%2,) . . . Oz, eab) Cleabce)|,

worin die D-Operation nur noch tber die Verinderlichen 2, bis
2,4 7u gehen hat. Hierbei laBt sich der Faktor C(eabc) vor das
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®-Zeichen ziehen, und man erhilt mit der in (82) eingefiihrten
Bezeichnung

(84) A(abe,n) = 2ie Cleabe) A(eab,n — 1).

Da das Zeichen A(abe,3) vorderhand keinen Sinn hat, so gilt die
Beziehung (84) vorlaunfig nur von »—=35 ab. Man kann jedoch
jenes Zeichen so festsetzen, daB die Gleichung (84) auch noch

fir n = 4 gilt. Nach (82) ist namlich
A(abe,4) = D[ C(2,abc)].

Fithrt man nun hierin die noch. ausstehende ®-Operation nach 2

aus, so entsteht
A(abe,n) = 2eC(eabe).

Halt man hiermit die Gleichung (84) zusammen, so erkennt man,
daB diese Gleichung auch noch fir » = 4 gilt, wenn man, wie
es jetzt geschehen soll,

(85) A(abec,3) =1
setzt. Daraus folgt nach (83) noch die Gleichung
D", 3) = Xabc = (Xa)(Xd) (Xc)=1,

da ja von den Summen iber die a,b,c jede nichts andres als die
Summe der FarbengriéBen p, ist, also den Wert Eins besitzt.

45. Um die Gleichung (84) weiter umzuformen fiihren wir
die Q-adischen Zahlen G(3) nebst den dazu gehorigen Ordnungs-
nummern ein und setzen, wenn die Nummern 2 und % zu den
Zifferntripeln abc und efg gehoren, wie frither den Ausdruck

[k,h] = [efg,abc] = eC(eabe)e(f,a)e(g,b)
an. Bildet man damit den Ausdruck
Z[kh) Aefgn —1) =2 eC(eabe)e(f,a)e(q,b) A(efg,n — 1),

worin die Summe tber alle Nummern % und folgeweise iiber alle
Ziffern e,f,g auszudehnen ist, so entsteht rechterhand wegen der
e-Faktoren die rechte Seite von (84). Demnach ist

A(abe,n) = X[k,h]A(efg,n — 1)
oder, kiirzer geschrieben,

(86) A(hyn) = B[k, k] A (kn — ).

Abhandl. d. K. 8. Gesellsch. d. Wissensch., math.-phys. K1. XXTX. viir. 43
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Hierzu sind dann noch die Anfangsbedingungen
(87) | A(h,3) = A(k,3) =1

hinzuzufiigen. Um nun die Gleichungen (86) zusammenzufassen
bilden wir die von » = 3 an laufenden Summen

A(h) = gd(h,ﬂ)t",

multiplizieren darauf (86) mit {* und summieren von # = 4 an.
Daraus entsteht unter Berticksichtigung von (87)

A(h) — = ; [k,h]t A(k),
g0 daf man mit der Abkiirzung

H(k,h) = e(k,h) — |k,h]t
das System

(88) £ — 3 H(k,h) A(K)

erhialt. Aus den H(k,) bilden wir nunmehr die Determinante H
nebst den Unterdeterminanten

G(i,h) =oH : 5 H(i,h),
multiplizieren sodann (88) mit G(i,h) und summieren nach h.
Dadurch entsteht
t‘? G(i,h) = HA(?) = HX A(i,n)t"
oder, wenn statt der Ordnungsnummern % und ¢ wieder die Tripel
afg und abc eingefithrt werden,
£ ?2 G(abe,efg) = H2 A(abe,n)t”,
€ g n

Multipliziert man mit dem Produkt «.b.c und summiert nach
den a,b,c, so entsteht mit der Abkiirzung

(89) J=t2Xa.b.c.G(abecefg)
- unter Berticksichtigung von (83) die Grundformel
(90) ZD(w )t =J: H.

Die Ahnlichkeit dieser Formel mit der Grundgleichung der
zyklischen Gruppen ist unmittelbar zu erkenmnen. Der Nenner
auf der rechten Seite von (go) ist identisch mit der frither ein-
gefithrten Determinante H. Ferner tritt im Zahler an die Stelle

des Polynoms — dH :d log ¢ jetzt das in @hnlicher Weise gebildete
Polynom J.
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Fithrt man wieder die Darstellung
H=(1—X,§)(1 — X;f)... (1 — Xyi)

ein, so laBt sich der Quotient J: H auf bekannte Weise in Partial-|-
briicche mit den Nennern 1 — X,¢ zerlegen. Entwickelt man diesee
Partialbriiche nach Potenzen von ¢ und spaltet darauf die Glei-i-
chung (9o) nach diesen Potenzen, so entsteht eine Gleichung vonn
der Gestalt

(91) Dw*m) =L, X} + L, X5 + - .- + LyX},

worin der Koeffizient I, den Wert bezeichnet, den eine gewissee
rationale Funktion M(X) fir X = X, annimmt.

Die Gleichung (91) la8t erkennen, warum die linearen Gruppenn
unbequemer zu benutzen sind, als die zyklischen. Denn bei denn
letzteren tritt an die Stelle der Koeffizienten I durchweg derr
Wert Eins. Im tbrigen lassen sich die fritheren Entwicklungenn
auch auf die linearen Gruppen tbertragen, nur daf alle Formelin
— von dem Ausdruck fur D(x,n) abgesehen — verwickelterr
ausfallen. Aus diesem Grunde will ich das Schema der linearenn
Gruppen hier nicht weiter verfolgen.

46. Zum Schlusse dieser Untersuchung moge noch eine Bee-
merkung allgemeiner Art Platz finden. Die Ziige 2, sind diee
~ Repriisentanten von irgendwelchen , Ereignissen®, denen ein undd
derselbe Entstehungsmodus zugrunde liegt. Ferner soll die Vers-
gleichung der beobachteten Gruppenverteilung mit der aus demn
Schema berechneten die Frage entscheiden, ob zwischen denn
einzelnen Ziigen der Zugreihen eine Sukzessionsabhingigkeit, d. hh.
eine Verbundenheit vorhanden ist oder nicht. Nun ist aber diee
Konstanz des Entstehungsmodus, d. h. der Urnenfilllung, einee
Voraussetzung, deren Zulassigkeit bei beobachteten Reihen nichhit
selten zweifelhaft ist. Daher wire bei der weiteren Verfolgungg
des Gegenstandes zuniichst die Annahme ins Auge zu fassen, dafif
jeder Zug aus einer besonderen Urne erfolgt, daB also die fuuir
einen Zug 2, zu substituierende p-GroBe nicht nur von der ge:e-
zogenen Farbe, sondern auch von der Zugnummer g abhingtut.

Eine andre Erweiterung der Fragestellung geht davon auss,
daB die Anwendung des hier betrachteten Schemas nicht mehnr
als eine Entscheidung zwischen ,verbunden“ und ,unverbunden‘t”
liefern kann und die Frage nach der Beschaffenheit einer alsls

vorhanden nachgewiesenen Verbundenheit unbeantwortet laBtit.
43%
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Damit gelangt man zu einer Verteilungsaufgabe, die bisher meines
Wissens nicht einmal fiir die einzelnen Ziige, geschweige denn
ftir die Zuggruppen, ernstlich in Angriff genommen worden ist.
Gegeben ist eine Reihe von Urnen U(1),U(2),..., deren Fiillung
die F Farben p, bis p, aufweist. Der erste Zug erfolgt aus
einer willkiirlich herausgegriffetnen Urne U(4) und liefert die
Farbe p,. Diese Farbe p, bestimmt die Urne U(B), aus der der
zweite Zug zu erfolgen hat. Sodann bestimmt die Farbe p, des
zweiten Zuges die Urne U(C) fiir den dritten Zug, und so fort,
bis man alle Ztige beisammen hat; gesucht wird die Verteilung

der verschiedenen Gruppenformen.
Die gestellte Aufgabe dirfte, soweit sich das nach dem ersten

Anblick beurteilen laBt, ziemliche Schwierigkeiten bieten. Sie ist
jedoch fir die allgemeine KollektivmaBlehre von erheblicher
Wichtigkeit, denn die Fille, wo zwischen den Gliedern einer
Reihe von Ereignissen eine vom Zufall beeinfluBte Verbundenheit
besteht, sind recht hiufig; Beispiele hierfiir sind die meteoro-
logischen Aufzeichnungen, die téaglichen Giinge einer Uhr und
noch manches andre.

Inhaltsiibersichft. S

1—8. Die verschiedenen Gestalten der Aufgabe . . . . . . . . 579
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W. HIS, Protoplasmastudien am Salmonidenkeim. Mit 8 Taf. und 21 Textfig. 1809 5 L

W. OSTWALD, Period. Erscheinungen bei der Aufldsung des Chroms in Siuren, Erste Mittheil. Mit 6 Taf 1899, 3 ol
5. GARTEN, Beitr. sur Physiologie des elektr. Organes d. Zitterrochen. Mit 1 Lichtdruck- u. 3 lithograph. Taf. 1899. 5 .

W. SCHEIBNER, Zur Theorie des Legendre-Jacobi'schen Symbols (). 1900. 1 . 80 A,
W. OSTWALD, Dampfdrucke terniirer (Gemische. Mit 56 Textfig. 1900, 9 M
SECHSUN DZW&HZI&STER. BAND. (XLV. Bd.) Mit 35 Iﬂ'l‘:au.f. u. 140 Textfig, 1901. brosch. Preis 86 .4

E. BECKMANN, Neue Vorrichtungen zum Fiirben nichtleuchtender Flammen (Spektrallampen). Mit 2 Taf. 1900, 2 .4
W. OSTWALD, Period. Erschein. bei der Aufldsung d. Chroms in Siuren. Zweite Mittheil. M. 16 Textfig. 1900. 2 ./ 50 4.
0. FISCHER, Der Gang des Menschen. IIL Theil: Betrachtungen fiber die weiteren Ziele der Untersuchung und Ueber-

blick iiber die Bewegungen der unteren Extremititen. Mit 7 Taf. und § Textfig. 1900. 6 S

W. HIS, Lecithoblast und Angioblast der Wirbelthiere. Histogenetische Studien. Mit 102 Textfig. 1900. 8 J

5. GARTEN, Ueber rhythmische, elektrische Vorginge im quergestreiften Skelettmuskel. Mit 13 Doppeltaf. 1001. 5.4 50 3.

R. FIOK, Uber die Bewegungen in den Handgelenken. Mit 8 Fig i, T., 7 photogr. u. § lithogr. Taf. 1901. 6 i 50 3.

0. FISCHER, Der Gang des Menschen. IV, Theil: Uber die Bewegung des Fusses und die auf denselben sinwirkenden
Kriifte. .Mit § Taf. und 11 Textfig. 1901. ; B .4 50'),.
SIEBENUNDZWANZIGSTER BAND. (XLVL Bd) Mit 18 Taf. u. 60 Textfig. 1902, Preis 35 . g9 o

E. GROSSMANN, Beobachtungen am Repsold’schen Meridiankreise der von Kuffner'schen Sternwarte in Wien-Ottakring

in den Jahren 1806—1888. Mit 4 Textfig. 1901. 6 M
C. NEUMANN, Ueber die Maxwell- Hertz'sche Theorie. Mit 8 Textfig. 1901. 3 MH0 4.
W. HIS, Beobachtungen z. Geschichte d. Nasen- u. Gaumenbildung beim menschl. Embryo. M. 48 Fig. 1. T. 1901. 8 ¢ 80 5.
F. MARCHAND, Ueber das Hirngewicht des Menschen. 1902. g M
0. FISCHER, Das statische und das kinetische Maass fur die Wirkung eines Muskels, erliutert an ein- und zweigelenkigen
Muskeln des Oberschenkels. Mit 12 Taf 1902. T 50 3.

B. PETER, Beobacht. am sechszdll. Repsoldschen Heliometer d. Leipz. Sternwarte, ITL Abhdlg. Mit1 Taf. 1902. 2 .4 50 5.
W.SCHEIBNER, Zur Theorie des Legendre - Jacobi’schen Symbols ( rE:]' insbesondere tiber zweitheilige complexe Zahlen.

Abhandlung II. Mit 2 Textfig. 1902 3 4 50 3,
C. NEUMANN, Ueber die Maxwell- Hertz'sche Theorie. Zweite Abhandlung. Mit 3 Textfig. 1902 3 . B0 3,
F. HAYN, Ealanﬂgnahimhﬁ Koordinaten. I Abhandlung. 1902. 2 M

ACHTUNDZWANZIGSTER BAND. (XLIX. Bd.)Mit 1 Karte, 12 Doppelt., 5 Taf.u. 49 Textabb. 1903. Preis 31 M
H. HELD, Untersuchungen iiber den feineren Bau des Gehbrorgans der Wirbeltiere. I Zur Kenntnis des Cortischen
Organs und des Goltzschen Sinnesapparates bei Siugetieren. Mit 4 Doppeltaf, 1 Taf u. ¢ Fig. i. T. 1902 6 I

C. NEUMANN, Ueber die Maxwell - Hertz'sche Theorie. Dritte Abhandlung. Mit 8 Textfig. 1908. 1 .4 50 4.

F. ZIRKEL, Uber Uransscheidungen in rheinischen Basalten. 1903, y 3 M

H. HELD, Uber den Bau der Neuroglia und iiber die Wand der Lymphgefie in Haut und Schleimhaut. Mit 60 Fig.

im Text und auf Tafeln., 1908. * 6 J 50 .

0. FISCHER, Der Gang des Menschen. V. Teil: Die Kinematik des Beinschwingens. Mit5 Doppeltaf. u. 8 Textfig. 1903, 5
H. CREDNER, Der vogtlindische Erdbebenschwarm vom 15. Februar his zum 18, Mai 1903 und seine Hegistrierung

durch das Wiechertsche Pendelseismometer in Leipzig. Mit 26 Seismogrammen als Textfig u. 1 Karte., 1904, 5
O. FISCHER, Der Gang des Menschen. VI Teil: Uber den Einfluf der Schwere und der Muskeln auf die Schwingungs-

bewe des Beins. Mit 3 Doppeltaf. u. 7 Textfig. 1904. 4 M
NEUNUNDZWANZIGSTER BAND. (LLBd) Mit1 Karte, 5 Taf, u. 12 Textfig. 1906, Preis 25 4 20 =
F. HAYN, Selenographische Koordinaten. IT. Abhandlung. Mit 4 Tafeln. 1904 B M
H. HELD, Zur weiteren Kenntnis der NervenendfiiBe und zur Struktur der Sehzellen, Mit 1 Doppeltafel. 1904 2 M
C. CORRENS, Gregor Mendels Briefe an Carl Niigeli 1866—1873. Kin Nachtrag zu den verdffentlichten Bastardierungs-
versuchen Mendels. Mit einem Facsimilae. 1905, B M

0. FISCHER, Uber die Bewegungsgleichungen riiumlicher Gelenksysteme. Mit 6 Textfiguren. 1905. 3 M 50 3.
A. NATHANSOHN, Uber die Bedeutung vertikaler Wasserbewegungen fiir die Produktion des Planktons im Meere. Mit
einer Karte. 1906. 4 M

E. MARX, Die Geschwindigkeit der Rontgenstrahlen. Mit 8 Textfiguren. 1908. 1 .46 G0 3.
B. PETER, Beobachtungen am sechszilligen Repsoldschen Heliometer der Leipziger Sternwarte. IV. Abhandlung.
Triangulation von 28 SBternen in den Hyaden. 1906, : 3 M 50 5.

H. BRUNS, Das Gruppenschema fiir zufiillige Ereignisse. 1906. 1 .4 60 A

Leipzig, August 1906. B. G. Teubner.

SITZUNGSBERICHTE
DER KONIGL. SACHSISCHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN.

KLEINERE ABHANDLUNGEN,

BERICHTE iiber die Verhandlungen der Koniglich Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig. Erster Band. Aus den Jahren 1846 und 1847. Mit Kupfern. gr. 8. 12 Hefte.

—— Zweiter Band. Aus dem Jahre 1848. Mit Kupfern. gr. 8. 6 Hefte.
Vom Jahre 1849 an sind die Berichte der beiden Classen getrennt erschienen,

~—— Mathematisch-physische Classe. 1810 (3) 1850 (3) 1851 (2) 1852 () 1858 (3) 1854 (8) 1855 (2) 1856 (2) 1857 (3)
1868 (5) 1859 (4) 1860 (8) 1861 (2) 1862 (1) 1863 (2) 1864 (1) 1865 (1) 1866 (5) 1867 (4) 1868 (3) 1869 (4) 1870 (5) 1871 (7)
1872 (4 mit Beiheft) 1878 (7) 1874 (5) 1876 (4) 1876 (2) 1877 (2) 1878 (1) 1879 (1) 1880 (1) 1881 (1) 1882 (1) 1888 (1) 1584 (2)
1885 (3) 1886 (4 mit Supplement) 1887 (2) 1888 (2) 1889 (4) 1800 (4) 1891 (5) 1892 () 1898 (9) 1804 (3) 1895 (6) 1896 (6) 1897 (3)
1898 (5) 1899 (5) 1900 (8) 1901 (7) 1902 ﬂ_lm (6) 1904 (5) 1905 (6).

— —— Naturwissenschaftliche Reihe. 1s08 1599,

-——— Philologisch-historische Classe. 1s40 (5) 1850 (4) 1851 (5) 1852 (4) 1853 (5) 1854 (6) 1855 (4) 1856 (4) 1857 (1)
1858 (2) 1859 (4) 1860 (4) 1861 (4) 1862 (1) 1868 (3) 1864 (8) 1865 (1) 1866 (4) 1867 (2) 1868 Em 1869 (3) 1870 (3) 1871 (%)
1872 (1) 1878 (1) 1874 (2) 1875 (2) 1876 (1) 1877 (2) 1878 (3) 1879 (2) 1880 (2) 1881 (2) 1882 (1) 1888 (2) 1884 (4) 1885 (4)
1886 (2) 187 (5) 1888 (4) 1889 (4) 1890 (3) 1891 (3) 1892 (3) 1893 (3) 1894 (2) 1895 (4) 1896 (3 1807 (2) 1898 (5) 1899 (5) 1900 (9)

901 (4) 1902 (3) 1903 (5) 1904 (5) 1905 ().

Q_é o »  Druck von B G Teubner in Leipzig.
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