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Die Hyverbolijden Functionen, deven grofie MWidtigheit in ver Analyiid jumal feit dem
EGridicinen ber vortrefflidien ©dyift Gudermann’d iber diefen Gegenftand *) allgemein anerfannt
ft, fpiclen im ver Theovie Der bLeftimmten Integrale dodh nur eine untergeorbnete MNolle: be-
jonderd it Bier auf den Pavallelismud in der NRedhnung mit cyclifden und byperbolifdhen
sunftionen, welder in ver fogenannten niederen Mnalpfis dburdigreifend Statt hat, weniq i recdhnen.
Die Grinoe daven fieqen nabe. Einmal namlid beweat fich diefed Gefdlecht ver Functionen, mit blofer
Ausnabme der Tangente, ywijchen ven Grenzen 0 und == ober aud 1 und ==, wenn El_\.rcn ‘Jh‘mﬁ
ober Arvgumenten die Jablenwerthe von 0 bid o= beigelegt werden; Bierdurch werden febr viele be
ftimmte Jntegrale, die jwifden den Grenzen 0 und == genommen und foldhen mit coclifdhen Eulmtu
nen analeg jind, unendlid) grofe Weethe erhalten und dvarum unbeftimmt ober nichtdjagend jein
58 geforen dabin beifpieldweife bie Jnteqrale

=in x =in x Ges ax Bod ax “Sin “Ein
/ —ix, e dx, —ix, (l‘t x"dx , ( dx
X S - 1+x?, (508 Eod

]

. oa. om.,  mwelde  befanntheh  indgejammt iy bie gmnuuu:u:t|ct;.m ..«*.'!.mt'nunm cinenr  beftimme
tenn <berth Daben.  Gin gwetter und obne Frage bebeutfamerer Grund legt darvin, baf  die
‘_Licl'ir-;i'-_i[.*.l per  Dypecbolifdien Functionen fid) auf einen imagindren Snuder beieht,
wegegen  diejer  bel dem  coordinivten Gefchlechte Ddie reelle _ﬂﬂl}l-ﬂ-f it  Weld)'  grope
Wenge Dder ausdgejeichnetiten beftimmten Jnteqrale aber legt nicht pwifdien Grengen, die durd
Lielfacbe wvon = angegeben  find!  BVei den  Hyperbolifben  Functionen, wo bad  imaginave
2nnxi (i= ] 1), rvefpective nai vie MWicberfebr pexfelben Functiondwerihe vermittelt, Bat die Rubolph's
fthe Jabl in den Grenen jugehiviger Integrale nidht viel mebr ju beveuten, ald jebe andvere 3abl
audy; vy ihr Aufteeten wivbe daber in den meiften Fallen ber etqentliche Elﬁljﬂrnfiw per beltimmten
Jntegrale vernidytet voerden, weldhed cbenfalls vann Statt finden wiirve, wofern man die Grenen
orer audy nur cine Gerfelben durd) bad imagindre ani determiniven mwollte.

") heorie ber Potenzial= ober chelifh :hnperbolifden Hunctionen bon Dr. G Gubermann GSrelled Journal ber
Wathematil, Band 6, 7, 8 und 9,
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Nifein wenm nun varum audh bie Angabl der Beifpiele, n denen hypecbolijdhe Functionen auf:
treten Eonmen , vecbaltmigmipia flein ift; fo bicfe e8 doch ber Analegic und Symmetrie den frieg
erflaven, woellte wman fie bier durdh Gryonmentialfunctionen ober gar mitunter durd) ungefdilofiene
ludoriide crjehen

Ja man migte fie dann um der Genfequeny willen auch in den unbeftimmten ober allg
meinen Snteqralen vermeiden und fratt 3. B, ben pier Jgnteqralen
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gegentiberftellen gu diirfen, beven Wevthe fiir jedes x aud den vorhandener, vom Hri. Prof. ”I"'

Gubermann mit bewunverungdwiirdiger Sorgfalt bevedmeten Tafeln jid) entnehmen lajien, vie viel
unbequenteren Formen
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annebmen,

(Fs it unfere Abfidht, nahjtebend einige beftimmte _:-.m‘rgm[f per bereichneten AUt und jumal
folche au bebandeln, bei Demen tvo Der ermwabnien Hinvernifie ver inpige Jujammenbang unter ven
einfad periovifchen Funftionen fuch geltend madbt. TBir werben dabet je nady ben verjdyiedenen
Geftaltungen der Integrale audy einen verichiedenen Ausgang nehmen miuiffernt, mit Bersichtlentung
auf eine firenge Ginbeit des Verfabrens, die bid jept iberbaupt nodh midht aujgefunden werven i
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Die Avdition vejpective Subtvaction biejer beiben Gleidhungen fubrt ju den beidben Jntegralen:
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fel.  Toer Stavge wegen wellen wiv diefe beiben JInteqrale beyieblich durdh € und & begeichnen, fo
paf alfo aud ift:
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Jft nun aber dberBaupt w(a) der Werth ved beftimmten Snteqraled fl*rn.nh, und laffen fich

ple Kunctionen wia) und Fla,x) Rir veelle innechald emdlicher und nur purdh ibre WBorietchen un-
terjcbiedencr ®rengen in convergente nadh ganjen Potensen von a fteigend fortlaufende MNeihen ent:
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wideln; 1o bleibt befanntlich die Gleichheit w(a)=/Flax)dx audh fir imagindre LWerthe von a
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beftelen, 8 fei Denn, daf deven Moduln ben abfoluten Werth fener Grenge fberfteigen. Von
R AP SRR s e gl 2= Al o £ i e et " . . d '
joldher Bejhatfenbeit find eben die Glerchuttgen (1) und (2) in Betreff ved Glemented b, wie man
auf ber Stelle dtberfieht, wenn man fie durdy vie ungefdlofienen Ausddriide:
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parfiellt.  Fubhrt man viefe Subftitution wirflich aus, fo erhilt man ald Werthe der analogen

epclijdben Jntegrale:
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feien, A posteriori [iefe fich bdiefe Vermuthung leicht jur Wabrbeit exbeben: audy durdy Yn
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wenpiing ved chen ermabnten ThHeorem's 1ber vic Ginflibrung ciner imagindaren Givdfe wiede i
ifre Bejafung finden: von nidht geringerem Jntevefie bleibt darum dody vie naditehende vivects
Hevleiting diefer Gileichungen.

Differensiict man die Gleicdhungen
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nach b und intequict die dadurd exhaltenen Werthe parvtiell, fo gelangt man mit Bejug auf Ddie
Ungleichheit a=Db i den beiven Diffeventialglerdungen
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Tie Natur der Functionen Cofinud und Sinud, fo wie die geometrijche BVedeutung enned en

fachen Beftimmten Jnteqraled lebren nun aber, vaf €=& {fei; ed liegt alfo der Bruch G Jot|chen

et Givengen 0 und 1 und fann demgemiaf ald byperbolifhe Tangente eined gewifien Srcus ange

feben werden. St z diefer vcud und beftimme man tdberbich eine Jahl p durd Tie Gleichung:

pr=0*—&2, {o erlangt man duech Ginfithrung diefer neuen Verdandverlichen und durdd vie Elimi
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Wetl mit b ugleid © und vaber audy z verfdninbet.
Tie giveite flihrt ju ver Gleichung:
n i &
log p=log ¢— log(a*—b?) ober p=———
a 1 n

(a*—h?*)°

I.-ii:.'l ier D1e ‘."IL'\-:[“-JH['I.' L 4'._'[[ l‘-g“]“””l_‘”r ]'I|I'|_[ manr nur T-Il-tt.ﬂ“.l.' ,:':,].[ nl_-I.'I[I;']'[I, bﬂﬁ m['[ e ",._I_EI_'"L.-
fiminhern o S < - LT r:n] ‘ k ' _
|wipen von b bie Jabl p den Wertl /P Aga 11].1=_rl|1 annimme, fo daf alfo

L

F =

>
fln) ¢ : y
- b. B. e=TIn) wirh

as A '

1:.: ‘— 1-1 e .I-v-l-.ll\...I o o o T g ..I . - [l "
Aur foldye 2Weife ergeben jich nunmebr bie ju beweifenden (Metchbeiten :

1 ur.'%(nﬂnt-‘i q]:)

i =pGpdz=Tn)

{- " o h:jl_
h

d

e =

S=pEmnz=In)

2 t'|1(n arcXg

n

(a’ h)?
[.Etl'“\ll -T_. ||'-...' . j ’ e -..;':-\.- - au - ! '
et man bierim der Fabl n den Werth 1, fo befommt man bie beiben neuen Jntegrale:
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con Denen Die befben evftevem Die Bebingung impoloiren, Daf p und q aleidaeitrg enhveder
qrofer oder fleiner ald a unb b feien, ‘wegegen bei ben amwel folaenben p und nothmwendiq fleine
als a uno b .au nefmen find, indbem pie Taongente fber 1 hinausd nidt wadjen famn: Pefchranfun

qen, Die bei Den analegen enclifben Jnteqralen felbfteevend wegfallen

9 Man tbereugt fich leidht, daf die Summen per endlichen Reiben:
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man dadburdh, dafi man in beiven Jnteqralem der Fabl b fucceffive die GRecthe 1, 2, 3, 4...0 gid
und diefe n Specialiverthe jo su ciner Summe veveinigt, die beiven Gletdhungen :
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Beive Neihen find jur numerifben Berechnung um fo geetqueter, je qroper die Gonftante a ift

aber nur bie yweite gilt fie in’s Unendliche wachfenve n.  Wadit man diefe Vorausdfesung wivklich,
jo [aft fidh auf tas Jntegral Der berithmie Sap von Fouvier anwenden, nady weldem fiiv jebe
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3. ©ad im vorigen Varagraphen erwabnte Sntegral von Yagrange fo wie dad dicfem parali
mit Boperboliffem Cofinus laffen aus fich mittels einfacher Subftitutionen cine Wenge nidht un.
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e

o T
e Jutegrale fe *<2sinbxdx und fe~** GSin bxdx vurdh unaefchloffene Ausvrude vavuftellen.
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L |.-|-|'_.I | -ril[ - | j|| 2;:||I - | ._lﬂ 0
y [2n—1]

bat man nur ver Jabl b per Reilhe nad alle qanien Sablemmwerthe von 1 bis == i extheilen und

D¢ 10 HEMOIIENnen ':'_""-‘l'.'IL'!_'_'[Hi[L'Il entimeber alle T-]]z'd.j. Dad t-!.‘;i"l'l_.[il'i_'.'lf:[ (+) oDer LI[Lfr]-li-ll.ll.I”-:: purch ()
Und (—J §ib ener Summe ju vereiniqen, um bie Fntearale:

o b ik ht hé
/|3 A Embxdx = = (|+—L—J-- : +— ; wheis )

2as 2832 3.4 5at 4.5.6.74a

A
S e ) b h? s ht
(/'i.L 1] Jl."ilj."". = '(l_ - ————5——)
. 24 232 3453 45.6.7a°
i exbalten. Die Reiben convergiven fiir jeben beliebigen 2Merth wonr a und b jie nehmen paduvd,
o . b ; chy v g
A man & mit a* pertaufdt und - = & feft, die cinfachere Form an:
i x L
U, 4 R G 31
g— " S daxdy = '—(I—I e ,_;'-'---)
/ a4 2.3 2485 2°3.5.0




l}lj

I

. 9 g1 4 o
/c-. sind axdx = o = e s T 8.5 )

i I 2 s o L7 P : )
woraud Dervorqebt, Dap die Werthe Der Integrale fe= S yxdx und IJ’L‘ sin yxdx um o
T }

i = i [ : ¥ R - i r .'r|
mebr ubereinftimmen, jc nafer ber Bruch = ber Pull ftebt.
H |
WMed ift su bemerxke bwafi plefe beiven Sntearale aldé particulare Terthbe ber (voen ¥obattie
Jed 1t iu bemerfen, Dap Dieje beidenn AMICQUAte Qe particliare LHerty DIl A

= ¥ i L " .k I|'1-'I i 5 P
i ver groften Algemeinbeir bebanbelten) Diffeentialgledhung 2a 1 By = 1 Qlenuge oo,
h h (AR,

4. Begeichnet man nady dem BVorgange BVinet's vasd Guler'jcbe Inteqral der erfren Avt, weldhed
befanntlich in BVexiehbung auf die beiven in ibm vorfommenden Conftanten a und b fvmmetrrjdy e,
purdh Blab); fe Bat man nadh je den Leiven Formen ved Jntegraled purdd Ginfubrung emer neuen

: ; 157 : oh
Beranderlidhen z = 5~ bt beben Olerdhungen:
A4l
L I: etz dy
(a,b) = 2/ B U
S (14-e™)'1h
£
— elerdy
(14-e**)+"
F
Tt 1
; o P % ' i iy i ks o . Tk o F —'|--:_-|'\. ¥ 1 —_—
Movivt man piefe Jntearale, indem man ugleid unter tem Jntegrationsierden mil a—1atl)
multiplicict, o mwivd:
E o "-': . 3 1
¢l i ¥y 2 L@ [a—h) = 1 : ':||:-';"|’i4—;'|:".
B(ah) =/ — = - babiuth — dz
: " R0 o L L LR Bod izt

Um piefer widitiqgen Nelation eine chvad tberfichtlichere ®eftalt ju geben, hat man nur a-+b=2q

unp a—b=2p u fepen; vann namlid echalt man
Irx";r{'i 2nx o
— ] b =t L pnt LR S U R T T L L A S ol i, 5
: Wog X1
1

woebei bebufd ver Ghiltiqfeit ftetd q=p fein mug.
- ] . - £ 3 =t 1 ' 1 [ disn L T RIL
Fs fei nun junadit p=o, 2q aber eine gange (pontive) 3abl.  Unter biejer Wovausjegung

I(q)? _
mimmt bie Zunction B pen 2%erth T an und ift baber, le nadibem 2q eine gerape ober unge
: (=)

rave Jabl 1jt, vatienal cober ivvational, JIn Der Ebhat it fiir qanie Werthe von q

3 246...(20—2)
/[_‘w.x Mdx = L= . : (2

a.2.0...020—1)




e — o

5 . 1.35...21—1) = |
T e e ki S e o S LS AR S
2.4.6.. . Ag; - 2
il
Tiefe Formeln verfagen nur, jene fiir q=1, diefe fiir q=o0; allein in Bejuqg auf diefe Fale
' ' r Cdx ~ dx = . & P G o o~ Lt
lebrt pie Nelation (1), baf — =1 unh f———=- fei. Uebrigend ift in Betveff biefer
S Bped x? S bedx 2
L il

antegrale gu bemerfen, vaf fie fib audy flir jeve anbeven ®rvenien analvtifd barftellen laflen, wo-

purdy fie Den fyecifijcben Ghavafter beftimmter Snteqrale einbiifien.
; - ) ' b = i S Ll B
ymoem namlich alfgemein 'l__ = ](x)+c ift, woe bie burdy Gubvermann i die Mnalviis

} V@ X

eingefubte Yongttudinalfunction | durch die Gleibung 1(x) = arclg&inx = arcsinTax ober
. s , 1 /o i oy : - :
auch tmplicite duvd) die anbere numlog x = lg - :—E—I--lixo beftimmt 1ft, fo tabet bie Hebuctions.

-

methobe e venr beiven Nudbrinden

x HAXL n—2 n—2(n—4) . .. 642 .
/ - = - i 0 8 (11-5 Conl O Wl 38 x' "—!-...i Bt o LT .'-!-{.- 2 g = e R )
J 2oex" n—11 n—3 (n—3) (n—5).,.71.5.8"

ix X e & 2 n—2 . (n—2)(n—4)..7.5.3( 1.3.5..(n—2) e
/-- —c=— V208 x"—0 4 — (ogxt-"+ e S, i e A{x)+C. ..(5)
J bpdx* np—1! In— o (n—3)(n—5)..6.4.2!' 246 . (n—1)

D o e [-Illl' qerane , E,“Iil.'fl."t' I:l"ll' ll]:‘.ﬁt'l'&bl.' I ,ﬂ.E“r und weldie Ber pen ﬂﬁl'l_-l:f[:.l:]_[ 0 und =< in
oie Werthe (2) und (3) tberqehen.

Wi wenden und wicder i bex ®leibung (1) und betvadhten tie Kalle, wo q=p -+ 1 oher

L s .
=P+, wird.  Laburch wexden bie beiden Jnteqrale evbalten :
“(308 2px 4" "8 2px 135 . .(4p—1) = i
X = —— b ———x = " Y ey
s xerTE 2p+1 S hpg xtrm 128 2D 3
v ]

3ft Bievin p eine qange Jabl, fo [aft fid God 2px in eine nad fallenden Totengen von Gos x
fortlaufende Neihe entwideln, deven Bilvungdaefes abfolut tbereinftimmend ift mit dem der fiix
cos 2px melrjeitia®) Devgeleiteten Reibe, fo baf eine budbitibliche Ueberfragung Statt hat: und mit
Beyug bievauf laffen fich gwei Avien won NReifen fummiven, veven Gilicver aus den Goefficienten
ver befagten Gntridelung und dben Specialiverthen der Smteqrale (2) undb (3) qebilvet fino. &8
qenuge aber, Bievmit bie Andeutung qeqeben ju baben.  Ghenjo foll blof im Vorbeiqehen evivabnt
mwerten, wie durd wicverholte Differentiation der Gile fiung (1), fet ¢8 nad p ober nady ( ober
nady poune q jugleidy, newe JIntegrale fich heeleiten laffen, Deven MWerth von den Differentialquotion:
ten oo Function B(p,q) abbangig find und unter Jugichung ber desfallfiqen vovtvefflichen Unter:
(udimgen Binet's #5) auveilen unter cinfachen ®eftalon i beftimmen lafjen.

L TR 1 ¥ g e a " ' .- ._ u - gty - )
PoRrgiomevShionmildy'd Hanbbudy ber malhematifden fnalhile, erfter Thell, Seite 241.

£ ! Y | E : = i " ® - .
*) Binet, Meémoire sur |eg intégrales délinies Eulériennes
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Aum Schlufic madben wiv auf e Integrale aufmerffom, die man exbilt, wenn man in den

letcht 1u-1-:1:lf£5mbcrl_311iu:_fjt'ﬂlult/

{xt—x—")? 10 Am T (x"—x %)
———3il%x-= log uno —— 5 —Ux=log cosan
(1—x*) log x i (1—x7%) log x

e—* flir x jest und die Vedingung feftitellt, vaf a jwifdhen 0 und 1 licge. Sie find:

-

“&inazt
/ o -nl:ﬂ- =
Ze e

s

1 At “Einax’ I
log -, 1D — ——dz=—- log cos an
2 sinan J onome o7
1] -
: _ . . e ; an i Badaind =X,
Jn bem  lesstern legt  juglenh audgejpredien, Ddap De Werth ded Inteqraled = dx

unendlich aqrof fei: eine MWabrheit, die, wemn aud freilich vie bHyperbolifdie. Tangente gqrofie AUehn-
lidifeit mit dem cvclifden Sinud bat, dennedh aud vem Grunde nicht dbeveafdt, weil bir Sinusd
v pie rvqumente von 0 bid == pericbenmiafig pofiily und negatly wird, walrend die Tangente
immer pofitty bleibt unv mithin die Avealfticde der auj rvedhtwinflige Coordinaten beyogenen Eurpe

L9

X

| s
=

ot
I
g

obne Audnabhme abbitie find, \

o = Y [ =
e _:___n%-__.—ﬁ%ﬁ:%;ﬁ g




