69

(@ und b ganze Zahlen) ansetzen kann? Die Gleichungen (27) und (28)
zeigen, dafs die Beziehungen

| p=a*+ b (33)
i | qg=2ab + b*

~ bestehen miissen. Die Zahlen p und p -+ ¢ miissen also beide in zwei
- Quadrate zerlegbar sein, wenn sich die Quadratwurzel aus p - qo zlehen
- lassen soll. Die Moglichkeit der Zerlegung oder deren Unmoglichkeit wird
- nach bekannten Sitzen der Zahlentheorie untersucht. Gegebenen Falles
- fibrt man dann fiir eine der beiden Zahlen, etwa fiir p, die Zerlegung
aus, die nach Befinden — bei zusammengesetztem ungeradem p — auf

zwel Weisen moglich sein kann und sieht nach, ob die so gefundenen

i
|
- lahlen @ und b der Gleichung (33) fiir ¢ entsprechen. Man findet so
| Ausdriicke, wie

V49 4+ 12V6 = V34 — 5o = 8 —Bo =2 + 85

V120 -t 56VE ==Y/ 78 2 1194 — 8- §o== 71 AV/B

T e = ;
'-‘\/‘2—(87 —13Vb) = \/ao —18¢="7—0=, (18 —Vb).

~ Den oben abgeleiteten rationalen Niiherungswerten der Zahl ¢ stehen die

rationalen Naherungswerte gegeniiber. Zunachst ist klar, dals zu jeder

ﬂ'ﬂ, {_ 1
Wn

rationalen Zahlenfolge

, die die Zahl ¢ definiert, eine irrationale

n =R

Zahlenfolge V' a, gehort, die sich demselben Zahlenwert ¢ nahert, denn
es ist |

lim %7 +1__ lim a
N=00 ﬂ.“ n=da ﬂﬂ (34J

S0 wird also z. B. die Zahl ¢ durch die Zahlenfolge

= $ .~ A B 8 ~ T8 8§ — 9 — 10, |
Vl, Vz VB, Vﬁ, Vs, Vla, V&u, V34, l/55

oder aus den & nach (14) durch -

-2 4 5 - 6 2 e B Br— 10
1,,1/,3, Vi. V_'?, Vi Vls,_ st, V34, VoV o b

definiert, von denen die érste allerdings nur sehr langsam konvergiert,
wihrend bei der zweiten schon der 10. Naherungswert um weniger als
b Einheiten der 5. Dezimale vom wahren Werte von o abweicht. Ubrigens
nihert sich diesem Werte die erste Zahlenfolge von unten, wihrend die
aweite wieder oszilliert.

Allgemeine Formeln fiir irrationale Zahlenfolgen finden sich, wenn
man den oben benutzten Cauchyschen Grenzwertsatz (34) auf Gleichung (22)
anwendet. Es zeigt sich danmn, dals fiir jedes z der Ausdruck

n
Vﬂu 2~ Oy —1

¢ine _ﬂiﬂ._Zﬂhl-g ﬁeﬁniéréndq Zahlenfolge ergibt, wenn n nacheinander die

mtirlichen Zahlen durchliuft, Fir die Werte 3:}, f z g g
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