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PRAEFATIO.

Quae in hoc opusculo explicantur Elementa, tum ab aliis
ejusdem generis commentationibus eo differre volui, quod §ta-
lices lineae hic tantum primae indigitantur, omissis, quae in
omnibus hujus disciplinae compendiis de illorum ad physicam,
aut ad machinas construendas applicatione doceri solent; tum
eo, quod mnotiones et theoremata singula non ex aliis alia de-
ducuntur principiis, sed ex eodem promanant omnia: sicuti
decet formam dignitatemque scientiae, qualem haec sibi inpri-
mis vindicare videtur. Lege scilicet illa propositionum singula-
rium fundamentum commune latissime patebit; easque methodus
explanandi simplicissima et uniformis viam stratam aperiet ad
inveniendas quorumvis hujus generis problematum solutiones.
Equidem opere elegantissimo :

mecanique analylique, incita-

tus atque de mascituro e strenue observata ista regula persua-

-




Iy PrRAEFATIO,

sus fructu, artis indolem hac commentatione brevissimis Cir-
Cun'tsm‘ibme, et accepta ab aliis proprio studio aucta redhibere
inteudens, ut ea neque ingr;tta sint 1&!{:{01‘], neque prorsus in-

utilia rei literariae, opto.
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£ S_]r'.:.'e'“{'mﬁ mechanicum nexum dico punctorum physicorum ita in-
ter se cohaerentim ut moto uno reliqgua omnia mowveantur.

o, Liberum vocatur systema cujus quodyvis punctum secundum
quamlibet directionem progredi valet: quodsi, ne fat, adfuerit obsta-
culum, systema erit non lLberum sive condition: adstrictum,

3. Systematis fignura a rectis quibus punctornm ejus quodque a
quoque distat lineis pendet, eritque vel immuiabilis, vel mutationi ob-
nowvia, prout illae quantitates esse praesumuntur aut constantes aut
variabiles,

4. Jocum puncti cujusdam absolutum determinant ejus distantiae
a tribus planis ad angulos rectos se invicem secantibus ejusque ver-
sus horum latera situs. Distantias, quae et coordinatae verbo usitato
appellantur, litteris @, y, z, generatim indicabimus, quibus virgulas,
instar !, g, zt; all, pll, zll; et sic deinceps apponemus, quoties
pracsertim de dato quodam puncto locuti erimus. Plana tria illa ubi-

vis construenda coordinatorum acque sibi vindicant nomen, et in uno

puncto concurrunt, T.md coordinatarum OrtZillem ]_;l'aediﬂau'ﬂus? s1-

[ 1]




fa) INTRobUucTIO,

quidem incipiendo ab illo distantias dictas computabimus. Ilorum

autem 1ires intersectiones axes nuncupamus, el -Jt'.iuir_-rn cenerabim orit

o
axis x, axis y, axis z, quae distantiis @, 9, z fuerit parallela., A (U=

W i

f,'tt_'a 'i.[}.%l‘rs ]_:I.'.-Jm .il:ljli'izet_'mlllll' noONTina }L'r]IE'l'IJ.lH:Il x ey ). (xz) f"; Y

(quatenus per binos axes x et ¥, vel x et z. vel y et z, deliniuntur.

LE

Unde statim dpparet, axem x esse perpendicularem plano (¥Z), item-

‘:I ‘..IJ i::'":".lti ._- fIEIIJJ1] I_:---!' ]' _'u

L

que axem y plano (wx:z
5. Quiequid punct:t mobilis locum mutare valet absolutnm. s

L

-LIH'HHI‘. .L[' n|ilithﬂ1 cxX ejus intensione et extensione, (quantitas erus
aestunatur eodem modo ac numeri E':FE'I-.I‘..'I!!“-J]JIF IJ'EJ.'._'JJ.I'.‘“ ex unilate
et ex unitatum quae illum componunt copia. Vis igitur in calculum

sicut nuwmerus introducitur. Sic eam designabimus generatim littera /7,

quam casu dato distinguemus uti dictum est (4).

7, ‘Awxioma: Viribus in idem punctum mobile, A7, conspirantibus,
earum sumina erit sumina NUINCrorin eis ."r-'lll.'[.lur.:flljj. |Jlr.':-'zll-: omnibus
cadem 'Lil-i'-‘_,'L':i*}: a:fb”.:-!'l antem summa 1n differ ntiam, i{l;.ll.:f.u in direc-
tronibus agunt sibi invicem countrarie oppoOsitis,

8. Motus quatlitas sive momentum e quantitate vis agentis et

magnitudine spatii per quod punctum mobile vis illa pellit in 1 mpore
. ] I [ | |

P : : e 5 '.11 . i ] AT . ¥ 't : . I
'[.I.-..!IU'-J ;r|'~'-,|'ilfi;.?-iLI. :j'l |L'_;!|._! !|_I!:- | LI K. A Yi ,f'l,‘ 1 11 I[ Fry 1 !!II“'E”"
PEr § '|"|_';rr“= § 'I‘:-'r'!f L1111 !.'-I L: ori INTOIILNCTIELUIIL molus &
l g ._l L LA _— iy [ J. SR S | L s J i i11 i i i | | 1
g. Momentum motus systematis mechanici totius ex omnibus el
punctorum momentis agerecatis ellicitur, Quod si evanescit, aliis vi-
ribus aliis eontrarie oppositis (7) nec motus systematis inde oriri e

Lerit, gquem lins statum .flll.’.'.-',-'.-'.'r“_'_"," vuloo app Hant. (quamdaqilam non de-

& 1 1
] TLLTLYL YIT - h'_'l{ [ I-" / LA L ! i Sl 1D i Il LI J|i.
i
I10. Jlalices ¢ scCienliag Il eas 1nquirere systenratis conditiones
I';ilfh-a:m L[.;IE,, Virilm ., (uae puncta hilia sollicitant, effectus in toto
eyanescunt, ita ut summa omunium momentorum 11.:H-:-'::] iritim sil Q.




INTRODUCTIO. 3

rr. Motum qu(}mli]mt in statica non nisi in ipso temporis quo ille
evanescit puncto consideramus, omnes 1gitur motus in systemate me-
chanico, eodem tempore, inlinite scilicet parvo, peragi praesumuntur.
[deoque et per quae fit motus talis spatia, ut infinite parva, quam-
quam inter se diversa, cogitari possunt. Tempus igitur, ubique idem,
in compulum non venit, neque ergo celeritas. Punctum vero, quia
tantum in linea, quae sit curva cujusvis ordinis, procedere potest, in
tempore infinite parvo differentiale percurret lineae rectae, quae cur-
vam illam in loco, ubi punctum a vi quadam sollicitatur, tangat. Af-
qui sit [ punctum mobile; p linea recta tangens; £ vis aliqua in li-
nea p ubicunque sita, punctum A7 movere tendens: Pdp erit momen-
tum motus staticam (8).

2. Linea recta p viam demonstrat puncti mobilis a vi quadam
ad locum mutandum incitati, quae si punctum propellit vis, lineam
p aungmentari, si altrahit, deminui magnitudine differentiali dp mani-
[estum est. In hujus quidem tractatus tenore dp semper ut augmen-
tans vel positivum supponeinr nisi contrarium discrte indixerimus.

13. Longitudo et situs lineae rectae p a locis quibus haec inter-
jacet pendet vis sollicitantis atque punecti sollicitati. Prior locus ad
arbitrium eligitur, electus pro constante habetur; posterior a systema-
L1§ l';;-;u[:i est datus atque variabilis. Illinus coordinatae constantes, sint:

a, b, ¢: hujus variabiles: zx, vy

¥

e W
25 (4):
Facile est videre, :[[Ifﬁl sit generatim

p* =2 JJI-J;-}—“*J{J}‘ {{l: E‘)E............[l’].

'i_,'m: 1}_I‘L|_! 1 1_1.'_]::!

1
H—a D | y—0b y—=b  z—ec z—e 5
I — —— . — e . - = - i ) el o
j L J
P p P P P P
14. Notewr per (p,z), (pr¥), (p,z) angulus comprehensus

inter rectam p et coordinatarum aliquam =z, ) aut z: patet esse




4 InTnobpveTION

L}"——uf;

r—a ‘ Z
R et e o .98 (p)2); quibus

p
valoribus in formula [2] substitutis; fiet
1:(?(}51(’p,;1:)+££}51{;;,}~)+¢:{351(;:,;)......_.[jj
et p::t:a:::}s(;1?:e:)_f_.yrcn:;{‘,u,J')—]—.:Cﬂrs(;_i,:)
—[acos(p,x)1-b cos(p,y)4ccos(pyz)]ee...[4]:

15. In casu, quo linea p per originem transit coordinatarum, lo-
cum vis sollicitantis semper in istam originem ferre licebit, quo facto
eyanescent coordinatae a, b, ¢, et ex formula [4] prodibit ea:

p=acos(p,z)+ycos(p,y)-tzcos(p, % Javwia[ 5
Ad instar rectac p hngantur duae separatim datae p/, p/! in origine

coordinatarum concurrentes, quarum coordinatae constantes al, b/, c!;

all, bHil, c!; evanescant, ecoordinatae autem variabiles sint &/, ¥, zls
iy yll, 2Il (13), aequatio 5] pro eis has formulas dabit:
] —— mnf oY ol arf ] 1 iy ¥ SR SR | =
pl=x!cos(pl,x!) |4 cos(plyy!)4-z'cos(p!, zt) 6]
)
L _I'

}_}-”: I':Ll"l COs (JI”H':.{J[;';: _]-_1__} I f“.”‘r-rlllr.-:"ll'll-h} I ::I _J_'_ :I'.|" COS 1 :I“.l'ir‘ ...r.,l.
Liﬂ{}ﬂ, qua illae a se invicem distaur in _[P[lIIL'EfS mobilibus, recta sit
—d: tum perspicitur esse

2l a2 | SN2 _| [ =] -] Y2 [ =1
d* = (2l —z! )2 (yll—yt) { (2 —z1)2 ...

.Desfgilﬂ:?n'm& alltem per ::"fr“’”.w“fj -'iJll;ﬁ-trIum inter i”ﬂ.h ‘,r}-". ;-” comprehen-

A

sum: erit secundnm iI'.-I:_'IrJlir5I!I|’.'[I'iili!1 [JI.':HL'HH

$ —pb2_| pnifa ond nll pacl »nl il -
{E / | ,H’ _—t--‘,f.! Iz LL}:rIk.JfJ i‘.l'_i ‘!I ........ R PR [ O [s
Formula [ 7] evoluta [it
.ir:'_._-,‘l ._ J ~f2 | w11 E ] 4 1 -2 -~ : f ; ; oy o TR o
dr=xl*-yl2 | zi2 | i Gy -zl —a (2l 2l -y Fypti L 2 2 Y [ g]).
Formula Ei-‘llfﬂlllﬂ [IJ, positis a@, b, € — o, mutatur in has particu-
lares
12 —gpla | _4l2 ] =l2
pr=miticyid gy
S N N N T T YRR RN AR ! Ii|!

'L.J'jll;‘l-”: —[I"'J ‘I"fl__‘_:.“; j
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Tum hisce valoribus in aequat. [g9] substitutis, eaque eum [8] eom=
parata, proyenit

+piplicos (php! ) =—(z! 2l J-ylyll-fz121) eoovui [ 11]
et, si angulum (p/,p!') acutum esse supponimus,

plpltcos(plypl )=zl allid=ylyll -2zl 21l Lovviiiinannnn [ 12]

A~ -1 o -1 e~ =]
- oA i Jr ‘_}‘ : e o
Sive cOs(plph) = — 2 —— s
(‘; ?JU ) I Fu‘ FH

pl pil p! 3 pli

-#ltlrf[IS-:!l

- i =l
Quia vero ;; = cos (plyz); ;_r = COk (D% 3 7 = cos (p!,z), quod

simili modo ad alteram quoque lineam p/! extendi potest; erit quoque

cos(p,p") =cos(p',z)cos(p',x)tcos(p', ¥y )cos(p",y )+t cos(p’,z)cos(p",z)..,.[14]-

17. Aequatio [13] et hanc formam facile induit:

E"-:Et ;-' I” e i | : — e ——— ) L s wes ¥ A #

(,U b ‘) ;.H;J“ ( e b pll 1 et gl ) {IJ}

Projectis autem lineis p/, pY, in planum (f) erunt aperte l" Lf
S - - Pl P Pl XY ), ap ‘.U? o

tangentes angulorum quos projectiones istae cum axe x faciunt. Si-

‘:.‘I ;;.I'I-I'I
- . - i - e . Y s ¥ y & | m .
mili modo oy imyemuntur tangentes angulorum quos lineae ply plt,
; S e o
i1 [-[it]lill!l {;z'.:'. ) projectae cum axe x E::nm]‘:reheudun[. Positis =gl
| J | sl
gl =1 zl

At il CELET ff il 1 i TP . i - !
Sty =, .,.u-—wff atque substitutis in formula [15], haec mu-

tatur in:
R S ! ol i
S 9l TR T K I all { '
{”‘;_35 ler.n' ?‘;." J III,J JII.H (I i ﬂﬂ —J—E‘ I{;h)...'-t..‘--[lﬁj-

Eodem modo formulae [10] mutantur in:

;“,1 < ohl o O f:l—l—-u":—{_f.nfl)
F’HIJII'__“J: /2 (1—{—11”2—}-&”1}

quas substituende in formula [16], tandem emanabit nota illa

cos (pipl) — — I-Jl_fﬂfz‘rjrj._é‘ré“ " -
F b 4 V(I"r‘f?“-}—f-’f‘”]V(l—Fﬂ“"-i'—ﬂ*f”)*”[l’ ]
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18. Ex aequatione [14] haec alia statim nascitur

Pl gt =1

COsiatpily == .E} cos (plyx) ~- ;” cos (pl,y) - ;,ﬂ'? cos (phzYy....[18]
unde denuo v nit
!"f}” COS5 i:f}*'?;j”):- .’{“”[“‘GS{H?‘% '.'.'}-—E—J‘”{_‘CJS{JLJ'I;‘__}'::' —:L zlleos “:J,.uf._. 30 SR f__tl_gd;,
Tum si (p!,p!) = recto, erit
o = allcos(plyx)-yllcos(ply)--zlicos(plyz).... [20].

Quae autem, ut ejus deductio ipsa demonstrat, generalis est aequatio
duarum rectarum altera ab altera ad rectos intersectarum angulos,
quarum altera data est positione, locus autem alterius est planum, cui
lla ad rectos insistit angulos, et quod per originem transgreditur co-
ordinatarum. Pill_L‘L, ip:‘amn hoe i.-f;lntrm !__rf;u.ﬁi.‘i:}]h: esse datum, cum
coordinatis planis datos faciens angulos, qui vero, ut geometria dp-
cet, iidem erunt ac anguli quos lincae rectae in plani dati et coordi-
natorum cujusque intersectione concurrentes atque his ipsis planis, al-
tera alteri perpendiculares inter se comprehendunt,

Atqui linea p! in origine coordinatarum concurrit cum axibus 2.

Y4 T4 qni ]'H'-rp[_‘mIj_CLII;Ll‘t_'S sunt I!.].Hli'w (Y& )y LBE), (Y )y (4)s

R

deo-

!

que (phya), (phy), (p'yz) erunt anguli quos planum cui p! ad rectos
insistit angulos facit eum planis coordinatis (y3), (x2), |
I10). l::,;\_]ll.;.] YCIr'o “Hf_"i'l ‘,h"r Ilraw.jli_jlrl'rl‘ 51 {[||.I.. erunt cos '-.."'J'l' Py, COS
(phy ), cos f;_,fa"r??:] quantitates constantes, summa auten earum (Jua-
dratorum erit = 1, [3]. Data itaque aequatione algebraica generali
hujus formae
0 — A3 _]'_ ﬁb] _4_,-*‘ -
cujus terminorum coelfficientes 4, B, €, sint quantitates const.
mutari poterit eadem in hanc

i — . 2 4 — . - - ds = R T e —— S [
1 "r_—l_-‘{;r_':_{i .i-"i.‘-l'*:—} b "I_{:' _} i 3 !\_;r_-_g_‘.-r_-‘l_{ _.; =

B

et sub hac forma st mp-r a J‘.I"H-i"‘f""“”‘ aenuation: [2o07. ita ut pilanum
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construi liceat acquationi [21] satisfaciens et cum planis coordinatis
: : A

11 6 i T "] ' T ; )5 y 5 iy - 4

angulos comprehendens, quorum cosinus sint (A LBy’
B C

- x 2a | IEE. A7 S 5] Rz | 2N

L lh-"‘ i J3 ,.[_f:_ ) 1[_;”[’\_-1' —j_fj' -—]-{, i)

Quod qni{lem per coordi-

nalarum originem iransire supponitur planum; qua translata: », v, z,
ient «~a, y—-+&6, z—-¢, atque aequatio [21] fiet
0 = Ax}-By—+-Cz4+D.viuivvien..[23]
Trt’!.&iiﬂ L) — ff’{f-—[—-ﬁf}h—l—ﬁf‘u

20, Sit igitur planum per aequationem generalem [23] datum,
quod tangat superliciem guamcunque curvam Iin puncto aliquo cujus
coordinatae sint: @, y, z. Manifestum est, elementum differentiale
plani tangentis necessaric confundi cum elemento superliciel curvae
in eodem puncto, Differentiale autem illius plani ex aequat. [23]

eruitur:

- F : I R | B | = . a

& e }I ['[" b B ]— .E‘:, -E||Ir‘-} "‘j— { I'.-; F e I A [I'I ‘}1‘]} =
haec ergo aperte erit aequatio generalis differentalis, superficiei cur-
vae cujuslibet, ad punctum relata, cujus coordinatae sunt: x, j, Z.

21, Quia p, ut quantitas arithmetica considerata, functio est yva-

riabilivm: 2, ¥, z : e principiis caleuli differentialis sequiturs:

Y I R # 3 \
. » I," Li \ ; : { Ll Illl.' \
Irl'rllr grre le -] f.i i --I—a |II

i -~ L "
/ Y

. ] [ -'Jr. f.'lllll'r'\\ ~
) dy + (F£) dz e [25]

| ; 11T .|" ¥ E' L= iy = o ¥ ' T 2 § T
1 121fur lormuiam T\.121?1:-Ir.'||1 L1:| secundum Xy Vs 2,4 ¥Yallalle J'erh.t.:lisj

2

et differentialia inde eruta dp per dwx, dy, dz, diviseris, prodibit

{ cl Py X~
\do) T T R
el o
f |I|| h L
- | — — — €CO0S§ ) o ¥
| |!'||rl‘;| f '.Ij (l‘f .h_} _:I
f -l’z‘lrlr'f Y .:-—!.rﬁ'
A = — COS§ A I
dz, D (pr2)

slc aequatio [ 25] mutabitur in:

L'-?J.U -2 L".*b';,n'* -J-’}i!.i'-—l—.ﬂ[jﬁﬂ;f} }‘;]."j;f';],-'-_‘l; CcOS (J,.f_! :.,:j R [26]
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Supponamus autem, p essc lineam rectam perpendicularem plano cu-

F 5

jus aequatio data sit

erit secundum (rg)

A B C
” 5

.ﬂ _'_I‘_- : 5 sl B p— " u il ,,_"".____
CEIH&.I'Fr.lJ L] EI::'.:I"JI'-J‘-J} f— y, ] r"r}:‘-.Pl"'__"— - —

V(A2 B*+.C?)’ V(A4 + B2+ C7) V(A + B4 C7)

f_f-if.f-ll—- !i:rf.f;l-—ll— I’:ﬁrf;': H"“*:I
Vli f:_'_r-‘_ r;;_i_{_-.l:-jlri lllllllll fllL-.-l L

Quae igitur est aequatio differentialis lineae rectae p, In puncto ad

ergo - dp —

coordinatas x, 3, z, relato ad angulos rectos insistentis superliciei
curvae, cujus aequatio differentialis est 0 —= Adaw-t-Bdy--Cdz.

22. Oit # = o0, aequatio primitiva exhibens superhiciem cujuslibet
hgurae ad coordinatas variabiles &, y, s, relatam. Habemus tum per

calculi differentialis prim:il:iﬂ:

o /el ¢\
A g il ol s g (e = ld T =5
\dx/ g 7 AN g :
Iﬂﬂlli vero illam in puncto a.ﬂi:lnu langentis sit :'u_“fi;:mi.-, sulr';f-;-jL:,; data
an | . rae P TY o ~ Tv) - ; | , r
.K:.TQ_L—[—.EJ "-"I-—lr ._-"—J-—-..!'Jr.-'i et ) 5 f HJ‘:’n‘b {j.'llqr.'f':_‘luf.'.l}l_': _-'.i";.f'? f —i- -_."_F.'j.f.-'.,': o o { o

— O !_It.!ht vyero hoc cum ilo in enodem puncto confunditur, necessa-

. . /1 d u\ , fdu\ :
Iie erit _.-"-I' — ( )' S i - X B = (R ! {kHl_I.l!.!:w aLléln va=-

o 3 ] J
d a ad v/ A

loribus in forimula [27] substitutis, haee in illam maxime gencralem

L.

mutatir-

d i

—_— =

E!'IIIIH T VI.;’“F“ ‘-,II.‘ | | ”,-” \ 2 3 .r_‘l'l.f; ~I, S £t BN :_'-.I._:I
| g | r P A -

; - | | i 7 § L ' e i
\dz/) T \dy) T\daz,

cujus membro utroque per factorem » indeterminatum multiplicato,

proyen 1t

V,- (Ll 1t 1",‘; | ff r.!'[t'{ \ 4 | ™3 - 5
| f -3 e d U

. | - ——rrw | . —
I ||||||||||||

\ {"'r_f ,-'JII LA i

)
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23. Huc usque lineam p tantum ut functronem aliarum recrarum
yariabilium contemplati sumus: dependet autem et ab angulis quibus-
dam variationi itidem obuoxiis, quas nunc consideremus. Et ducantur
quidem ex origine coordinatarum radii vectores R et r, ad punctum,
cujus coordinatae: a, ¥, e, constantes et ad illud cujus sunt: z, y, z,
variabiles, qui projiciantur in quodyis planorum trium coordinatorum,
e. gr. in planum (xy). Sint ¢ et E anguli inter r et z, atque inter [t
et ¢ comprehensi; sint poro @ et @ anguli comprehensi inter dictas
projectiones vectormm 7, £, et axem x: in promptu erunt aequatio-

nes bf.‘llLlL'J.H_-.'.q

» = 1TOASE A s .ﬂt"UﬁE ;
¥y = rsingsin@ b == RsinEsin® vaevne |30
& == rsinecosy ¢ — HsinEcos®D

Unil{? Lit'wim;urﬂ_ur

(x=a)* =r*sme¢*cos@*~- A2sinE? cos @* —2rRsinesinE cos@ cosd

(y-0)*=r2sme*sin@? - fi*sinE?sin®@? — 27 Rsinésin Esin @sin @ [31]
(z2-¢)* =r?cos¢? —~+AR*cosE? — 2y licosecosE
quibus valoribus in formula [r] substitutis mutatur in illam:
pr=r*--R* —orli(cose cosE—smésinEcos(@—@))....[32].
linc autem apparet, quali ratione p sit functio anguli @, quem si so-
lum ut variabilem concipimus, dabit calculus differentialis
g A

(:;;} — !—;? sin ¢ sin E sin (iIl—Cp:) Gosnnis I TN
Sit 7 angulus a linea recta p et coordinata z comprehensus: erit p siny
projectioni lineae p in plano (zy) aequalis. Facile autem perspi-
citur, projectiones: rsing¢, AsinE atque psin<y, in plano (zy)

rsine i sin E sin (d)—-[p)

)

triangulum continere cujus area — sive —

Tp S1I1 ":,

=

" 1 L. ' . " 1
; 77 designante perpendiculum ex origine coordinatarum pro

Z

Yertice triang 1] sumta in prujcctignem P s1n vy ut basin demissum.

L 2]
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Hinc aequatio [33] mutatur in

[dp :

: : | :
24. Quod modo (23) in respectu ad planum (xy) dictum est,

ullo negotio et ad plana (2 z), (¥=) mutatis mutandis applicari potest,

. _ W tf;ﬁ St ‘dp \
Tum si loco ¢ ponamus U/, @, pro | 7 ) d @ accipiemus: | —£, | di,
N, N :
f’ffl,u |

1

l\ - ) dow, ceteroquin formulas illis 30400434 ] ﬂnaﬂugas.

’ , SN s e .
25, i, quae inter differentialia: dx, dy, dz locum hahet relatio,

1on nisi per solam ilF?r_IIiL'tleulEIll

"u?;_? 7 dp £ dp
ﬂ-’.'r,u — (“’_,) d k\ fp } 3 ll_ I'x J;:} dz

data fuerit, palam est illa a se invicem plane non dependere, nullum

1gitur inter ea existere mexum, quo punctum mobile in libero motu
quaqnam versus impediatur., Liberum igitur erit systema mechanicum
(2) si pro omnibus e quibus componitur punctis unica tantum illa
data est aequatio. Quaevis autem conditio, qua relatio aliqua parti-
cularis differentialium d . dy, dz, inter se invicem constituatur, ad
formam generalem reduci poterit eam

= Addx + Bdy 4 Cdz

111 qua hitterae 4, B, C 1!ii£i!llii-'}'l-.h designent datas. Quodsi tres ejus- I
L L 4 :

modi conditiones fuerint datae, eo quoque differentialia illa erunt de-

terminata. Iarum vero iilt;u_-nfwt |m]--.:tl::ttu'n!um continebit datum, qua "

minus libere puncta systematis mobilia aut omnia aut quaedam movyer:
queant. Systema igitur non liberum (2) talinm conditionum uni plu-
ribusve erit adstrictum,

20. At‘tl{[lé'llflfl illa differentialis o — L_.f,.f,._l'_ Bdj _J{— CLm

¥ ¥ ' ]
poterit inteerari adl ibito duntaxat mi 1 [ 5 ta-

g1t primi ordinis, semper |

catore, llm'illf: cany " uy ‘ex ilr'_"tjllct?.iuuu =~ i-Linntirnt derivatam




————
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contueri licet, aut, quod idem erit, ut aequationem differentialem su-
perficiei curvae, cui ad quod illa pertinet punctum mobile inhaereat,
Quia vero, secundum (25), tres ejusmodi datae conditiones differen-
tialia dx, dy, dz, jam omnimodo determinant, nec plures, quibus
systema sit adstrictum, generales dari possunt. Illis denique in com-
putum rite ductis nihil obstabit quo minus systema non liberum aeque
ac liberum ipsum tractes.

27, Sint M! M puncta quaecunque mobilia in systemate mecha-
nico, quae a se invicem linea d distent, quorum autem coordinatae
sint 2!, g, zl; 2, yit, zil, Habebimus

d* — (l-u__i;.f):_{N(J-u___j.-:):_{_(gn_z;)z.
Figura systematis, quando supponatur invariabilis (3), d erit constans,
ideoque
0 = (xHl-20)(da ”—if.t.":l—IJ'-—{_}'”—j"j}[:I’f:h].'”-tfj"'j—il—(:ﬁ”—.E-"I) (dzll=dzl) ....[35],
cui aequationi, si liberum fuerit systema, (25) alio modo non poterit
satis fieri quam ponendo quemque ejus terminum singularem = o, unde
dat = dzll; dy! = dyil; adzl = @z seiasee-[30])

Ex aequatione [30] autem facile eruuntur valores

2l — pleose g3l = 0

zif — Pl epsell .z = 0

¥l = rlsine sin @/ dy! — risine/cos@/d Q!

¥y = rllsing!! sin QN dyll — rilsinel!l cos@!ld ll
al = rising cos ¢! da! = —rlsine/ sin@!d ¢!
!l = ritsing!/l cos @l daxll — —rilisinell sin@!ld gl

quibus substitutis in formula [35], illa mutatur in eam:
0 == —ri*sin¢l*sin ¢ cos @/ d @l ~f-ri il sinelsinell sing!! cos gl d @/
~-riritsinet sin e/ sin @/ cos @!'d @l —riiz sin ¢/l * sin ¢!l cos @'/ d Q!
PE!_ #12sinel2sin @locos @/ d @ —ririlsin el sin ¢!/ sin @! cos @/ d ol

—rlritsinelsin el sin @licos @' d @/ 4-rit* sin¢ll* s @'l COS @'l d ol

i -
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1111{1&
o = sin@!cos P (dpl—do!)y]-singli cos@!(d ol —d o)
ideoque, pro angulis e/, @, iIU“]LIS{TIHI{lUE, erit
t'l"'cpf == .r:’f-fl_.l”.

Inde manifesto colligitur, in systemate libero et figurae invariabilis,
quod ex punctis mobilibus. A&, Mu, A, ., .. compositum sit, omnia
differentialia dx, dy, dz, ag, :.ﬂ'k, dw pro quovis puncto M, esse
eadem. Si vero horum punctorum aliquod ut fixum supponatur, ita
ut nusquam progredi queat, pro illo aperte erit du, dy; dzs = o;
quod igitur idem valet pro omnibus reliquis; atque s1 circa axem 2z,
vel y, vel & rotari non poterit, tum pro omnibus M erit aut 4@, aut

iin.i.f-. aut dow — 0.

B S 4 T S

AEQUIPONDIUM

28. Arqm}unrnf.-—'uua In systemate mechanico adesse dicitur. quanlo

puncta eyjus mobilia M, i, M, .. Py wres B P PU e solli-
citata, differentialia dp!, dpu, apit, o rectarum ply plly pili..... per-

currere tendant, mhiloque minus ob conditiones datas ! Ij[elt.-l-_' perse-
verent. In eo svstematis statu er aperte (1

g == fr.”!s;rl,_:_ fjf’.:.”ll.*.r-"*"-_;.f‘-'-'-"”'r..' L R e A i 7 {s

I
|

oy
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29. Si quicunque, e quibus alterum aequationis [37] membrum
componitur terminis, in alteram partem transferatur, ut sit e.
_P‘I(!I_.IIJ o _{PFEIZ#F.*‘I!—FP!I}f‘;p!f!+‘-‘..j & 8 % 8 8 BW & B & #F [3{‘]]

momentum .f‘hf;;f 1'1{'_.-5;1&1;@ sumtum apparet ut reliqnﬂrum OMnium

La

U

effectus totalis. Quo respectu P, Pl ..., vires componentes, F! au-

tem wvine composiiam nl.m-:*.ul}:-,zluri sumus. Lit. quia signﬂrum diversi-

tas non nisi a directionibus virium sibimet umn';sitis oriri potest, Vi

quaque pro positiva accepta, liquet, vim compositam in aequipondio
cum quayis alia existentem huic in linea recta agere contrariam, utrius-
que autem momenta sibi invicem esse aequalia.

30. Ope formulae [25] aequatio [37] in hanmc aliam transmu-

tatur:
2 ( il d !l L. Pl fdp ”\ d 2ot — pru(f?*”m> ] potil
D = - ) (d i N L
AT Kun = P el R
[ d ;,\\ ;!;H\ﬁ 7 e pti
o B __ HI( : i1 pinifEF [ ol e
\dyi ) e il el e el \f}m>' i
el f I 2 14 £ el plil \
o ——\.' y Spifi EP N gl il T 2
g l\{f‘ Al o —F—)"’ \od ztt / /2 !_; fi\cj';”.r):{"'f‘{ ""'E'JG]'

Quae, quando systematis hgura fuerit invariabilis, secundum (27), [36]

mm eam abibit

L d _ f il N J il
' e I':_i"" !'.\ 32 i._f \ —}—- el ( ;'{ X ) 4= £l (f i \ - .jfi;t“.

,Eir L_ljﬂllj

o ed gl N (8. Fdplil
,J_Cja' ___}_I_[Ju(ﬂ__...:} ]_Pm {f- \_]L_“,)giy

\ay') d yll \ dytil,

. £ pl D £ d ] il
Tk el T T X - 4 i f._l'r | (l' jl'
RCP L it 24 g =t B ) ees3 d2 ceveen [ho]l

. {f "n'J.f
In systemate autem libero (25), differentialibus dx, dy, dz, nullo
modo a se invicem pendentibus, haud aliter aequationi [4o7] satis lieri

potest quam ponendo quemyis illorum trium terminorum seorsum — o,

1deo que

T




ath:
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"'Hrp‘; af f'fll'rfj!'r;'r\\ . I.rar I.-'I.;rllr;.llf.l'
vl PJ( | > e kff;t""’!l 30 J{}mk | \3

|
I"\ I"'.I'II:J I & II"". ".-II :.'I'” .-"r |

||'~"1. ' i Fi | ] b
Pi ( Ffi | _]_ Pl i* ! \ L. Pl |'f f_{_m ':

o

|

\d zll / | \d zill }

Quibus secundum (21) aequivalent istae:

- | - a { ' J . A A : | . - i i
o = Plcos(pl,x)—- Ll cos(pll,x)-]- Pl cos(plha)—-.... ]

O

|
|
|

o = Plcos(pl,z)-}- Plicos(pll,z) |- Pl cos (piii

Et si1 brevitatis caiissa ponatur

=
fd'r LALt, Ji

P.l' OS5 {:l"‘]‘l':})'_lil'_ EJH 1105]':.5;.!';_.1-?._:}_";“ P”"‘l COS8 C;H"”._ }

R e oW

" R FF R OAaw

+J

L0y

ehias o

=y |
']-\-'.-Jr _i_-l-'-ll-[

= b eos Call. oy ale Bl cveve o
X = Pllcos(p!l,x)-|- Pllicos(pith, &)}~ .. ..., NP
o T = HY W A | M A N
¥ = Pllicos(pll,y)— Pl cos(pli, I SR S PR :
Z = Plicos(p!l,z)- Pllcos(pill,2) - niviviisiessananns .

habebimus adhue

Fleos(ph ) = — X"

lllllll

Plecs(plyy) = —Y { vaasssamaansesrarsnasevas OS]

Pleos(pl, z2) = ==
E!. ﬁ{-”li}}ir'? r"JI”'I”l!'-] E-;_]
i X2 _ ] T A
7 = X221 Z

el P =Sl NR L PR _Lman o e

L | |

Docetque aequatio [427 guomodo aquaevis dat
I- | | Li L ':..I 1

1

!.?lil'ltlllfil Lres fﬁiH'JI'I.]l.iIt.'I|-'“ii'i.]]H dxCs d{i!'-_'. Las, Tesol

directionis in unam collici. et aecua

k,

Yis media inyveniri potest. Sed etiam huius di;
| | n h

[:-jll:'lj lfl“l“[ 1j.||i-li"[:-l"' I!i:,”]]_ g!.:-:_r.|'1|_|;._|_:'_ ].‘

'.I.I":I |r ."II —— o ———
Yy |||: ] F
I L £ I'—.-"'" l
]
i : | 1

i | ’ E = —— S N N NN
A& { :

L ..I.l'.'r. I_-.I - —— - i e 'I
/(X2 Y321 Z2) )

EE N EE R |__|.I]..

il
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31, Formulae generales (30) motum qui secundum lneas fit coor-
dinatarum axibus parallelas, itaque rectilineum, respiciunt, alias pro-
STeSsSIYILIM dictum. Abstrahunt [41], [42], a loco dato tam vis sollici-
tantis, quam puncti sollicitati.  Nihil igitur in istiusmodi conditioni-
bus aequipondium constituentibus mutatur, cum dicta loca ubivis trans-
ferantur, dummodo cujuscunque vis directio eundem yersus tres axcs
obtineat situm.

In casu (27) quo punctorum M aliquod fixum et, propter id, quod-
vis dx, dy, dz — n faerit, termini formulae [39] per se eyanescent:
tum igitur nulla datur progressio.

32. Cessante ita quidem systematis progressione, rolafio tamen
circa punctum lixum fieri poterit, nisi et hanc singulares conditiones
datae evanescere faciant.

| SIL i dp
33. (QQuas nt 11&1{-:9;1111115, meminerimis , €5se {’EF —_ f dfpﬂ ciam
; @

' sit p functio aliqua quantitatis variabilis @. Ita aequatio fundamenta-

lis [37] in eam mutatur:

. F /1 ,.""lr f}? H \.I {{/{EF““I 3
0 — ‘”’ek.fﬁc'r | d ¢! f*'fff::m, ) d @l ] P-Ww@”) doill I ..... [46].

Qua existente, summa videlicet momentorum motus angularis circa
axem 2z evanescit; cessat igitur circa illum systematis rotatio.
Figura systematis supposita invariabili, formula [46] secundum (27)

in hanc aliam transit

T o ! dpll d plil
. == i I—;r- f}* —P"I” F B R R R AR R R B RN AR R 4
I‘"'.l"'fl.,,!,.-' iR f;@:’; ¥l d @il i & coenn [47]
quae mediante aequatione [33] fit
Pirt R Bl sin(d - Pl Rt : i

e 164 &1 (DI / fi.
g = sin¢!sin E/ sin(®/-@/ )~ ol sin¢// sin EV sin(@-g!N) .. . [48].
Quia vero secundum (13) loci virium, ideoque intervalla p sunt arbi-
Nz il s 4 , _ , R |
traria, niil impedit quo minus haec ita constituamus, ut ublvis —
5 0 P
1 S f}t!:_: bt
o = r!Rising¢' smE!sin (P/- - @0 -7l Ril sinell sin BV sin (PH = @) 4=+, .. [49]




el
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qui termini r!up]a sunt arearum erngn!r:rmm quas sup

R (23) conside-

ravimus, quorum igitur summa in casu aequipondii quoad rotationem

existentis erit — o,

bLll_}HtlrLlH"i V:.“UIIHHQ [ _|] qeqllﬂlf’j J-[”:I }_”1]']'];”“ =¥ !,‘Jr-ll at eam-+

o = Plorisinyl - .r”'r"""“‘?ulll"}” ' l""'“'?f“f.binj"'*'*'~L-

|

i |!.']

S;JI. FDL']IHJIFH? k i_;) Llf"ti?'t.‘lih‘: E-f}E‘i'iﬂ[le .‘Ll 1‘{_‘11&1[-5“--:” ;s.-['|}|---i,; .['|g:1r1

in plano ecoordinato (xy) hert possit (23). Secund

"'II. r - & L % - - o = o - . .
(24) dictum est ipsae nullo negotio et ad reliqua plana

lom vero aguod
1

rrm;"].':k_!l;l ap-

plicabuntur, Quo 1gitur aequipondium in quoeunque horum planerum

quoad rotationem subsistat, habeamus necesse est tres
simultaneas:
| ﬂ’lllr I.-f Irj rJ.I'Jr‘\ :?r}f.” 1"|

= Vol iy = T il A
Ka:. ) ]— v,fm.';f,’ | lrfqg.f.-a;," [~ essnanas

L ]

‘:"'.F_n"-'"\l f.r-‘ll.'-”ﬁ"] .r’-{,l'rr,i'-'-' \
L ]Jj( ~ F” : _1.__ J‘rJJrJ'.Ir |I _II__._
agi) TP\ Ggn )+ P Ggm ) e
! dpl / I Z A ndil
A e L ( f--) pufdr )+ BNl 28 L
{Qllr_,ll,]'ll I‘\{ ﬂj'll KIIMI'JIlJ,."I | @ & 0 8 F #F @ &

35. Aequatio [33], evoluta, fit

£ L
CdSs CONnuLponeas

?
'\ F 217
[ crrrrreee i a1 |

sin @ cos @

(:f;f) ) rlisitnesinEsin®cosp—7 RsinésinF
i"e'f'h If.n'

quae substitutis valoribus ex [30] depromptis evadet talis

(.ﬁ?f}) ay— b x T
Lg’a — 5 S48 M ssemes .« 92 ]

Est autem secundum (14)
a = x—pcos(p,x)
O — ¥ —p cos (p )

inde formula [527 mutatur in:

u'r:p

thprmpwr erunt aequaliuﬂus [_]1] eaedem ac

dp
. - e — :EE‘I._.}SI{:J(}-yﬁjl—-'}'irﬁf-fs:r:f:'m?ml‘::l & @0 @ p g B A g a |

0 ==
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. e lbametn bl e
o == Pl(zlcos(ply)=y!cos(plyx)) 4 Pli(xllcos(plly)=yllcos(plx)) 4 ..
! o = Pl(xlcos(p!,z) -zl cos(plyx))+ Lli{xticos(pll, z) - zllcos(pil,z)) + .. [54].
Vit P o - I =)ol - -
o = Pi(ylcos(p!,z)=z!cos(plyy))+ Ll(yHcos(p!, z) -zt cos(pily)) + ..
Et si brevitatis caussa generatim ponatur
e i e — = .J 5 a —_— -"r.-l- - —
Pcos(p,x) = —X; Pcos(p,y) = —Y; Pcos(p,2) = — 2
illae tandem in has formas transeunt
0 = Xlyl— ¥Vigpl Xtlyll — YUl goll = Xlil gplid — Yl glil -,
— g 1 ' - o &l -.-—: e ] -
0 = X! zl—Zt gl XN gl — Zii gl L. X1 rr_,a'H___Za'H PRI voe N, [55]:
0 = Vigl—Z! gyl L YUl g1l — ZH gl L Yill glli — Ziil gl L,
37. E formulis [30] per differentiationem accipimus
1) pro rotatione circa axem 3
4.8 =0

:fﬁg-“ — 2 «

£f e —-FL}’{.I-"CID
2) pro rotatione circa axem jy, litteras tantum permutando
&= 0
P —— :ff:lx
7 == el ff:_:;
J) pro rotatione circa axem
G =)
EF.Z — j'{f&]
dy — —zduw.

Quodsi rotatiomem simultaneam infinite parvam circa quemque axiim
mente concipiamus, erunt summae illarum rotationum particularium

ax — zd LL'__}'J$ i

dy vd@® —zdw l SR

r
dz = ydow—axdy (
Supponamus, vectorem r in hac rotatione triplici simultanea facere

motun -LUI‘:::HI'L[I'EHL gz, Tum rd¢ ﬂi!f}j_'[(} erit arcus diﬂ”{:rmuialis el

[ 3]

g ry. e
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puncto mobili, ad qued r pertinet, deseriptus, quem ponamus =— 4 s.

Secundum principia calculi differentialis habemus

i

ds* = dx?-tdy - dz? . iiviiinnns [57]

quae formula substitutis valoribus [56] abit in

n = - . f o e - 3
ds? — (x* 3 2Yd @2 - (x> - 2 )dt® - (y? —+-2?)dw* — af r'j'ffcmf;l-

| I\ |
+xedwd@--yzd@ JLLW

1y | . x 3 | -','F 2 - - ~ 5 * 1- 1 . -
e (,:i‘;*-—]-..h}-:-—]—-.'-,::}[({’f{p T </ -—E—-{f{:}*_} —-:IJ"r'.!F.:".t.‘r'—ll—] ‘rr"-;“-—i— 22d w3

% Lo
|

[~ —_—T

-—;—-:‘:'L_}'r.-?ﬁmfii'—lj—:.".“;':rf{ﬂ-:.-"-iﬁhl.'u- 2 yzd@ J et, quia x|y -

= r*(d@* +d{*+dw*)—(vdw—+yd{S-zdg)* ....uu......... [58].

38. Arcus ds, quia ductus est radio ry ad circulum pertinet, cujus

area originem transgreditur coordinatarum, ideoque plana coordinata

(rz2); (#2), (xy) secabit sub angulis quos ponamus — A, M, ¥. Se-

cundum quod (18), (19) dictum est, areae illi satisfaciens acquatio
erit aperte

T

"CII = 1-1.CDR;IL—‘!_I-}-(.1(.]SII}J{J_|L-_{I{.}-q]!l-p'illl.ll!-!l-"‘.:.jlill1

I.']Ilﬂ[’.' ]I't'_'!l'JF'LLEI‘ TitiSSJ‘:Hl l'ﬁl'.‘}[' {]i]|.|.IH AdI'Ce € |F~J"‘1;:i'|li"“l ut vera evincitur.

3 /
Cum vero per u’@, dl, dow,. :t.-zl::l.'I-u differentiales in ;'Ir'!"‘ﬁ LAY )y
(:L'::'u (J :) tie_-ﬁi}fr!:wq-l‘ilml‘é 'L_uj ': ~%4 ,IJ': 111 punctis, 'Ellif.-.'au. illa area

EET'«'H“-. ]‘Il-‘ltl.'] dicta 'il][.1.‘!‘5-“l[.‘.1!., describamus arcus differentiales ;'rf'$.

' 2 . , " ; .
?'-:f:_j,e.. Fdado. PL*I'wI'}.{'J.:r_HH €st, arcus rag@ et rd. latera esse triangnuli

i 5 " l1 . 7 . ' 'I| o L 1 l,' 1 =y
b[-hé’]f'f'!['!‘ F.st duiem f.-.-"-ﬁﬁ L Hildd 111 pPlano (xy ) ) = {f| ol J} =

I
| |

ideoque ds* = (rde)2-L.d -z | 57 1. Trianeulum ereo illud sphaeri-
| L7 i ! 1 D D |

cum est rectangulum, unde collicitur
L )
r-llr.'ll rf‘lliﬂ = H & 3 5
—J--;O o T o T el (5 E‘.‘:;Imh jllmf:.n invenitur
i § a !
|
r.-'?‘l_,f
— - COS L
. '
Ff'llfrl i [
., W e :.'l-":“'.l"f‘l-. !-!ll-l-ll'!!-!-l--!-!-ll--ll-l-llii'|'|llllllll‘
il £ ;
el COS5 A n‘“‘.’- CoOs Lt N
.-[-[-'..!I_JD”].T.[.‘:-. rll[_Iq": - ez : _I_J — e L U S, Irl'|j .
dQ cosy ' d@ COS Y '
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Terminus ﬂ{_‘.qnariﬂnis [58], (JEI"EEE—FJ”JT._L—FEJ{ZP)* AT R T

: ,.
. d d d - [ L .
induit formam: d@* (Iﬂ{f{ﬂ Jjjrffff.'_i l{ E) , (quae, substitutis valoribus

[61], erit
- i(xvﬂsﬁ+}'E05ﬁ+zCG5v)i.
cosy?
Quia vero xcosA—|-ycosp—-zcosy == 0 [59], sequitur esse quoque
.1!{3{1114—“1--{31.,]/—{—-5:?@ == 0,
Formula igitur [58] revera dabit
ds* = r*(de*--di*-}-dw?)
sive ds — r*L/(d'.q:al—f—fh;ﬁ_{_dw;)
unde gt == 'L/{rf@l—i&fh!ﬁ—i—dmz)
3g. Elucet ex praemissis (37, 38), quemadmodum e rotatione
triplici simultanea in planis sibi invicem perpendicularibus alia simplex
componitur peracta in plano alio illa sub datis angulis intersecante,
qui facile quidem sunt inventu: ¢nim vero si, ut antea, 4@, d"-.b’ dw
sint motuum angularium 1in tribus istis planis coordinatis differentialia,
ex formulis [6o] progrediuntur

dw d- dp
e COS R ; cony=———nu—— [62).
Vido2ddd2tde?) i vido*+di2+dw?) v(de24-dd 24 dw?) -

Inde vero est quoque p[:rzapiuuum} iluax'niihet rotationem S}Tstematis

5 ——
rl'-'r,5 Fh —

mechanici posse resolvi in tres alias simultaneas circa planorum coor-
dinatorum axes, quae si cessant propter conditiones aequipondium
constituentes nec ulla alia rotatio dari potest.

4o. Generatim hucusque vires 7 N 5L consideravimus: nunc

vero ad originem earum particularem animadvertamus. It sit quidem

vis aliqua / in puncto ipso systematis aliquo mobili locata, hujusque

coordinatae sint: x, ¥, z. Sollicitetur ab illa punctum quodvis aliud

cujus coordinatae: wx, vy, z. Tum, si p nominemus interyallum, quo

locus yis sollicitantis distat a puncto sollicitato, erit
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= ) N i A W
Figura autem systematis posita invariabili, necessario erit ut (27)

] Ip
n"p 28" 1 eademque mocdo (i) — 0 (J f}

‘\r.frti.:;
Quo colligimus, vires Internas, quae a punctis ipsis systematis mecha-
nici higurae invariabilis exoriuntur in conditionibus aequipondin nullius

esse momentl.

AT Ilr

VIRES IN IDEM PUNCTUM MOBILE
CONSPIRANTES.

_+]'1, _Z ,."r_:-"J-':--:'.';.'-’.": ]“T!‘_T"L:rf\f_" .Fu'"‘l"].'f_:;lll_lllll.!-i l['l:-“!]j-[iu”f-”;._, CUMm ![l]-'l'_l Yvire
£, Pl secundum directiones ply pt idem punctum mobile propellere
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cos(plyz) = cos(pllz) = o
unde sequitur, mediante formula [3],
I = cos?(phx)J-cos®(phy)
1 = cos*(pl,x)-}-cos?(pil,y)
cos(ply) = sin(pl,x)

cos(pihy) = si(pH,x)

(;”“:'-”) S (r’-"”ﬁ) == gO; ideaque

Lo venit:

Formulae igitur [63] in has alias abeunt
o — Plcos(p!,x)-+ Pllcos(pl,z) Tmsfb S
5 1 _F:""' .5f11l.,":fh"r._,.‘L')—-rl—f“fﬁllﬂ{:p“._,.’r)
Quod si hine vel P/, vel P!t eliminemus, emergit
o = sin[ (pl,x)—(pl,x)], inde vero
(Ir}”“’t":j o [:.'”'r:"-*")
mutantur igitur aequationes [64] in hanc unicam
Vil — LI o LIS R 5
Oportet ergo, vires duas in idem punctum agentes, quo sint in aequi=
atque contrarie oppositas.

1-1.:;11=ljm sibl invicem esse ;mqu;afes 4

42.  LProblema: Invenire aequipondii conditiones, cum tres vires

-1....

pr, pity, Pl secundum directiones p/y p!l, pil, idem punctum mobile

[:|'fri|r?”|’_‘]‘f:‘ tentarnt,

Soluitio: Formulae

1 ecos '::Jf"'l."}' -—J'r- Pl {'{}3(J,.'J”,;}-'}—]—-.P"'”E{JSDJ"” f_*f}*’:} [Dﬁ];
Plecas(pl,z)—Pllcas(pl, z )} Plilcos(plil, z)

i ;": . T"i § 5 7 . . vy v B . ’ AT [ %
Ponatur planum per lineas rectas pil, pi", quod pro coordinato (ay)

i
L

L =

cos(pll,z) —= cos{pl;z) —'o
unde s.ff.-:Illfi'ltt“ ex formularnm [f}f'jj tertia
0 = Plcos(plz), ideoque

SR ) e I
' EDSRPJ? :}
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Unde apparet, rectam quoque p! sitam esse in ecodem plano, quo
p't, gt Fst igitur conditio necessaria, quo inter tres vires in idem
punctum conspirantes obtineatur acquipondium, ut earum directiones
in eodem locatae sint plano.

Simili autem, quem (41) vidimus modo, mutantur formulae [66]

in duas sequentes:
o = Plcos(pl,x)—- Pl cos(pll, x)-} Plll eos (plil, 2
— s(pl,2)— os(pll,. + cos(pli, ) 'l
: ks SPPOSE F
=t =h" | a9l an I i =i o 8 [ i
o — Plsin(p!,x)- Pllsin(pll, e) - Lllsin (plil, ) J
sive vim £/ pro media reliquarum ponendo
Plecos(plyx) = —Plicos(pll, 2)— Plil cos(pltl, )
Plsin(plyx) = —Plsin(plt,z)— Pllisin(piil, x)
unde statim prodibit
Pilr — Piiz _}_ Pz +2 P Piii I:{‘HS|:I””_I_3_ }f‘i.’JS[:,H“"”. 7 :, _|'_ Sfri;;ff‘f'fa ] .‘::,_,i”u.;u ,__“.‘]
— Puz_{_fuu:_’_uf,ﬂjuu[-~.}5|:_:J”n__ N € 5 LI 0 R ——— 721 W

b

Quia Vero p”} J;_;”*' secundum ]J_";'[HITI.W}.AHI I IJ];lnn [e)'j |';H'4-hl, sil115=-
que axis x est arbitrarius, hune per intersectionem rectarum pl, p!
ad eandem utriusque partem trahi licet, quo facto erit

CP”‘-"T:}‘ --{f}"”?.t.") — -4__—_(:;&1'”“1.'!‘_;* i-!f‘['}l[l[i_"

iz = PUR L P34 9 PU Pl cos(p! ,piit) .... [6g)

Quae aequ-nin secundum trigonometriam planam exhibet relationem

existentem inter latera P, Pl parallelogrammi ejusque diagonalem /%,

Quodsi ergo vires datas 21, Pii, ut lineas rectas, (quae parallelo-
egrammum aliquod comprehendant, contemplamur, hujus diagonalis il-
larum vi mediae erit aequalis. Comprehendunt vero, ut formula [Gg]
docet, £, Plll ut lineae rectae consideratae, angulum (p/,pi), qui

scilicet idem illarum virtum directionibus interjacet. Quia vero nihil

impedit, quo mmnus in formula [6g] pro 4 vel /£l ponamus £,

unde pro angulo (p!,pty apparebit angulus (plsp'™y, (plyipll): perspl-

=

cuum est, illarum, quibus parallelogrammum formatur, rectarum binas

!f
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angulum intercludere directionum, in quibus vires agunt congruentes.
Diagonalis ergo parallelogrammi, per punctum mobile ducta non tan-
tum quantitatem, sed etiam directionem yis reliquarum mediae exhi-
bebit.

Tum autem ex aequatione [67] etiam haec altera absque ulla diffi-
cultate eruitur
o = Pi3puz puiz] o Pl Pl cos(p!x)cos(pllx)-sin(pla)sin(plyx) ]
o P1 P cos(p!e)cos(pita)--sin(plya)sin(piiz)

2 Pl Pl cos(p!,x)cos(pil z)-f-sin(p!lx)sin(p!i,x) ]

sive, 1d !'ll_ltlfl idem est
0 = P24 P24 Pliiz42 Pl Plicos[(p!x)-(pll,2) 42 Pl Pliicos[ (p!,z)-(p!!,x)]
+2 Pl Pllicos[(pt,2)-(pl,x)]
quod dabit, quia rectae p/, p!l, plll in eodem plano sunt cum axe x
0 — 1’-“1—|—IJ“1-{—1-’””_—f—__f.*[f”f—‘“t:ns(;_:r-',p”)—{—i“fpmC{)S(pf,pf”)
| )y ) ~ ;
_r_f 1/ m{ﬂEUIH!PJHJJ
qua formula comparata cum [6g] erit
U i b U I !'-f”t'ﬂs{;-f‘;-'”j—,'—f” Pl eos (pLply]; unde etiam
> [ I S | ) v
Pl — T [ Picos(plyp!t Y=Ll eos(p!,plii)] icossesssssenses [70]0
Quae est altera aequatio, parallelogrammum, quod wirtum appeifal‘.m‘,
exhibens.
In parallelogrammo ita constructo habemus, secundum trigonome-
triam ldmmﬂh
Pl : Pl = sin(ph,pth): sin(pl;pit)
T & 1 e =
Pi; Plil = sin(pll,ptitysin(pl,p!)

unde erit

Pl Pl Pl
'__-_f - . T i — . For ""----rtiit![?]']
?f-.];lli;,..!j{,,”:) 51“&?’”3,‘"‘”') Sin (.r“I?.IU”:] i
I.}{_}Sjtﬂ {_.""""I”'r"'”) — ':,i'“":_-u,“”‘l;'? eril_ EiI]EI'tE

sin (pi,pit) = 2sin(p!,p)cos(p!,pl!) = .2 sin(p/,p!) cos(pl,pil)
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fﬂl‘ﬂlllle’lqlle [71] hoc casu mutatur in eam
i A E.f‘}"‘lt"e].’i{J,H_}"hu‘r“:] — EP"”EDS{}H‘:!H“}

Pl

|

unde sequitur £/
Si vero, omnes tres vires supponantur esse inter se aequales, formula
(687 dabit
I = 1--1--2(cos(pl, x)cos(plil,x)—=sm(pll, 2 )sin(plit,2))
vel — I — + cos (pl,plll) = + cosGo®°
et simili modo in hoc easu invenitur quoque
(Plaptl) =802 (plplit) = 6aP°.

43. [Problema: lnvenire aequipondii conditiones, cum quatuor vi-
res 1, Pil, Pl Pv secundum directiones plty, pit, pttt, p*¥ in idem
agunt punctum mobile,

Solutio: Formulae [42] ad problematis casum applicatae dant:

o = Pleos(p h_':-:}JI—P” cos(pll,x) -—J- Pliicos (plthx)~= L% cos(p”,ax)
o — P 1'ru;';5u;hrr.:f.~] :)—I'— FPlleos CJ,H”..“: ) _J'._ Pt cos ;':,r”-'h.i ) —IL % cos (P 0) [72]

o = Plcos(pl,z)—Pllcos(pl, 2)~ Pl cos (plit, z) ~= L% cos (p*,2) J

ex [3] habemus

= Tare T Ol N e Cnd ar N L] 2 7 <
I = cos*(plyz)—-cos*(plyy)—cos?*(pl,z)

#

e % :l --\..""l . :. | 3 4 '
1 = cos® (plyx)+-cos? (pll, y)4-cos*(pl,z) , A
I T =
1 ’ & @ " i : o § -~ - g L N SR r""‘ll‘!i-r_.m'.-l
T == '0DO8* ..H.a""'. C )—~C08§* 'x.-"”'r”‘,] _-__]_:"":.LH-J-E--. (pltl z)
— F: I.-. |-I g —.I_ bt | : 'y ‘\‘ll { = ;‘_ |'. ) o~
I —— C‘..:':I' .I‘J.'I -_.'.-\-:I | 'l:l.l"'_'r (:J""r .V} J_ _I_-_LI"’:' ILJI:I-'II ?h-}

denique ex [14]

i A FN L e i - R L 2 4 . p
cos(p’, p*) = cos(p’,x)cos(p, x)- cos ‘P, y)cos(p",y) 4 cos(p’, z) cos(p”, z)
i ” i - I

/

)
COS 'J:j',l,‘l”";- = cos(p,xr)cos(p', )4 cos *, cos (p'',y) + cos(p’, z) cos ¥, i) I
cos(p,pt) = cos(p',x) cos(pV, x -+~ cos (p',y) cos(pv ) cos(p’, =) coslp !I.
cos (p',p'') = cos(p¥, x) cos(p', ) <+ cos P y) cos(p,y) + cos (p', z) cos (p, 2 i :
cos(p",pt') = cosip”,x)cos (¥, x) 4 cos p',y) cos(p'v,¥) 4 cos (p*, z) cos (pv, z)
Cos B, pV) = cos(p', z)eos(p'¥, x) 4 cas P 'r||5,"ll.'£ 1 -+ cO8 (P, =) cos(p'V,= }
Tum s1 lormulas I:'.Ej ilf_’1li1.|!i maodao tractaveris. ac 1in Formulam I:I;ll.-__

eX-
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explicando factum est, substitutis valoribus e [73], [74] depromtis,

prnvenint
Piri= P ':—}-F"”—I—P1"'!+Q[P"P""CDS-:"P",p"”}-l-P”PWED&fp”.p“‘)-—I—P“’P“’ cos/p',p )] .- [75)-
Quae aequatio secundum trigonometriam planam exhibet relationem
existentem inter latera P!/, Pul, P+ parallelepipedi cujuscunque, ejus-
que diagonalem. Inde autem facile conclusiones earum similes colligi
possunt, quae ( 42) de parallelogrammo virium jam sunt prolatae.

Si vero formulam [72] eadem ratione qua formula [70] explicata

est. transmutaveris, hujus quoque comparabis similem eam:
;|

Pl — + [ Pucos(plyp!')~f-Piticos(pl,p't )4 P cos(pl,p™) J s+ [70]:

T o, e Ty Ty i S R g BT

CAPUT IV.

VIRES PARALLELAE.

44 Virium directionibus p/, pll, ptli...... sibi invicem parallelis, an-
guli (p,;::), (px); (p,z) pro unaquaque earum sunt aperte 1idem.
Auferuntur itaque eorum cosinus e conditionibus aequipnndii genera-
libus [42] per divisionem. Quae ergo confundentur in unam:

0 = P4 PuL Pl ....... LB SR )

45. Eodem modo formulae [ o], [54] aequipondium in motu ro-

tatorio generatim constituentes, cum directiones virium praesumantur

parallelae, in eas abeunt:




2B VIRES PARALLELAER,

L s | 0
n__ PITI—}_IJJTIJTP;IJWIJIJ_*.—'..*.."‘-'l'*.E?b]

(H:I ) — (P‘J"*—P”I"”—i— -pil”‘r:”"i*“--j {f'i'iS-::rF.L‘}': (o _,Ii”:} .-_r_vj?'.l.-:.} ”_i" JFJ..I-‘:}.ru_PI[_“"J cos (p, TT_
(hY)iso = r_'Ftr’-{—P"r"-E-P”'.f“‘~|'l—...,) cos(p, z) — (FPiz'4-Przid Proged  eos P, ) [79].
fl:)..q. 0 — {P‘.} :_I_P;:}.J;+flrn:}-rr1_]_..._) £0s IfI,.I,J 2: A EP:;1_|_JH”;H_|_JIHH$M; “"} CoOs :.,f"'-__]' \

)

Tum, si supponatur z esse directio virium parallelarum communis,

erit cos (F??; — I fgi[.lll' COSs .(‘u.,.::ﬁ —. 8. £O8 -fr-f*'._l":j = 0, SeCcun-=

dum [3]. Inde aequatio [7ga] per se evanescil, in plano itaque (a )
ad quod ea pertinet nullus omnino motus rotatorius existere potest.
Aequatio autem [~g,b] dabit conditionem aequipondii

0 = Plal|- Pl gli | Pl L o, ..., e e [80]
ad planum (az); atque aequatio [79,c] eam

e 7 ) Ji 1 st
0 — ja'..}.l'__j_,_fﬂ‘-] .l'a'__l____g,l'l},.'f'

-
|

e mE TR sosvssnsines [O1]
ad planum (¥2) pertinentem.

46. In casu naturae gravitatio inter se parallelas procreat vires in
horizonte perpendiculares, Quodsi igitur horizontem pro plano (zy)
(:Ijgfmus_, gl‘avifaﬁ in directione :T:_ﬂ_;ir coordinatae <, erunique .'|-'1[H.'|1j=:-
nes [80], [8:] conditiones aequipondii, quibus datis systema mecha-
nicum a gravitate sollicitatum rotari nequit,

”f' E formulis [Sn_'j, [__Hjj facile erit inventu situs axis z, per
punctum, quod in systemate fixum supponitur, transientis, et gravita-
tis directioni paralleli, quando punctorum mobilium loci, et yvirium.

quae ea sollicitant, quantitates sunt datac.

Sit enim generatim distantia punctorum mobilium a duobus sibi in-

vicem et horizonti perpendicularibus planis quibuscunque — 3, a:
]1-%111!'::-;::-* auteém quaesitae distantiae a j:-uI inis coordinatis (a y (¥ 2),
fJ,'II'I-" b-:IZ] J]llq!:: :E;*lih IJ'I.'!“:_'!;[ 1 . ;: r['..,r:t .'|=!u i ert o« = (L It E
R ﬁ ;!- n: fI::.?f,-ln substitutis in formulis .'_'_~-;1_’, habemus

0 == ',i'.-'_l,._IJ'_I:_ Jp’hix.l'.n'_l:_ -"'-:"""lﬂ"."'l-J—-...."' ( J-'r',_l_'_ ;‘"'.."_i'_ JJ"-J."_I,___ :

O — :.HJ-II.J"_._‘_II_‘ f-””,f”-—j'— EJ""I"..'E"'I"—;'_,,,,_*:‘_-,I‘. :,--Ir_;_jr“._;'_ _;'”.'a'.‘,l.'__.,. 7l

=)
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unde pmveniunt

g ol P-‘ m}jpgfiiiuﬁm_’_ "
o s g e Lm“m
=

P"J.L:i‘-i—P” H‘|_ ,.U.JHIG‘:H_*
— PI__J_PH_]_;HH_J j

48. Punctum fixum, per quod axis z transire supponitur, quod

=

ergo uri:,;D est Ct}nl‘{linntﬂr'lllTl, centrunt nominatur gﬁ.w.{'iuﬂis atque
circa illud ob conditiones datas nulla rotatio per vim gravitatis oriri
potest.  Ad illius analogiam centrum gravitatis generatim punctum
nuncupamus fixum circa quod, propter conditiones datas, nulla om-
nino rotatio poterit nasci, quaevis sint vires agentes, earumgue di-
rectiones.

49. Aequationes fundamentales, quae aequipondium pro motu tam
progressivo, quam rotatorio constituunt, nullam, sicut vidimus, conti-
nent determinationem loci neque puncti mobilis, neque vis illud solli-
citantis. sed magnitudinis tantum virium, earumque directionum. Ni-
hil igitur obstat, quo minus in casu aequipondii omnes vires in centro
gravitatis quasi conjunctas supponamus, et hoc pro toto systemate

mechanico acciplamus.

CAPUT V.

SYSTEMA MECHANICUM NON LIBERUM.

_\'I1
50. br*r'hm]mn (25) quaelibet conditio motum liberum systematis in
quovis puncto mobili im[mdieus naturam aduptat snptzrliciﬁ-i curvae,

cui illud quasi 1nhaerere cogitari potest.
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Aequatio generalis ejusmodi superficiei, # — o, continet functio=
nem coordinatarum =, y, z, et quidem aut generatim, ita ut relatio-
nem inter illas constituat pro omnibus punctis systematis eandem, aut
tantum coordinatarum cujusdam puncti particularium. In casu priori
conditio adest generalis ad omnia systematis puncta aeque referenda;
I posteriori specialis tantum, quae ad data quaedam puncta attinet.

Terminum Adu = o [29] superius (22) explicatum addere pOSSUu-
mus summae Pldpl-| Piidpti|. Plidplii| .., [37] sine ulla quantitatis
vel naturae ejusdem variatione. Ita habebimus

0 — Pf:f,u-’_]_.Pffcfpf"»{—ﬁf”rfpf“-{—.....*—f—ha’u......[ﬂa’}

sive, 1d quod vi formulae [29] idem est

o —— P.fdp:_f_}lr.rdpm_;_}lmfjpm_’_,__._’_AVC{;)* 'I {:;;)1.{_ (:—:i‘); : n’p.
Sic formulam generalem, quae pertinet ad systematis liberi aequipon-
dium, systemati non libero, conditioni z — o adstricto adaptamus.
Haec autem ibi apparet sub forma momenti cujusdam Pdp in quo

fdu\?* [du\> du\?* X ;
B = PLVC_J.;> _{_C}f) 47'_(:‘{) » Vis aliqua agens secundum diffe-

rentiale dp, scilicet in linea recta superficiei curvae cujus aequatio
# — o, ad rectos insistente angulos, quod quidem e supra dictis (21),
(22) perspicuum est,

3 { - A 2
Patet inde, vim illam )'LV(“}H) i C;!) ',—( {!) €sse 1mpressio-
{

da dz

nem perpendicularem superficiei, cujus aequatio z = o, et quidem in
€0 puncto quod a coordinatis x, y, z, determinatur.
Sequitur porro ex dictis, aequationem
0 — P’rfp’+Pffrfpff+F-’”.:fpf”—f-*....-—}—ﬁz’frﬂ
nulla re differre ab illa, quae aequipondium systematis liberi consti-

tuit, itlwque eodem modo, quasi liberum systema sit, tractari posse,
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nihilominus conditionem cui illud sit adstrictum exhibere atque im-
pressionem indicare, quam quodyis punctum ejusdem systematis ob
conditionem datam experietur.

Fodem -autem modo, cum. plures ejusmodi conditiones datae fue-
rint, e. gr. ¥ = o0, w = 0; aequatio ista generalis terminis pudv;
vdw; augmentabitur, adhibitis factoribus non determinatis: w, v.

Tum si ex aequationibus ita comparatis factores illos indetermina-
tos eliminaverimus, eruetur inde relatio coordinatarum x, ¥, Z, inter
se invicem, qualem conditiones datae postulabunt.

Hac ratione idem est, utrum statim juxta conditionum datarum
normam eam relationem determinaveris, an conditiones ipsas sub spe-
cie momentorum in formulam generalem introduxeris, et hanc, quasi
systema sit liberum, tractaveris.

51. Quae altera methodus, quia ob simplicitatem nonnumquam

erit praeferenda, cujus sit indolis, exemplo videamus.

Sit clrmedﬁm conditio 5}r5t.ematis mechanici ad formam du — o re-
/d 1
ducta. Tum e formula generali [§3] et ex aequatione Adu =— ‘}L(ki ).:E:::
dx
(u’u ] (fu) 1z), (22) profluunt <
ey el 0 20 uunt:
+ :fJ-' J”—|‘ P ;

~| Ry
L™
\.._____,..-"
]

o = Plcos(pl,x)~-Plicos(p, x )= Plil eos (plil, T:l—j-....-}—r’k(

o = Plcos(ply)- Pllcos(pl, y)+Pificﬂs(;:IIJy)—]—-“.._}.)».(

XA
e LN

=8
‘-.._.n.:f‘-..____..«-*

=

o = Plcos(plz)—- Plcos(plyz ) Pliicos(pil, z)-{—.‘..—}—ﬁ(

quarum loco, brevitatis caussa, ponamus:
du
ﬂ' i _:Y—}—}'h(

1’4_&(:?;‘) RN 2o TR

0 = A-i_,a(“’)

u{lE

=L
[
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Eliminato factore A . aequationes, quae relationem inter Ty ¥y Ty CONe
4 .

ditioni datae consentaneam exhibent, nanciscimur:

-

o

II"~.'5 ‘IJ .;.'

. - -l|iil1llllillll|ll-ll 1'
Hllr-' {
o= X727
Z i)

Quodsi vero factorem A ipsum ex aequat. [83] determinemus, habe-

P
——
—_—d

bimus:

R V ﬁfl-f__ Y 73

('.rf \\l | (:.-“ f:) + '-r_.fll u)l
\dz] ! \dj i (.:'! z
atque impressionem e conditione data oriundam -

\ 2

- ol o\ 2 ‘. " _ e
AV(({:) “'f(.;:j) " @.:) b P B F 2o 22 savenussavas 85K

52, E puncto fixo, circa quod systema mechanicum quaquam versis

libere rotari possit ad puncta ejus mobilia W, M, M., .. ||'J:|u|1e;:1.t

posita ducantur radii vectores pi, pil, pii,, . guos, ut virgulas, mente

concipiamus, neque fexibiles, neque contractione, vel extensione ca-
5

paces: erit ista notio vectis multipedis maxime generalis,
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53, Sollicitetur quodvis punctum /M secundum quaslibet directio-
nes a viribus quibuscunque, ita tamen, ut £ sit earum media, ejusque
directio linea recta p.

In casu aequipondil generatim erit:

o = DPlaisinyl 1 Plallsinyl - Pillgillgmmotii ...
Designentur anguli quos vector r cum coordinatis z, y, ©, compre-
hendit, per (r,2), (75%), (ry2). - Projiciantur in plana (2y ), (82 )

F

(yz) tam linea re¢ta p, quam racdius vector r; sitque :mgulua inter

1
nrojectiones ambas comprehensus = u, v, w.  Tum vero facile perspi-
citur esse 7 in illis plams deinceps — rsin(r,z)sinu; rsin(r,y )siny;

rsin( 7,2 )sinw. Anguli denique inter rectam p et coordinatas z, ¥, &,
interjacentes sint 7y, 3, &. Inde conditiones aequipondii pro rota-

tione in plano (2y), (x2), (yz) colliguntur

o = Plrisin(r!,z)sinulsinyl— Plirltsin (ri, z )sin ullsinyll—-. ... ¥
o — Plrisin f_'r'f._‘-;';}sm L Smﬁfm]L Pripllsin ( ril ‘_-}a').-;,'iu 13“51'11;3”—!—- 3% [dﬂ}
O —= f".‘-ii!li;J"'r.,,;ll'}.'-..!.llh"rhiIlniI."l+ .-"‘”r”5I1](?'l'f,,:;-:j5[11_&1—'”55_11&“«]—-....

His 1gitur datis vectis rotatio nulla datur cirea punctum fixum quod
originem coordinatarum esse elegimus; viresque eum sollicitantes sunt

111 ;lL?:'[Hi}a{'nnHH.

54. In casu virium parallelarum, sicut vidimus Cap. 1V., pro qua-
vis directione p idem erit angulus Y, (B, ¢. Ablatis ergo per divisio=

nem, corum sinibus, ex aequationibus [86] prodibunt hae aliae:

o = Plrisin(rlyz)sinu!+ Pllrtisin(ri, z)sinwh+ Plilpitisinf 7t 2)singg il
g 7 4 ]Ill. it -E'rll].-lrf TER

£ =

Plrisin(riy )sinv!+PHrisin(ri y)sinp i+ Pillptiisin(rill g)sinpHiA-.... 'xrﬁ—.]
& w A R

—_— ..J' of L & & % . J k2 j - I’ ’ F 3 a
O == 'sin(rly e )sinw!+ PHriisin(rilx)sinw! I+ Ff”;'hf:«,m{;r-f”,*r:]mnrrv-l-”"

LEN ]

55. Si vis aliqguna /£ dirigatur secundum radium vectorem 7, erit

aperte (r,z) = (psz), tum vero confundentur projectioues linearum

p et r in plano {-’r;}'}, nnde sequitur, ésse w:=— o aut = 180°; itaque

‘ L 1 - Y X . " ~

SiInu = * o. lerminus igitur hujus formae Prsin(ryz) snu erit = o,
.--'.‘.n:- 4 » _.J-.'

.- .
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Eodem modo demonstratur in casn illo esse etiam Prsin(r.}'f’]qinu:a;
Prsin(r,z)sinw —o0. Hinc vero apparet, vim talem 2 secuudum ra-
diuin vectorem r directam in aequationibus aequipondii nullius ecse
momenti.

56. Sint omnes radii veetores 7 in eodem plano. Hlud semper
eligi licebit pro plino coordinato e. gr. (xy). Hoc posito erit (r z)
= recto, ergo sin(7,z) = 1. lta vero formula aequipondium pro
rotatione in plano (»)) constituens [;7] in hanc abibit aliam:

o ‘== Pyl sinu! . Plirtgin ull o Plitplliginnitl ..., [68)
Vectoris » projectio in plano (xy) tum cum vectore ipso confunditur.
Si igitur directio p quoque in eodem plano fuerit sita, angulus pro-
jectionum « idem erit ac (r,p), unde sequitur
o — Plyri Sjncrr‘;;ij_’_PHrﬂ 5in(r“,;-”)~{—P”-‘rf”.sinfrf”,pf"-‘j—[—......"{ig}.

Eandem aequationem etiam ex generalissima illa [36]

0 = Plirisin(rl,z)sinulsiny/ |- Plrisin(r!,z)sinyl......
immediate deducimus, ponendo, secundum hypothesin, siny = 1,
sin(r,zj = JrisIn T ——isin (ryp)-

Quo sequitur, aequationem [8g] generatim subsistere pro quovis
angulo (7,p).

81 vero in formula [89] angulum (r,p) in quovis termino eundem
ponamus, sinus ejus evanescet per divisionem, mutabitur igitur for-
mula in:

0 = Plrl L Piipl L Plllplld . i viiivanasennas [90],
quae eadem proveniet, posito angulo (r,p) ubique = recto.

57. In omnibus praemissis formul’'s, quae pro vectis rotatione
aequipondium constituunt, nulla est mentio angulorum, quos vectores
r inter se invicem comprehendunt, Valent ergo dictae formulae, qui-
cumque illi sint. Formula [go] igitur etiam casum continet, 1n quo

omnes vectores in directum jacent.

Pro
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Pro vecte bipede obtinemus

\ P“ 7l
.PI?”’—E—P”F” e l‘f}, EIVE'-—PT e '—""';'I‘"‘;--pn--n.- [gl],

et sic deimnceps.

). Si brevitatis caussa ponamus P*’—E—P”—i—]’f”-‘—.... = 9 e

5H8-
secundum [§3] in casu virium paru]lularum

X = §cos(p,z)
I = Sicos{pyy)
Z. = Secos(psz)
unde venit § = /(X? - F?* | Z%); ideoque
V TR R CraNe ST
X (_ _JL(”H) _]_KJ_:) A A

dx / 3

§

|

yunctum vectis lixum (hypomochlium vulgo dictum)

N

Hinc vero apparet, |
ubicunque positum in casu yirinm parallelarum, impressionem perpet1

acqualem summae virium 1;.'71'11“1.-1;31'11111 et Vversus eandem partem solli-

citantium.

e e T e e B e e T e e e e . e e iy
T et

BT B

PLANUM INCLINATUM.

g. Prrﬂafﬁruﬂ: Punctum mobile quovis modo a superficie ligurae

5"1
cujuslibet impediatur in motu libero; duae illud vires P/, Ll propel-

lere tendant juxta lineas rectas pi, p//: invenire conditiones aequipondii.

L 5]
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Solutio: Aequatio superficiei impedientis sit:
0 = du —= Adx4-Bdy Cdz.
Habemus ergo ex [83], secundum problematis hypothesin:
o = Plcos(p!,x)+Pllcos(pl,x)4-A A"
o = Plcos(p!,y )+ Pl cos(pll,y)-AB vevasss [QO]-
Plcos(p!,z)— Pticos(pil, z)4-AC J

Factore A eliminato prodibunt:

O

|

o —= P! (Bcos (pf,;r::}-ﬁ" CGS{;H,_}'))-I—P”(E CcOs (;1”,.?:;1 - /i?t'rc}:‘.(p“ﬁ‘; 3% W
' a1 1.
e =iPH{Cros (pha)=Acos(pl,z))+ Pl {:CL'UH(p”,:{!)-.(‘fl"EJSIiIIH”?:;I) 97

Quibus problema est solutum.
Ad inveniendam impressionem a superficie perpessam, nullo nego-
tio e formulis [go] deducitur
;""..:(AJ +BE+C;):P" 24 PU "*]—".‘f”f—"“(jﬂt}ﬁ.:'_;f;rff,:r;l(‘fr.ﬁ'..:ll.”“, v )cos(plyy Jcos(pllyy )
+cos(p!,z)cos(pll,z))
:_f"’-"1‘-_4_"_’”:—n‘-:f”f"“'{'t'u{;:h;}”f'jl secundum [ 18] Sovmmea [g}: :
Est igitur, sicut ex [69] et [85] elucet, impressio illa a viribus 2/, Pil,
in superliciem datam facta aequalis illarum mediae, yersus superhiciem
illam ad rectos angulos directae.

6o. Sit Pl vis gravitatis et ponamus planum (2% ) horizonti pa-

l"ﬂ.llt-.'lun'l. Erit f:,rﬂ‘, .;;} — '::r""l*.] et E]th"; ergo Cos _"'}.r:", L .;- = C0OS |LJ,H".‘1 :
— o et cos(pz) = 1. Quibus in formulis (91] substitutis, prove-
niunt :

o = Beos(pl,x)—.Acos IS e samia bunas daoanns [03]

" g -—;ff}f-—ll—- f"*"'(:(_'l'nn |:f;;”1.: ﬁ — A cos [_fl.n““, ) ) anee ‘J IJ*
Ex aequatione [93] apparet quemadmodum positio superficiei datae di-
rectionem vis £ determinat, Altera aequatio [g4] relationem indicat
virium 24, Pl erga se invicem, quae a positione superlicier datae et
a directione vis P! dependet.

Cr. Si superlicies data fuerit plana, perpendicularis ad planum
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(xz), designemus litteris A, w, v, angulos, quos illa faciat cum pla-

nis coordinatis (yz), (x2), (xy). Erit itaque cosu = ]/(A“-if?l-l-ﬁ?‘)
= L08.90Y =0} atque il = COS AL {j— — COs Y
: PP+ 54+ 0 W A e ke o ey ;

Quia vero cos A* - cos ? - cosy* — 1 erit quoque cos A — sin?,
Inde mutantur aequationes [93], [94] in eas:

—sinvcos(ply) — o

— Plcos APl (sinAcos(pll,x) —cosAcos(pllhz)) = o
formula prior dat aut siny =— o; (ideoque ¥ — o, in quo casu aperte
planum datum 1n ipsum cadit planum (2y)); aut cos (p',y) = o,
sive (p,y) = go®°. Necessario ergo erit, quo ! cum gravitate sit

in aequipondio, ut illa ad rectos angulos coordinatae y dirigatur.
Tum vero est aperte cos (pHyx) = sin (pl,z); formula secunda ergo
in eam mutatur:
— £ cosA—- Pl (sinAsin(pll, 2)— cosAcos (p'hz)) = o
sive — L cos A— Pilcos (A--(p!,2)) = o.

Tum si directio vis P# fuerit perpendicularis directioni gravitatis, erit

(plyz) = go°, ergo cos (A-(pH,2)) = —sin A, unde provenit
PleosA— PlisginA — o
P
"n".:'-‘] -}rT S EDL)‘L == {gu qilltill!iillhiil|f|i||iIld-l..|-|||.||[gj}i
3i vero directio p# fuerit parallela intersectioni superliciel datae et
plani coordinati (xz), ert (p#,z) = 180°—A, quo fit
_ 2
PleosA— Pl — o° sive = BOSA —— Sif
COS ; sive & COSA = SIBY J.ai0. [g6])
G2. Superiicies data supponatur esse sphaera, cujus radius — r.

; '.. " “ 33 s, : e x i i - . v . -
UI‘r-“ Coordainatarum sil 5{)11.1!?] ae datae centrum. FErit inde ejus aequa-
Uo 3 = Ohz= @t g® Sige—rdy Te qua sequitur du = 2da-tydy
A

-84z, ergo’d =z, B = y, & = 2, Quibus valoribus substitutis

formulae [93, 94] Hunt:
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o = ycos(pl,z)—=xcos(plly) ]
. Pea)
. i) iy i = . ' g e £ T
0 = —a Pl Pli(zcos(p!l,z)—axcos(p!,z)) f

Jam si p!! fuerit perpendicularis directioni z gravitatis, erit (p/l,z)

o

— go0°%; ecos(pH;z2) = o, itaque cos (p!,x) = sin (p!,r). Sequitur

ergo e formularum [g7] priore:

x
— = to (pll
- = &Py

unde perspifmum est, ut aeququm]fum subsistera pDSiit. vim 2 opor-
tere esse directam secundum sphaerae radium,.
E formularum altera nanciscimur

0 = —z Pl Pllzsin(pll,y)
i I o

7
@preae b eeo o o L
A s (pil, y)

Quod s1 p! parallela sit axi x, erit (p'l,y) = go®, ideoque
j'},-,l -

j;ll' e ? I i O O '_'_I"_I'
Formulae [97...98] punctum mobile in parte convexa sphaerae moveri
supponunt, si vero illud parti concavae inhaerere cogitamus, elicamus

originem coordinatarum, quo superiiclies horizontem tangit puncto : et

muiatur z tum 1n r— 2z, reliqua immutata manent.

i
=3 Ll - 1 " L L} - [t
¥ s :':"llil}_'u_}l_fir.'lu data EJ'IL:'I"'E_'=__I]|12_'r_':l1 cujus ires axes sapt: r»i, rit, ril_

erit

g S P == - o e s 3

unde statim apparet, formulas -l'['r...n_..’_j' easdem ad hunc ecasum posse

P AT e . : r ¥ j'_
applicari modo sint posita e e
i 5T et phies b o
64. o1t superlicies data parabolica, cujus aequatio
1
U == O — _}"-_'_

L

origine coordinatarum in ejus vertice loeata. Iirit itaque

i — 29 ;J'J'hh:.:;;’:—~ ndxe




PLANUM INCLINATUM, 37

p = parametro. Habemus ergo in Jiges tash M= 9, b = 2oy,
C — 2z unde formula [g8] mutatur 1n eam:
P
.P'”I L, 2.1 ------ TEESTE R AR RN NN NN [gg]l
Pray

Sequitur hinc qualitas superficiei e parabola Apollonica ortae me-
morabilis, quod vis P!, quae gravitati aequipondium facit, huic sit
aequalis, quando punctum mobile in hnea plano (xy) Pﬂl‘PE‘IldiELﬂﬂl‘i
supra focum parabolae fuerit collocatum.

65. Operae ervit pretium, hac methodo generali pertractare pro-
blema quod a viro ccl. Francoeur in libro: traité elem. de Mecanique
ete. (4. edit. p. 118.) constructionis ope geometricae solutum inve-
N1mius,

Concernit illud instrumentum quoddam ad electricitatem metien-

dam adaptatum. In hli, quod altero fine suspensum est, altero hne

pendet moleecula. Filum dictum nec flexione, nec expansione vel con-
tractione capax praesumitur. I ecodem puncto, quo molecula grm’i-
tati soli obtemperans quiescit, affigatur corpusculum electricum, illam
propellens per circulum cujus radius est lilum., Molecula autem non
nisi in uno plano rotari possit quod gaidem pro [:]mm (xz) eligamus.
Vis electrica illam i1n linca reeta [u-r:[n*!][r, quae videlicet erit chorda
arcus a molecula vi illi obtemperante percursi. Supponamus, vim
electricam esse 1in proporiione inversa f'il_r.-u]mri distantiae 1psius a
puncto in quod protenditur. Quaestio est: quibusnam eonditionibus
existentibus wvis electrica atque moleculae gravitas perventurae sint in
acquipondil statum?

Fligam

gamus pro origine coordinatarum illud punctum [ixum, In quo
hium est suspensum. Axis x sit perpendicularis directioni gravitatis z.
Conditio data, quapropter molecula non nisi in circulo et quidem in

plano (xz) moveri possit, aequationem praebet
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du = xdx—+zdz, unde
A‘_—_I}Jﬁ:r}?i;::.
Chorda arcus a molecula percursi, ubi aequipondium adest, sit — c:
atque sint 2, z coordinatae loci, ubi molecula ob aequipondium qui-
escit, £ sit pondus moleculae; P/ : vis electrica, cujus directio pl
aperte erit — ¢. Inde vero habemus

A
] [ "'I‘L —— L] kL '\-"i- 7 ~ P ] % l"' P — -
cos(pll, ) = = cos(pt,v) = o; cos(pl,2) = —- =

Quia vero sravitas £/ secundum hypothesin in directione axis z agit.

erit
Cos{pl. o) = 1, il.'i!-_?{'}r]r[lff.‘ COS((pr. Y = 9, cos(plyy) = o.

#

Quibus valoribus in formula generali [91] substitutis, habemus:

Py e e - =, \" F'JIII .
- | S | oA d i | A / "
R = — _{}J' ._]._ _,?-J.'J Ilk AT I ‘ b ’ "] | — x _ZJ‘I' by R g A ; ][1[}0{1}_.: o
P & i
_{JI -— ?.' IR N T e R EFEEE T [.il.:ll:}.l_

Atqui Pil secundum hypothesin est — <., si virtutem ejus internam
L% t’:d.-—

ponamus =— 1 pro ¢ = |/ f. Ent ergo

rf — s,
L'_H{]E al‘}pan‘:t, I"}TF_': r’?f'}ti[ﬁlﬂ instrumento tjxi*r:l]'lsfrja]"mrrl f_']r'i[i'ifjl.l'.'li]ﬁ-. OS50
in ratione directa cubi chordae arcui propriae, quem molecula per-
cursa erit, quando aequipondium inter illam et gravitatem locum ob-
tinet.

66. Idem instrumentum, quemadmodum illud cel. Coulomb ador-
navit, libra nominatur electrica, quae aliud non inelegans exemplum
1llius methodus applicationis offert,

Absit molecula, atque in circuli ecentro sit corpusculum aliquod ela-

sticum cujus vis expansiva, 24, lilum in ea teneat positione, ut cum




.
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axe z angulum, @, comprehendat. Vis electrica P!/, ut supra dictum

est, propellat fLili alteram extremitatem atque angulum ¢ in angulum

a-{-@ dilatare contendat, ubi @ erit quantitas variabilis a quantitate

Pit dependens. Reliquis ut (65) positis, formula generalis erit
Pldpl4-Plldpll —= o.

Erit autem pll = e, atque dp! = d . r(a-}-@) = rd@. Quibus sub-

stitutis mutatur illa in

Pa’rn’;p—]— Plde = o,
Est vero aperte ¢ = }/ (2%} (r—z)?) = ;-1/ (f:+<’*z)i>

= r]/(sin? (a~-¢)-|-sinvers * (e} @))
— I'I/{:aju‘(s'r—!*-¢}+{:1-Eﬂs(ﬂ-l-q:?'}::lj = 2rsinz(a+Q).
Unde provenit de — rd@cosi(a--0).

Quo substituto, formula Plrd@-|-Plldc — o mutatur in
f”;r"rfcp-—j_f"”r‘:fﬁ-:*.0:}E(rr—;'—m) — o, ltaque
Pl Plicosi(a-| B = 65 %el

B r
Vo EUS%{(L-—J—@)*
Unde, si, ut prius, Pl — ;, et £ fnerit — ', quando r:-sv{u—:p -

alf - 3 I s | ; O d ' ' =
itque £ 1 ratione directa anguli (t’.‘:—-?—q@}, 11]{?(}{111{? Pl —= k(ae+4-0),

unllo negotio deducitur formula ista a cel. Biot data

Py R_J_‘i' it o D
ot 9)
B L JII |_.'|| - F, il g gy . . 4
67. Problema: Duo puncta gravia, quorum Pondera — P!, P,
1 extremitatibus Al la expansione g ' : :
itibus  fili, nulla cxpansione nec contractione capacis, 1n
puncio quodam fixo atque volubili suspensi, sint, ad utramque par-
tem, superficiebus hgurae datae imposita, quibus inhaerendo libere as-

L ] ' 5 = - L] L] P
cendere ¢ &0 Lt R ) S ~ 2
CI1¢ i Lll..':-l cndere Iru.‘-_‘bluli myvenire :H:rlllfpulltlu {:Dnditmnes.

Solutio: Coordinatae locorum, quos puncta in statu aequipondii




~gw

B
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occupant, sint 2/, y!, z/; 2ll, yli, zU. Vires quibus eorum alterutrum
filum versus se trahit sint Q/, Q.
Quiescente utroque aperte £/, Pl sunt in aequipondio, igitur
Pldp! L. Plidpll — o
Oportet autem esse quoque Q/, Q! in aequipondio, quia ab illis non
nisi directione differunt, unde habemus item
4:?;{4?(’?"-—!—- f‘_,h"’cf.f.]” camoil
q', !l sunt nempe lineae rectae secundum quas vires Qf, QW dirignn-
tur. Sit ergo gl distantia puncti gravis P! a puncto circa quod hlum
volvitur lixo, atque ¢/! distantia similis alterius puncti 2/, Palam erit
tota longitudo hli — g'—-q!’, et quia 1lla secundum ll}'lnari:-w.fn COT1-
stans est, erit ffr;af—i'_ dgit = g, Sequitur inde esse dg/ = - d qll,
il‘.ur'lutr Q’ = L,
Aequationes superlicierum datarum, quibus inhaerere puncta £/, 2/
supponuntur, sint
diu — ,.rffff.'r"_;'--ﬁhftr"—i_ﬂ"hf sl — 0
g4y — Aldall L Bldyll] Cldz!! = o.
Dabunt igitur formulae generales [91] ad problematis conditiones ap-

1:]]{_-515.;14’3 pro puncto VEl

o — Pl Blcos [F;i-’.,-:--'j — Al cos ":;“J' | “*f--:- () Picos( agl,x)— Alcos _-rf_-' Y
O —— I“{CIE‘.!'?S!:J.-'.H'I;..ZE_‘:J- -_fffr{)h-:l,'f*',’.':}“;—i'-1" "_'f"'i'-m.’-_‘.-:rff'"-_ ) {icos(qlhe))
pro puncto Yl

o = PU(Blicos(pllz) — Allcos(pll, )~ QU(Bllcos(qlyx) — Allcos(q', 1)
0 — ;__;“Jl;.."ﬂ"flflnf_:-,;‘Elllr_l.ﬂlfl -i'.:l = i -.‘ir;l‘ll‘lll I_':\._-I.'J'”‘ :_ﬂ.lx:_J'_ F, ,J-'Inf’ IJ-Jr'-'!.-..r .I._'-." y '-II g __.;I,"I. & :-."_,-"In"_ . .Il

Pt?ﬁl?l‘xu’lnlﬂﬂ.J I'lll.{“-li. licet, 5:1':1‘1.-'iL'*tr-I_rl agere secundum directionem axis x,

Ium erunt

{"1'}:7-_.;.'.-"_' :-"j] W r_.u; {‘:‘]i!:;;f*‘}'j e f_;l; .r‘q':uu;llfn."_ 1‘* e {;
E'..F-E'l::;llllull;.? 3 :I -— I',J; COo '._:Illl'.-"'lllfl'h _JI:: . f_f; ';'\-|_|!~|:.IJ'..5-II|'1 = 1-.:: — I.

nde emergent: pro puncto V&
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Bicos(qgl,x)—Alcos(ql,y) = o
— AP QI(Clcos(ql,x)— Alcos(qyz)) = o
pro puncto £
Bllcos(glt,z)— Al cos(gll,y) = o
— Al Pl + Qu ( Cil cos (g, x )___dfu cos ( .?Hj 2 =0
primae harum binarum aequationum positionem determinant fhli; e
secundis proveniunt

AP QI(Clcos(qgl,z) — Alcos(ql,2))
At pi QU (Clicos(glly,x)—Alicos(git,z))’

sive, [1L1i:.1 Q-‘ - (\_,'_Ha‘

Pl AU Cleos( gl x)—Alcos(ghz)) .
T Al Cl cos (g, L']——A”(JL]S{!?”,E})‘

68. Si ambas Ll partes in plano (xz) collocamus et e puncto
fixo volubili demittamus lineam in plano (xy) perpendicularem, quae
ergo inter ambas illas transibit, erit manifesto, quia vires ', QU sur-
sum tendunt, ;
cos(ghz) = —sin(gl,x)
cos( g/, z) = —sin(qll, x).
Ideo < — i Clcos(glsx) | Alsin(g,z)

Pl Al 7 Clicos( g, x) 4= Al sin (gl x)’

69. Sint superficies datae planae, a coordinato plano (zz) ad

rectos angulos mtersectae, erit secundum (19)

_/fll'
A sCal.z) — si 2
l//[:.-f'f-f.'_}_ ﬂ::—_}_‘_{;;:} CO "-..‘?j ) 5”1(‘}'13)

C! | |
70 --f"E—j-—B"'“*hf-{f”} — cos(gx) = sin(qg/,2).
Eodem modo
Al

—

V{fﬁ":—}—ﬁﬂ-:-f—ﬂ'h‘: = cosifyliz)ye= siu({?rf?xj

(i

T/-TCAHI _i_ﬁ;};_}_c”l = cos(g/hx) = sin( gll, z).
[ 6 ]
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His vero substitutis mutatur formula supra (68) inventa in:

Pl _5511 ( i“ o) "5_11_1[:.-?& z) r::m.f-*_,_( r_;fﬁ.r}—]_s.i:i(:?h_:- yeos(gly z)

P T sin(ql,x) * sin(gll,z)cos(ql,xz)4-sin( g,z ) cos( q',z)
aa . = - %
._';_uuxq”*.:) sin[(gl,3)+(q,2)]
- : i 5 = _ T , : .
sin(gl,xr) sin[(q'lz)1+(g'"x)]
Est autem (gl,2)4(qlyx) = go°.

£ sm{gh, T )

Freo eyt e
| 2 Wl sin(g!,x)
- ey s e e e e e =0

AP FELLL

: o
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70, ,j.'mz'.’s inflexibilis neque extensione vel contractione capax, nilil I

Il

est aliud quam linea recta p, secundum quam vis quaedam /7 dirigi-
fe

rar.  Adhibetur funis ad locum wvis agentis commos transferendum.

- i 1 L] & |.l -- i II .
Fums autem ¢tensio 1n .H:elu!imnr[n statu est r']ll-'l:'JIiiJ-x vis 11  altera

e)1s extremitate trahentis, quae cum altera vi in altera extremitale 1in |
contrarium agente est n .’11-+iuflu-11¢h.). |l
Omnia igitur lur'ul,:fi;-rnni:u (quae circa funis tensionem versantur,

]

convenire tlr-]wu] C11111 ]].'Jr‘. 114* r'liri-:_sillllfllll..'liﬁ .'H‘*l[;l:ln.*nrll:. :i{hmuur l-.u—-

res vires in idem agunt punctum (Cap. IIL.)
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Fuwis. 43

~1. Saepissime funis in trochleam applicatur, Quaestiones vero
huec pertinentes, ad unam simplicissimam facile reducuntur:

Pondus ! in altera extremitatum funis pendet, qui in trochleae
orbiculis modo solito circamvolutus est. Altera fums extremitas a vi
Pil tenditur: invenire rationem £!: Pl in statu aequipondil.

Pondus P! omnes funis partes non circumyolutas sibi invicem red-
dit 1:.‘41'1?”&’*!:‘15.

Supponatur numerus orbiculorum esse — n; longitudo funis — /.
Quo orbiculus quivis mobilis ascendendo percurrat spatium 4/, mani-
festo 2d/ partes [unis devolvi oportet, ideoque vim £V descendere
per spatium 2d/, ut lunis tensio eadem maneat. Si ergo Pl ascendat
per d/, quemcunque orbiculornm mobilium, quorum numerus n est,
per d! ascendat necesse est. Inde sequitur pondus Pl esse descensu-
rum per 2ndl.

Conditio itaque aequipondii, tensione funis nmon mutari auppﬂsita,
Pldp! |- Pildpli — o, qua dpt = di; dplt = 2ndl, eris

P‘r{fz’-—)l—!ff.f"'“’ffg = )
unde statim prm“];

P

Pil
Hine [acile erit theoriam funis persequi, qlmd vero alienum esset

5 | -’i..l?rrur.ﬁ"':'[ai{it}lll-ﬁ h[i_!.LLS [ll’i}l}if}.‘-}.;lu,




. ﬁhﬁﬂ,‘?ﬁ.ﬁ o
e L E L S R
g Y

e W e W e W

F T R gy g,

: 7T i __.i' _\\.
LeLEEEE

— e e

N N R N T 0 1 o i :
seiSlcllelRaalslsloltolelsls

EX OFfrIciNa A. G. Scuaprr

A S T (O (A 15 e 3 i f Py i e 0 Wl s il 3
=i - =L = LA E S R L ENE S S B S S S S

T T T e e om,
; = )

S Nt e e

alalalalalalals
o . % .

Py, R, S,
[ [}

-4 o, _.._-_.'. i T [* T - -
‘-’\—"-#quwurvq_fu'uuu\_-uﬁh\.:u




-

> 5



i

.
E




e e e =

Datum der Entleihung bitte hier einstempeln!

o —

(204) 76 162/14/79







