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Einleitung.

Gegenwiirtic giebt es wohl kaum einen modernen Culturstaat, in
welchem nicht geodiitische T'riangnlationen zum Zwecke einer genauen
Landesvermessung oder als Theil einer Gradmessung ausgefiihrt werden
oder schon beendet sind. Trotzdem ist, soviel ich weiss, nur Weniges
iiber solche Grundsiitze bekannt worden, durch deren Befolgung man in
den Stand gesetzt ist, die Vermessung miglichst rationell aunszufiihren,
d. h. einen nothwendigen Genaunigkeitsgrad derselben mit miglichst wenig
Zeit und Geld zn erreichen. Nun erheischt freilich das Terrain in jedem
einzelnen Falle besondere Maassregeln; doeh liisst sich aber auch nicht
verkennen, dass stets eine cewisse Freiheit bei der Wahl derselben
stattfinden wird und es ist die Aufgabe des Geodiiten, diese auf’s vortheil-
theilhafteste auszunutzen. Abstrahirt man zuniichst von den besondern
1errainverhiltnissen, bildet sich somit ein allen Anforderungen geniigendes
ideales Terrain, so kann’'es nicht schwer fallen, zu einigen Sitzen zu o e-
langen ., die gewiss auch in manchen praktisch vorkommenden Fiillen An-
wendung finden kénnen, Hieran wird sich eine Untersuchung iiber die
Abnahme des Genanigkeitsgrades schliessen miissen, welche die Triangu-
lation erleidet, wenn das Terrain Abweichungen von den Bedingungen der
giinstigsten I'riangulation fordert, und es wird sich weiterhin damit ein
Urtheil dariiber bilden, wieweit man erhihten Zeit- und Geldaufwand an
einzelnen Stellen anzubringen habe, um sich jenen Bedingungen miglichst
zn nithern und doch im Ganzen zu gewinnen.

Verschiedene interessante Hf'-llif.'l'lilmluj*'u meines verehrten Lehrers,
des Herrn Professor Nagel am hiegsigen Polytechnienin, erregten in mir
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den Vorsatz, dem eben entwickelten (Gedanken cemiiss, Studien iiber die
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anzustellen, um zugleich zur Entscheidung der Frage, ob die allgemeinere
Anwendung der Pothenotschen Aufgabe hierbei wirklich so vortheilhaft sei.
wie es nach den Resultaten der von Herrn Prof. Nagel im erzgebirgschen
Kohlenbassin ausgefiihrten Arbeiten erschien, einen Beitrag zu liefern. Im
zweiten der folgenden Hauptabsehnitte befindet sich das Endresultat dieser
Studien, wiithrend der erste mehr vorbereitende Bedeutung hat. Der dritte
Hauptabschnitt ist den Basisnetzen gewidmet und der vierte enthilt einige

Bemerkungen zu den giinstigsten Formen grosser Dreiecksnetze.

L. Allgemeine Bemerkungen iiber die (Genauickeit eines Punktes.

3

Die Lage eines Punktes wird bekannt, sobald zwei sich schneidende
geometrische Oerter desselben gefunden werden. Meistens begniigt man
sich nicht, nur zweien solchen die Bestimmung zu iiberlassen und ermittelt
daher noch mehrere. Insofern nun jeder derselben etwas fehlerhaft sein
wird, werden paarweise Combinationen verschiedener gi"-{hl‘i;t?"'[.l'i.':ﬂ:}]I_‘]' Oerter
verschiedene Punktlagen ergeben, die simmtlich von der wahren Lage ab-
weichen, sodass es einer Ausgleichungsrechnung iiberlassen bleiben muss,
aus der Vergleichung aller Bestimmungen wenigstens eine wahrscheinlichste
Lage zu ermitteln. Die Grisse der einzelnen Abweichungen giebt dabei
ein Mittel an die Hand, die Genauigkeit der wahrscheinlichsten Lage, ihre
Abweichung von der Wahrheit zu schiitzen. Hat man nur zwei geome-
trische Oerter, so ist ihr Durchschunitt schon die wahrscheinlichste Lage
des Punktes und es kann von weiterer Ausgleichung nicht die Rede sein;
es wire also auch ein Schluss auf die Genauigkeit dieser Bestimmung nicht
moglich, wenn nicht in den meisten Fillen die wahrscheinlichen Feliler der
geometrischen Oerter selbst durch die Art und Weise ihrer Auffindung be-
kaunt wiirden. Aus diesen Angaben die Genaunigkeit der Bestimmung zu
folgern, ist sonach eine erste Aufgabe, an welche als niichste sich diejenige
anschliesst: die LoOsung fiir die Bestimmung aus mehreren geometrischen
Oertern zu verallgemeinern. Werden hierbei dieselben als unabhiingig
von emmander bestimmt angenommen, so ist es endlich noch nothwendig,
auch den allgemeinsten Fall gegenseitig bedingter geometrischer Oerter
in's Auge zu fassen.

Man bezeichnet nun stets die Lage eines Punktes durch zwei Coordi-
naten und giebt die wahrscheinlichen Fehler derselben an, sodass sich die
gestellten Aufgaben zum Theil darauf reduciren, ans jenen aunf die Ge-
naunigkeit der Bestimmung tiberhaupt zu schliessen.

Iiir die hier anzustellenden Untersuchungen wird es geniigen, die

geometrischen Oerter als Gerade zu betrachten, die sich bei eintretenden
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Fehlern parallel verschieben. Durch Einfiihrung hinreichend scharfer
Niherungswerthe fiir die Coordinaten reducirt sich néimlich die Gleichung
jedes beliebig gestalteten geometrischen Ortes in Bezug auf die kleinen
noch anzubringenden Verbesserungen der Coordinaten auf den
ersten Grad, da man deren hohere Potenzen vernachlissigen darf. Ebenso
ist es ferner auch zulissig, den wahrscheinlichen Fehler des geometrischen
Ortes an der Stelle der geniihert richtigen Lage des Punktes fiir die ganze
unendliche Liinge der substituirten Geraden beizubehalten, da wirklich
eintretende Fehler sehr klein sind und fiir geringe Verschiebungen des
Punktes auf dem geometrischen Orte sich dessen wahrscheinlicher Fehler
nur wenig fndert. Die genauere Ausfiihrung hiervon kann wohl unter-
bleiben und nur darauf sei noch hingewiesen, dass im Folgenden an den
Stellen, wo durch die soeben gemachten Voraussetzungen die allgemeine
Giiltigkeit eines Resultats einer wesentlichen Beschriinkung bedarf, dieses

aunch besonders erwiithnt worden 1ist.

Bestimmung der Genaunigkeit der Lage eines Punktes aus den von einander unabhiin-
gigen wahrscheinlichen Abweichungen zweier Geraden,

5)

Ist der Punkt durch die beiden Geraden 44 und BB (Fig. 1) be-
stimmt, welche sich unter dem Winkel @ in 0 schneiden, so ist 0 seine
wahrscheinlichste Lage. Sind

O0M— —O0OM =ry, ON=— ON =17,

die wahrscheinlichsten Abweichungen des Punktes von 44 und BB zu-
niichst an der Stelle 0 selbst, so kann man nach dem Vorigen r, und »,
auch die wahrseheinlichen parallelen Verschiebungen der Ge-
raden nennen, und wiren gerade diese Fehler bhegangen worden, so
wiirde der Punkt in eine der vier Ecken des aus den Parallelenpaaren zu
A4 wnd BB durch M und M, N und N gebildeten Parallelogramms zu

liegen kommen*). Hingegen entsteht die beliebige Lage P in der Entfer-

nung 4 von 0 durch das cleichzeitige Eintreffen von Fehler 0 = u senk-
recht zu 44" und PD = » senkrecht zu BB

Sind », und », die Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens von uw = 0
resp. © = 0, & und & beziehendlich die Maasse der Genauigkeit, so ist die

Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von u resp. v
2 .9 g
— h*u k* u )

: = 2 A " — P ‘]
Wy, = W,y . € y Wy =MWy . ~E

daher die Wahrseheinlichkeit der besonderen Lage P bei gli'flcla;—c{'iiigt’*.ln

Eintreffen von u# und »

*) Dies Parallelogramm ist in Fig, 1 mit angegeben.
' Hiertuber, BOW1e i]'hr:]' ;|'|.: J'Ir.']'lll-f']fl in ﬂLL:—H']JIL. 11, ‘.‘I']'f_,"]r'ii'-jt" ITLELLN & ,.,]'ZJJI']«.l'?
Berliner astronomisches Jahrbueh 1834 hllF:t' ._.:\'-'1'»'“']'1 IJ']ﬁ'l'l'l.']]ii-'l.ir'!'i'itlllllifil eLe.

von Wittstein,'* Anhang zum II. Bande von Wittstein
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— (h2u® 4 k*o?)
= Wy . Wy . L

wobei zwischen # und »,, & und r, die bekannte Relation stattfindet:
2} b=k —ip — 0.47694.

1) = Wy Wy

wy4 bleibt nach Gleichung 1) constant, so lange P sich anf dem Um
fange einer Kllipse bewegt, fiir welche 44" und BB die Richtunzen
eonjugirter Durchmesser sind, weil dabei fiir ¥ und » die Gleichnne he-

s 5 Q. iy s . '. ] e | 1
steht 8 cleaes g =", worin ¢ eine Uonstante bezeichnet.

Oder um auf iibliche Coordinaten iiberzugehen, betrachte man 44 und BB’

als Achsen eines schiefwinkligen Systems der £ und 5 (I'ig.1) und hat alsdann
J' Y= ESINQ =1 Sing,

L) | ) " '-l I-‘ ff . |?
& (ksing): +— w° (hsing): = ¢*, oder

1) J Sy i ' |
O+ (=1 = 1=
v, b ke sing Ji sine
worin @ und & die halben Lingen der conjugirten Durchmesser 44" und
BB bedeuten. P fillt in die Endpunkte der letzteren, wenn resp

=20, E=—4a, alsou=0, » = v, = -} = oder
L. L .
5 =; = __{_ b, also » = Uy #=uy,=— 1 B fi wird.
Man sieht hieraus, dass immer
:j-:-:l g - h = Uy - i = £

und dass die zu verschiedenen wy gehirigen Ellipsen alle iihn
lich sind und um ihren Mittelpunkt O herum auch ihnlich lie-
gen, wobei fiir die conjugirten Durchmesser in Richtung 44 und BE die
Proportion gilt:
2a: 20
Den vier Punkten M,, M, N, N, insbesondere, in welchen die
Parallelen zu den bestimmenden Geraden im Abstande - »

dieselben sehneiden, kommt die Wahrscheinlichkeit

i h= Ta s Iy

y resp. i

et

W= . Wy.
zu und sie liegen daher auf dem Umfange Einer Ellipse, welche die Hau pt-
ellipse genannt werden soll und in ihren Durchschnitten M,, M, N, N,
mit 44" und BB von obigen 4 Parallelen tangirt wird.
o

Denkt man sich die Wahrscheinlichkeit w4 des Eintretens der Lage P
senkrecht zur Papierebene in P aufgetragen und bewegt sich 2 auf der etwa
horizontal liegenden Papiercbene, so heschreibt gleichzeitic der Endpunkt
der Senkrechten eine Oberfliche mit der Gleichnng

. — (M2t 4 k%22?) P — '" & e e A N T
O) 99 4= 0.8 1 oder w4 =F=—¢p =7 '
2 i A .

=

¢ ist in O ein Maximum und nimmt von hier ans nach allen Seiten stetiz ab bei

e r—

— - — = m——
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asymptotischer Anniherung dex Oberfliche an die Papierebene. Alle ho-
rizontalen Querschnitte der Fliche sind Ellipsen, alle verticalen (Quer-
schnitte durch O unter der Neigung v gegen 44 von der Form der be-
kannten Wahrscheinlichkeitscurve nach der Gleichung

. I} ] i K = i i &
. — A2 (R sin? v+ B2 sin® (p—v))
== my.1,.0

und da. wie bekannt, alle diese Querschnitte emen Wendepunkt haben, so

hat die Oberfliche eine Wendelinie mit den Gleichungen

=

7 1=2 4° (h’sin°v + k=sin® (p—v)), §=W;.MW,.C

=

Die Wendelinie ist hiernach eine ebene Curve und es liegt dieselbe
parallel der _l’etElivrv}_rt’!w, Die erste der Gleichungen T:I,_, die 1’1‘n_i{'.|;'tilr11
der Wendelinie auf die Papierehene bezeichnend, geht durch Transtoy

mation iitber in

L
i }

1 =2 (B*u? 4+ k*9'%) oder 1= ( )— ['q

]
|"":. | {'!I F .'“-'I"I -"'Il

Uy

F

n = 1 |f',lr,',\'l.-',r|i- ] I ) :'l,ll .'r.li — {H’.! 15'r:|'ff;[7 Jr 2 ,'

4.

U nun die Wahrseheinlichkeit des Vorkommens von £ aut
einer Ellipsenfldche um 0 iiberhaupt zu ermitteln, ist es notlhng,
sunichst eine endliche Anzahl Lagen von P zn betrachten, die in der At
vleichimiissig iiber die Papierebene vertheilt sind, dass sowohl der einer
Lage entsprechende Fehler 0P als auch die Wahrscheinlichkeit seines in-
trotens innerhalb einer sehr kleinen, mit den andern gleichriumigen Fliche
als constant angesehen werden diirfen. Offenbar verhalten sich dann die
Wahrscheinlichkeiten des Vorkommens von £ innerhalb zweler soleher
Flichen wie die betreffenden w4 um so genauer, je kleiner die Riume der
Flichen genommen werden., Die Zerlegung der Papierebene geschehe
wie folgt:

Man theile MOM und NON' in eine gleiche Anzahl sehr klemer

Theile (Fig. 2):
9) MOM = 2r, = 2n0; NON' = 2r, = 2ud,
trage diese Theile noch iiber die Punkte M, M. N und N hinaus beliehig

oft auf und ziehe durch die Theilpunkte Parallelen zu A4 resp. BB. Bo

- 4 i g o .
entstehen zwel Systeme von dquidistanten Parallelen, deven sdmmtliche

Durchsehnitte das Vorkommen von ehlern bezeichnen, fiir welehies des

Abstand ¢ die Wahrscheinlichkeit ist. Denkt man sich ¢ korperlich etwa

_ : ) _ il N
vom Querschnitte eines Elementarparallelogrammes (;_'llufn']z : ), 50 hal
: : o sin @ ,

.'\-

man damit ein Bild der Hiinfigkeit des Vorkommens der Fehler, zwar nicht
son absolutem, aber doch relativem Werthe; denn es leuchtet ein, dass die
Walirscheinliclikeiten fiir das Vorkommen innerhalb zweiler beliebigen

Stiicke der Papierebene sich wie die dariiber befindlichen cubischen Riunm
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verhalten, wenn man nur (Gleichung 9) » unendlich anwachsen lisst,
Sind W, und W, die Wahrseheinlichkeiten, dass 7 auf den Ellipsen-
flichen mit den Abschnitten @, und 4, a, und b, liegt, so ist also streng

i J"
Ii- Ji

o l-'rg o I ! E o .!
. ol ol | h*) sin 1 E B o
Wy, . / I ¢ "‘Fi-f”f $in
e L

| 0 0

—_— —_ 3

e —--|l|l.: rli -
2 RN (E2 k2 L n2 h?) sin® QP
|‘r£1| [ |‘I'!I.-'|- " L? {f; ;) Irf}lil F‘F'H r:'{:l
[ L
0 0

. iw {i{:} L ' . | L 1
worin fiir ——— noch d§.dy.sing gesetzt wurde. Die Grenzen beziehen
Sin

sich auf den Umfang von Ellipsen, deren Gleichungen aus Gleichung 4)
durch Anbringen der Indices 1 resp. = an @ und & hervorgehen.

Das Doppelintegral im Zihler und Nenner wird leicht durch Einfiih-
rung anderer Grenzen gefunden. Doch maige die Transformation des Zu-
sammenhanges wegen nicht nach dem iiblichen Verfahren, sondern wie
folgt geschehen:

Man denke sich (wie in Fig. 3) durch entsprechende Theilpunkte von
A4 und BE die dhnlichen Ellipsen gezogen und die Papierebene also in
schmale elliptische Ringe getheilt. Geht man von einer beliebigen Ellipse
zu einer benachbarten, so findert sich ¢ (Gl. 5) um gleichviel, welche der
Ellipsen man auch als Ausgang annimmt. Fiir jeden der Ringe kann man
die zu integrirende Function, urspriinglich ¢, als constant ansehen und
zwar um so mehr, je dichter das System Ellipsen gezogen wird, Bedeutet
de den Inhalt eines elementaren Ringes innerhalb des Winkelraumes 405
so 1st nun jedes der Doppelintegrale auf die Form cebracht

A

Foiir
s . O .
P

&, der elliptisch begrenzte Winkelraum 405, betrigt
..—[- .
£ — [ al Sin @ |
also 1st

7T :
(e = 1 (e.db ~b. da) St ,

1
%,

und sofern

F

0 0 :
e TR L : ad = bd' .
Sin @ St '
auch
Tt _ T ; T :
f!rf = y “'1:} — el .'I_I.I'I'I:II —— y |'II-' At rlr fl'rl'{':-l
d. i. nach Gleichung 4)
i f | r_‘l'h]
rg'I.E =

t  hk sin @

e

e —

|
|
|
!
i
|
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Damit wird das Integral gh*iuh

T 1 ’ — e . T 1 — €
; , : e det)= . ,
4 hksing o 4 hic sin @

i

-

und wenn man der Ellipse 2. unendliche Ausdehnung ciebt, W, = 1 setat,

wird
10) W= W, ,(1 iR "I“)_.—_ Ll g T U

5
W, wird 5 flire, = C'== (0,83254, log C — 0,92040 — 1.
Die halben Liingen der conjugirten Durchmesser der zugehorigen El-

linse. welehe die wahrseheinlichste heissen mag, sind

|

V U : : (. ; S A

11 d—=—, B=——, Worin V=17r,.—, U=nr;.— — 11,7496
sSin @ S @ @ 0 Q0

zu setzen sind.
b.
Die Wahrscheinliehkeit, dass P innerhalb eines Paral-

lelogrammes um 0O, nimlich gleichzeitiz zwischen zwel Parallelen-

paaren 1n den Entfernungen 1 yvon A4, -+ v von BB liegt, 1st cleich

21 d — N*u® ) Dk a — k2 * .
i | AFEE L i r.._—_{—_.f. . / e N du } : -:I_ =2 j e : dv l{a
I{J’,T : | 1/ 1 TI

wobei jeder Factor einzeln die Wahrscheinlichkeit der Lage von P innexr-
halb eines der Parallelenpaare bezeichnet.

Nimmt man # und v gls?ith ry Tesp. 'y, §0 wird die Wahrschein-
lichkeit fiirPinnerhalbdesdieHaunpt elli pse in thren I_'i{::ht'1itiplml~:tu11

mit 44 und BB tangirenden Parallelogramms (vergl. Abschnitt 2)

el W . 1 S
' W '."J+ ‘”_f? — 5 * 73 — i .

nimmt man aber u und » nur ]n'u},ml'thmﬂl 7 und 7, und ausserdem so

: : SN | .
rross, dass obiges Producet gleich - wird, so miissen foleende Be-

e

zichunezen bestehen:

#, Unter Bezurnahme anf Abschnitt 1 sei hier bemerkt: Sind 44 und &5
.uhstitnirte Gerade. so ist Gleichung 10) nicht streng, da zwar W, =1 wird,

Nimmt man je

TLLL]

aber nicht proportional dem Doppe lintegrale 1m Nenner bhleibt.
- ist es auch

.

h fiir die 2. Ellipse ¢, nicht unendlich, sondern nur - 5¢, SO
— # _
riaubt W= W, =& = W, [ =m0y ], auf7 Decimalen genan, zusetzen
1_-. k™ J
man foleert leicht weiter, dass B, selbst auf 7 Decimalen genau erleich 1 1st,
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: o el , Jeue kv i 7
W —=— "W, = e — 0,707 ; —— == — —1.560_%
0 or, Ty

Wie zu erwarten war, ist dieser Werth etwas kleiner,
0
_'.I

Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 zwischen zwel Ellipsen 1. und 2
liegt, ist

= 5 e L r'1-'
sl —a 0 " g 1

wenn die erste Ellilaﬁu die zweite umschliesst. Wiahlt man die zweite El
lipse der ersten unendlich benachbart, so ist auch

i}

s

Wy —W,=2 ' .c¢ .de;= W,

Fliir zwei andere benachbarte Ellipsen 3. und 4, ist in gleicher Weise

2

W, — W, —2e T e M Wy

und da nach Gleichung 5) dc, = de, ist,

nur wie in Fig. 2 und 3 (Abschn. 4.) gezogen denkt, gilt die Proportion:

wenn man das Ellipsensystem

12) W =08 Tie, 0T

b5, T
und zwar um so genauer, je dichter das Ellipsensystem angenommen wird.
Liisst man endlich » (Gleichung 9) unendlich anwachsen ,

so geht der Fla
chenstreifen zwischen 2 henachbarten 1*:111114;'.11 in einen Contour von

schwindender Dicke iiber, die Jedoch an jeder Stelle eine andere und P!
portional der Entfernung von 0 ist #¥). Die Gleichung 12) saet daher aucl
aus, wie sich die Wahrscheinlichkeiten des Vorko

Y] -

mmens von P auf den
Peripherien der Illipsen 1, und 3. verhalten. sobald man diese Peri

1|!!I_.']_il_"||_
als Contouren im obigen Sinne betrachtet.

Unter dieser Annahme mag auch die Wahrscheinlichkeit des V
kommens von 2 auf einem Ellipsenbogen BS (g,

b " =
I--

2 ]I{'l't.'l_'EJ]lk'l "-'~'l.‘l'|l'."."-~
sodass derselbe als Theil eines derartigen Contours betrachtet wird.

'n

Das zwischen den Ordinaten von £ und § befindliche Stiick der El-

lipsenfliche ist, wenn B — (St M)y © = (&, 1.), bekanntlich
£ - 0 N .
R A S e e gl &N
E=—8smo {—~—Va"—E&~ — s s L"H'{'.UH ~ — @aresin :
it _} - -5 % y i_l

-I i -
F{ ir ;

*) Zur Berechnung dieses Werthes diente eine der bekannten Tafeln flir da
betreffende [ntecral.

Bediirfte man der Wahrscheinlichkeit in Bezug

aut eine mathematiseli
.T.ili:il_'. S0 wilrde als :'IIJEI'.EJ.."-:'_i I_Eillll.ir 41l_'|' .I"].:i.l_'|||_'j|[';ll|_[|l ANZnsi ,Ll,_-“

schreibt, wenn 2 sich auf jener Linie bewegt. Hier kiinnen derartice Betrach-

das Verstiindniss der V

sein, welchen £ h

= L

tungen ausgeschlossen werden, da sie

ertheilune der Fehleg
nicht firdern,

als — in Gleichung 11).
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S . : z # A
Durch Differentiation nach & und «, wobet aber , & und &, con-
£l

stant bleiben, erhilt man den elementaren Flichenstreifen, welcher an AS
;|]|j_+‘|'t'l_'][;f,[. [i]] I'1i":_".:i 2 EU]I!‘EI{IHI'[T]:
’ a . 'L_;!' i E]
de = bsing | arc sin —— — aresin dat .
. il @
Derselbe Werth von de wiirde sich ergeben haben, wenn man anstatt
der & die 5 oder auch die Richtung der Radien OR und OS als constant an-

ceschen hiitte, denn es ist auch

r ; i 1-‘; } }F.-,. -
de =— b sin P ({.!'.n"n'_' St ||'| — qrc St 4'_';1) HTH.J s0Wl1e
| ;

de = bsing . arc sin ( da, ete.

\ Dreieck 4085,

Hiermit ergiebt sich nun die Wahrscheinlichkeit, dass P auf dem an RS

‘Dreteck !EHH“)

angrenzenden Flichenstiickchen de liegt, im Verhiltniss zu derjenigen,

*
[)

dass P iiberhaupt auf dem schmalen elliptischen Ringe liegt, von dem de
ein Theil 1st,

IRSY W 9 o e
15) — — — (rh"t‘ St = — arc sin
.” |_I.”: (e T

=) ',i'-' i"

- : 1||| B o
— (t’!‘i"r‘ ol - rc Sin . )

7L N li J

3 | (lh'i-lt*r]{ FOS
Tl i Dreleck 405 )

Hierbel ist stillsehweizend RS als Theil von dem innerhalb des Winkel-
e e ;E:]l'gf‘ll"“ J-:HEl._u_.u-m_'t_lequ' betrachtet worden. Auch bedart
SR b e Erirterung fiir andere Fille.

Die Construction solcher Bigen ES derselben Ellipse, welche gleiche
Walirscheinlichkeit erezeben, ist it Hilfe von Kreisen um 0 mit den Ra-
dien @ und b sehr leiecht. Von derselben wird in Abschuitt 10. Gebrauch ge-
: ,:-_r:!!H xl-,-i'-l*:lrll.

Wich' doin lotzton dov Nuslvtcks iy das Wakssohoinliokkoitavarhil-
niss in {;]"3.Ii;jll.lllll5'ljz bleibt dieses auch constant fiir “11;'71'1'!1 RS versehiedencer
Ellipsen, wenn sic zwischen denselben Radien von 0 aus liegen. Ver-
gleieht man daher zwei solehe Béoen mit einander, so gilt fiir sie Gleichung

12) wie fiir die ganzen resp. Peripherien.

L

Fiir kleine Bigen RS darf man Dreieck £0S mit dem Sector ROS ver-

tauschien., Construirt man nun wie in Fig. 3 zu der mehrfach erwilinten

Elhipsenschaar Radien derartig, dass je zwei benachbarte gleiche Sectoren-
lachen emschliessen, so erlangt man mit Hilfe der Figur ecinen Ueber
lick iiber die Ve thetluneg der Fehler um €. Denn die Wahr

hemnlichkeit des Vorkommens von £ ist dieselbe 1) fiir alle elementaren
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Fliachenstiickchen zwischen denselben Ellipsen und beliebigen benach-
barten Radien (z. B. fiir 1, 2, 3... oder fiir 1, 2/, 3°...) und 2) fiir alle
Sectoren zwischen benachbarten Radien und derselben Ellipse, woraus
man durch Combination noch verschiedene andere Sitze ableiten kann.
Zieht man iiberdiess die Peripherien von verschiedener Stirke an verschie-
denen Stellen, entsprechend dem Abstande von 0, so ist auch die Wahr-
scheinlichkeit dieselbe fiir alle Bogenstiicke desselben Ellipsencontours.
Endlich besteht fiir die Wahrscheinlichkeiten des Vorkommens von P
auf zwei Bogenstiicken verschiedener Contoure oder innerhalb der ANIETEN -
zenden Flichenstiickchen die Gleichung 12). Z. B. in Bezng auf Theils
der Ellipsencontoure 4B und A, B, in Fig. 3 oder in Bezug auf die an-

1

grenzenden Flichenstiickchen ist das Verhiltniss der Wahrscheinlichkeiten

5 )
p W ':.- L-\.:--

10.

Als wahrscheinlichen Fehler in der Bestimmung von 0 wird
man, ehenso wie bei Betrachtung der Fehler # und » allein, denjenicen
bezeichnen, welcher ebenso oft iiberschritten, als nicht erreicht wird, und
als mittlern Fehler denjenigen, dessen Quadrat das arithmetische
Mittel aller Fehlerquadrate ist. Es wird sich zeigen, dass zwischen beiden
Grossen eine constante Beziehung stattfindet.

Der wahrscheinliche Fehler ist nach verschiedenen Richtungen
von ) aus verschieden, denn verschiedene Punkte der wahrscheinlichsten
Ellipse haben von 0 verschiedenen Abstand. Will man nun nicht diese
Ellipse, ndmlich ihre grosse und kleine Halbachse als grissten und klein-
sten Werth des wahrseheinlichen Fehlers, angeben, so muss ein mittlere:
Werth des letatern abgeleitet werden. Es findet sich dieser zu

= 42 L B2 (% L 72 |
14) H——_I _E- —[ ( E ):,:-';uf;f,
wo A4, B, Uund ¥V dieselben Werthe wie in Gleichung 11) haben.

Geht man nimlich wieder von einer grossen Zahl endlicher Fehler aus,
soist, wenn 4P in Fig. 3 die wahrscheinlichste Ellipse bedeutet, der cubische
Raum iiber dem an 45 angrenzenden elliptischen Ringe der Ausdruck fiir die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens des wahrscheinlichen Fehlers liberhaupt,
und es ist erlaubt, fiir jedes der Flichenstiickchen 1, 2, 3. ete. den Fehler
von der Linge des Radius von 0 aus nach einem beliebigen Punkte der
Fliche, etwa dem rechten iiussern Eckpunkte (von 0 aus gesehen) zu

nehmen. Fiir je drei henachbarte dieser Punkte ist nach Gleichung 13)

ey
urre

gresm — —arcsin : = rcsm — rc Sin
A A A A
Bezeichnet man diese Differenzen mit di und ist 4B in n Theile zer-

legt worden, so erkennt man leicht die Richtigkeit der Gleichungen:

|

1
1
,l

e a———

e i i e ————
EprE——— S

e S —— e i
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T .. i
n.dy = 5 arc Sin ;1 = p.dP = Y,

wobei W von 1.dy bis n.dy oder von O bis - bel unendlich wachsendem

2
n geht.
Es wird ferner LE;; — Asiny, ny, = B cosy
_JL'P — A*sin*p - B?cos*p - 24 Bcosp cosp sinp
an
2 4%
und daher R*= r-‘]“ ~ worin der Zihler die Summe der Fehler-

quadrate fiir die halbe Ellipse iiber 404", der Nenner die Anzahl dieser
(Quadrate bezeichnet. Fiir unendlich wachsendes n und bei gleichzeitigem
Uebergange von dem elliptischen Streifen zum Ellipsencontour selbst wird

-'T
s WO ) 5 4° + B- s ;
R*— —. Ay dp = —— . oder nach Gleichung 11) auch
| A '
i =
-yl i 0 P
. 7 “r-'l‘ r i IilHr‘! o o -I"I- —I_ Fa”
1.?' H": - e | ,_I.:,' ‘; = 1’1:}2:5 Y . 1 i'..'._ :
20° $in ~@ Sin g
1.

Nimmt man # und # allein in Betracht, so bestimmt sich bekanntlich

das mittlere I_'1D]l]531'flllﬂf-l1‘}11. fiir # oder » nach den Formeln

o0
[]
E —
IR [ fd u
'y
. i 1 ry”
-‘I.il|r R —— : 7 e r — P
. : e, , ghe 1 G
1b) « | — 2 g2
"y (& il 1
'I'|
0
5 1 ra®
My~ — ST ey -".l *
4 2k~ 20°
in _ Mo 4 . y ; .
Ny = L und £, = ~ sind dabei bekanntlich die Abscissen

sin
d el i|!Il1_*.'ilun,ﬁ_'lﬂ,anktu. der Wahrscheinlichkeitseurven iiber B8 und 44

sin o

(Abschn. 3.). Im Falle sleichzeitigen Vorkommens von u und » gestaltet
_-'|.:-|l die ]'{F_’E.']lII'lLi_!l;_" I-._;{:h'i‘ i‘;’]]-““;_-.h_F WEenn man nur "l,-'Lll']H_'l‘ :“E‘. g_‘j'l{_'.iﬂ_'.}!‘r'l.'é'llll'-
scheinlichen Fehlerquadrate je zweier Punkte mit den Coordinaten &, %
und (— &), 1 vereinigt zu

2 (8 4 7).
Dieser Summe entspricht die Wahrseheinlichkeit w4 und es ist daher fiir

||;|-' !|:r1-i-|1‘ Iil'lllil‘l"l‘ll_lr'ljil .I--lh}EJ_.II a.fl.-j.

I ]
e

. {n'_,, (£ 4+ n*) } die Summe der Fehlerquadrate, wenn
22 wy als deren Anzahl angenommen wird.

Hiermit ist das mittlere I"I'-|1]{-1'|1|Lurl rat

'-;ﬁ.-'_'.

o
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/ / " Iiﬁ‘l -—[— ]"iI‘JI as . dy '
£ E.i|.
3 0
s — e oo T — 1
f / w4 . ds . dn
e/ e
il il

E'.T u"-! Jf T = . ST I.fif 12 ! T I

/ s S —— ’ SR R Al / ' !

; 2u = 2 21 |

i ] L I [ |

|

auch |

‘-”3 = .‘I—r- ( - 1-: "]I_ - I'-J ) . . o : 0 _]l_ | 0 i
dhksin‘g \2k* ' 2K/ * Ahksin®@ 242 T 2427

oder endlich

; m,* —— My° S |
i, T — — e ¢ 11:1!11'1'
L sin= @ 20° . Sin “g@
M* = R*:(C%; R?*=0,69312M%: .R — 0,83254M . %) |
Dagegen ist bekanntlich allgemein L
r=0,67449m .
12.
Gab die walrscheinlichste Ellipse in Verbindung it F'ig. 3 iber die
Vertheilung der Fehler Aufschluss, so ist jetzt in R oder M ein Maass
fir die Genauigkeit der Bestimmung von gefunden. Es frag |
sichi nun aber noeh, ob man durch die in der Praxis iiblichen Genanigkeits- I
angaben (den mittlern Fehlern der Coordinaten von () immer M ableiten |
kann. Jedenfalls wire dies moglich, wenn O auf ein den Geraden 1.4
und B paralleles {.1“!.11'%“[1&”“1]%-:}'.‘5!i‘f]] bezogen wiirde. KEs sei daher in
Fig. 4 AVV ein solches System; die Coordinaten des Punktes 0, welchoer |
hier mit / bezeichnet ist, mégen abweichend vom gewidhnlichen Gebrauch
als senkrechte Abstiinde von den Achsen angenommen werden, damit fii
sie m; und m, die resp. mittleren Fehler sind. Fiir eine andere Achse O3
unter der Neigung ¥ zu O wird
; & Sin (p — YP) — y sin b
F 5. __.a'é-a'f-_;; ‘ |
daher ist auch
: : my = sin® (@ — ) < m,> sin® P
18} my~ = 2 ' :
Sin=
wenn m; den mittletn Fehler in «” bezeichnet. Fiir eine zweite zu 9,
senkrechte Achse D%, ist |
; _ :
' ") In Bezug auf die Berechnung von M lisst sich eine dhuliche Bemerkung 1
machen, wie bei Abschnitt 4, geschehen ist. 1
i
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T y i B
; M= cos “(p — P) —— My~ COS ~Y
M, = — -
: sin® @

)

daher

iy i F "r'”[-{ + ;H"l;l ip
"'[I'- = e | P — —— — — ].I'r" 3
3 SIh” P
d. h. ,,ein rechtwinkliges Coordinatensystem gestattet im

mer die Berechnung des mittlern Fellers M.“©

19.

Wiihlt man O, und OB, so, dass sie einem beliebigen Paare con-
ineirter Durchmesser der Ellipsen parallel werden, so kann M ebenfalls
wie oben ans 'den mittlern Fehlern der Coordinaten berechnet werden.
Dem Achsenpaare DU B, migen in Fig. 5 die conjugirten Durchmesser
(04, nnd OF, entsprechen, die Ellipse daselbst aber die Hauptellipse vor-
stellen. Dann betriigt die Wahrscheinlichkeit, dass P auf dem unendlich
langen Streifen zwischen den beiden zu OF, parallelen Ellipsentangenten

dureh .-FE und .I._; ]it*gi’

E “-”,r‘. .r.'.F'H e - : ( E2 L2 ;r:? 7,23 e o 0
W= - N A I ’ g A g i / rf;: -l'hj sin Q
T e/ o

worin %, und %, die Ordinaten der demselben & entsprechenden beiden
Parallelenpunkte sind. DBetrachtet man 4, 4" und B, B,” als Achsen der

& und 7, so ergeben sich nach und nach folgende Formeln :

R | } iy 0} PR ) | Ly | Fij Fay F g5 S | 3
(&= k= m. k) sin“g = (§-. k'~ n=-.1*) sin~@
ds.dn.sing = d§ .dy sing’ ,
0 b
4 .’?r."lu sin (] ! — ..’:" J'J"I f'r"' a"'rrgl 8t *© “.- - :
W = : ’ e = gl : ‘F ds dy sin g
i F (¥
i) —_—
5 i .llll..
- \-- r’ ) . # Py i m r
A 2hic sin @ — 9212 sin? g :
2 . e (l I
l'll;- £ f I ¥
L

Hierin bedenten « und & die Abschnitte der conjugirten Durchmesser 4, 4,

nnd B, B, . r;a den 'f1.r|‘“jl:|4-_'_l;|'['.[13]|'-ﬂ‘.1ri]"1-;|*I ']r'r-""'l'll'"“”:. ferner ist fiir 4 und &

; L ’ L
(i r— T — = 2 0
o sin g It sin '
'li 1 I'|:|. "f1te
-".l- 8 : f}llr
-rl . ."-' 1 : ||l . _..- _r-
’ f - 1 r.".rr : WOl |'I.r,"|r SN flf = i,
' 1l sin op
ALY |_-| -i-'-g Vi .I'I'__"I'5|i'r|r|r'|| '4'-||'-||']||i||'._'r':|| {11 Hf |||||] ||r.ll .I'r.rl |l!||ll /i
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=
¢ rF Py i ] i
Ry e A
f df = ———, dablsing =op.
i 40" sin "’ 5

Denselben Betrag wiirde man erhalten haben, wenn urspriinglich als be-
stimmende Gerade die conjugirten Durchmesser 4,4," und BB, mit den
wahrscheinlichen Abweichungen -} »," = + b sing' und +7, = -+ a'sin o’
oder den Priicisionen 2" und %" gegehen gewesen wiiren. Ueberhaupt er-
hellt, dass sich die Geraden 44" und BA immer durch belie hige

) - - . "
Paare von Geraden ersetzen lassen., wenn dieselben und ihre

wahrscheinlichen Abweichungen so gewiihlt werden, wie 4, 4," und B, B,

mit +7," und —I—;*._,’. Denn zunichst geben dieselben auch dieselbe Haupt-
ellipse wie die urspriinglichen bestimmenden Geraden nnd daher geben sie
auch dieselbe Vertheilung der IFehler und dieselben Werthe M und R.
Zugleich ist soviel ersichtlich, dass zwei bestimmende Gerade sich

immer nur auf eine Weise durch zwei andere. senkrecht zu
einander befindliche Gerade ersetzen lassen. Um z B. zu zei.
gen, dass man den Werth M auch dureh Anwendung von 4, 4," und B, B,

-

1
1

erhélt, hat man folgende Rechnung,.
[

| 1I'||Ii

Aus den Werthen der wahrscheinlichen Feller senkrecht A
B, B,", niimlich

o F g Ir.l" .' W 3 F F =1 . &
und dem l:*.11t.~';1u'uu]1{-=nden mittlern Fehler
J ' ) £
My — — o = .
ey 2 : 0y 2

olet mi ilfe der bekannten Relation
folgt mit Hilfe der bekannten Relat
(® —!— e = g2 —JI— fr'g,

R Lalr. . . 2 r SN 2 £2 D

7 Ty Sl - To © M= - my _m —+ m, e
Sin® @ st sin* g sin- @’ -

r - & & . (] -

my und m, geniigen selbstverstindlich auch der Gleichung 18), wenn man
die Achse der o resp. mit 0.4, oder Op, pm'nlh‘*] nmimmt, Im erstern Falle
ergiebt sich z. B. succesive:

Fip P1 i

, - F F P . I .
JH] == 5.9 3 J'J ===0" S (r 'Llﬂd [_[.‘1 il Sin P == al sin 0, auch
= -
, absin iz (ab sin @)* 1
)‘i o - 3 Hn'l T == 9 . pop @
‘L 20° i

y

Die ]*]l”}'Hi*atg‘lﬁiuhmlg liefert ferner fiir den letzten Factor

1 sin® (gp—1p) sin® i
i == e AR : daher 1st
a - (= Sin* o b= sin-q
f '_P N .._I‘ i ; i ‘... LS III i _'. i ..i.ll iy l_:' - |,|~ | i .\_.' i 5
Pyl (b= stn~ (gp— iy —{— (=S W) sm- o  Mmymant \g—y ) =T My Sin Ay .2
J SS— . e - I 3

Das il m 5 s
~UT LS o SHR™

S ————

E—— e

e e —




————Tr—Trre —

—

Geodiisie. Von Friepr. Ros. HELMERT. 15

= e i

14.

Lisst man den Endpunkt 0 des zu m; gehorigen wahrscheinlichen
Fehlers 00 = r,, der allgemein mit v bezeichnet werden mag, alle Lagen
aum O durchlaufen, so beschreibt er fiir die Hauptellipse die bekannte
Fusspunkteurve (Fig. 5) mit der Gleichung

§ 2, sin® (p—1) + ro’ Sin
k W  sin? Q@ 8
worin v und % variabel sind und r die wahrscheinliche parallele Ver-
schiebung von A, 4, unter der Neigung v gegen AA bedeutet. An den
Endpunkten der Hauptachsen tangiren sich beide Curven, v wird dabei

ein Minimum resp, Maximum, Der spitze Winkel 9 aus der Gleichung
19) 7,2, sin 2(p—1p) = rot Sin 21
entspricht der Lage der grossen Achse, falls ¢ selbst spitz ist.

Im Allgemeinen lisst sich fiir 0 noch die leicht beweisliche Proportion
angeben (Ihg. o):
(0" : 00 090 =10,0, : 0,0 6,"0,
wobel 00 senkrecht Q0

= ]

15.

Wie schon bemerkt, lisst sich die specielle Vertheilung der Fehler mit
Hilfe von Coordinatenachsen parallel irgend welchen conjugirten Illipsen-
durchmessern stets angeben, In der Praxis ist man jedoch auf recht-
winklige Coordinatenachsen angewiesen und diese gestatten nur die Be-
rechnung von M, da man kein Mittel hat, die Ellipse aus zwei beliebigen
zu einander senkrechten Radien ihrer Fusspunktcurve zu finden. Wollte
man dennoch z. B, aus 00 und 00, die Fehlervertheilung ableiten, also
damit verfahren wie in Fig. 2 mit OM und ON, so wiirde man um so gris-
sere Abweichungen von der Wirklichkeit erhalten, je weiter sich 000, von
den Ellipsenachsen entfernt.

Liegt z. B. 000, in den Halbirungslinien der Winkel zwischen den

Hanptachsen, so werden 00 = 00, =1, () == 00, ,
T '._;' @ 3 '1-_' I-" i I 't I_J o r.._l 'T|I AE I.;I ¥ g I;" I_'I I'-. :IH\I | ' I-;I {'1|.- -I-E 1';‘
N Ol sin“log—yw )11, sin= ___J1 TR ] 0 B A R 1
L e ; ¥ o . : !
sin® @ sin®
A L
1 i L i 3 IIL e ? 4 #
281n° @ 2

00 und 00,, in der angegebenen Weise benutzt, wiirden fiir gleichwahy

cheinliche Lagen von P Kreise nm 0 anstatt Ellipsen ergeben

Bedarf man daher einer genanen Einsicht in die Gruppirung gleich
irscheinlicher Lagen von P um 0, so muss anch fiir eine Coordinate

I" in Bezne aufl eine dritte Achse der mittlere oder wahrschemnliche
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- e i -

Fehler berechnet werden, was. wie sich spater zeigen wird, nicht viel

Miihe macht. TIst die N!?i;ﬁlm;ﬁ" emer der drei Coordinatenachsen
Hauptachse der Ellipse gleich *E..n'f, 80
Quadrat des mittlern Fehlers

:'- e b i i .y ¥ £3] = i F
H‘Hj e = ;Jz'l" . COS= 1 + m,= . Sin- {171

wenn 7y und m, die den Hauptachsen entsprechenden mittlern Feller
bedeuten.

B reTy |I &
u:_1 = 1 |

18t fiir die betreffende Coordinate das

Setzt man nun fiir drei Coordinatenachsen resp. P =1, P’ = P 45"
und @ = 9 - 90°. s0 hat man zur Besimmung von m, m, und
i s Lot | | % i 9 my” =+ my®  omy? — m,? :
=~ = 0y~ €08 “Y — Mo~ 8T~ = - = o = = . COS 2
3 | i 3
| - m~ —+ m,* My " — m, .
§ My° = el — Sin 21,
m< + m,>  m?— m2
0 & i P ] by” —— s
fy* — 2 > cos 20,
# 2 2 |
Iithrt man abkiirzungsweise noch m, fir 9" = ¢ - 1359 ein, wo
i | Ly o | i
. iy T My~ My~ — My
+ ) F 7 N I | 2 . I s JOREL S
Ly~ = m;” + my® — m,? = = | - sin 24
s0 wird
i Ly Ry F | i)n ij LY
][mjv—m._.-J- = (I — my=)* — (n1,° — m,2)?
][_m]‘ T+ my®) = (m,® + m,?) = (m,? L m, )

Z1T T‘ml‘m-]lnnng von my und m,. Damit besimmt sich anch P ans einer de
obigen Gleichungen. Die zn my und m, gehirigen r sind die Hanptachsen
der H”iirﬂi‘.

16,
Nur selten kommen in der Praxis schiefwinkl; oe Coovdinaten
Systeme vor., Die wahrscheinlichen Felhler der Coordinaten cestatteten

hier anch dije ]"‘:E‘!]'E'!ulllﬂlllg von /M nieht und liefern nur zwei Paar

gegeniiberliegender Punkte der Fusspunkteurve, wenn die Achsen nicht
zufiillig parallel conjugirten Durchmessern liegen, was man indess nich

vissen kann,

Polarcoordinaten iberhaupt alle solche Coordinatensysteme,

welche am Punkte zwei zu einander senkrechte Richtungen

markiren, ersetzen in jeder Bezichung rechtwinklige Coordinaten.

Bestimmung der Genanmigkeit eines Punktes aus der Angabe mehrerer von einander

unabhéingiger Geraden.
17.

Benntzt man zundichst ein sehiefwinkliges Coordinatensystem mit dem

Neigumgswinkel @, so sind die (vleichungen der Geraden im Anschl

NSS an
Fig. 6, wenn p nnd ¢ die Absehnitte der Geraden auf den zn den

& und y
ii']lTiI'l‘l.']Ih‘H _'U_'hum: ]:u'*;e:wir_-]mrwn

B —————

e
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Y
/1 1

P T

[Ferner mogen & .... &

NATET .r‘_._ I-".l" YTl tln"jl

fi /i ||i|' f"nin.'r»..»w :ln'l'

| ow o w i
nannt

Abstand ¢

1 -

Iiulul' Ill
[ |
v

(rerad

Von

TR R e

len sem. un

F'RIEDR.

Ror. HELMERT.

£Ly ,"'_-'".-'.l
£ |

TH _Fj."n'

d m,

= SiN @.

die 2 Abstinde eines Punktes P mit den Coordi-
m, die mittlern I'ehler,

(GGenanickeit — in Zukunft kurz Pricisionen ge

der einzelnen Geraden bedeunten.

Dann 1st zuné

ichst irgend ein

1 ! ok 150 P .
i — ( : ;:) sin y —I— : Sty —1]
5 5 ) '
99\ ST (] N @
LSt oWy hor LT
r — oL e . .rl - —— i
g r [
oder auneh
TR J i/
23) e=—At+a.= + Y. =
A | .:I'I ) -.-llll II'|| 1'

worin der Abstand A der Geraden vom Coordinaten-Anfange als Beobachtungs-
oriisse, zu der m als mittlerer Fehler gehirt, erscheint, 7 aber die Liinge der
wischen den Achsen bezeichnet. Bekanntlich werden a und y
die Wahrscheinlichkeit
ein Maximum wird; also, wenn 2, ... 7,

e T T |
\reraden 7

so bestimmt, dass des Zusammentreffens aller

[14':‘|11';', '|.:ii':|].lll']l I]I'l’ ,-Il\|=-1:ét::illf.-|‘1' € 4
die Wahrscheinlichkeiten der Fehler Null senkrecht zu den verschiedenen

(teraden bezeichnen, und e Basis der natiirlichen Logarithmen ist,

L T TP b
— (b e T lp’ & o %) gy
' EaE T == I .

y 144 e | (2
(70 - a v o oo o] — |

].I:I'E"‘ 15t Ii.f'lt"i':_'hi_.'i"l|_|"*|i1.="|51'-!L l’:‘]iJ[ i '.J"'r-"l .[-.‘;rj — Min,
1
inden sich fiir die wahrsecheinlichsten Coordinaten & und y

arans

: Nl
die (sleichungen

1}.1 7
i) e A
— (), — (), oder ausgefiihrt
£l 7 ; il : s

CA

Yy <=\ : : HJ = E{ ] f’.‘l) — 1),

. I 2 {-’ 1 JII. - - (; . II,-') w, t,*(firf J,u'fn) 5

mit @ -—:— i\,

l'l'll fl:u'ﬁl-]'n- ].:|:_"1'=I,| r[-f'r:: |'|1.!|!{1l'r f'._ I]':'.":Hl'll 'i‘-mn'u]i||:ti+'1|

y -+ v bezeichnet werden migen, ist die Wahrscheinlichkeit des IFin
F'etenns .
— 2 (* . d &%)
W .= Max . ¢ '

Werth der Wahrsehieinlichkeit fiir die wahrscheinlichste

enn Max, den

Lage ) des Punktes P hezeichnet und
¥ f ) i
] | f / (27 —+— 1 ! A L¢ | 4 f | / / Al
W1 ||:i| l]i]ll' (11 _.']J. |_||-,'-' -r"_'r!'|1
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P J?.-F r_llfl ] I
— 2 (H e T 2 e
If::,u: Max . e 1 ! + ¢ ) L
|
|
|

)

|
et [‘*‘j -
—
(7 i)

{ — MHax . e

Die ¢ sind hierbei die Abstinde des Punktes (x + u, y 4+ »), oder

kurz (u, v), von Parallelen zu den bestimmenden Geraden, gezogen dnrch

die wahrscheinlichste Lage (@, ).

Kiir das Max. selbst ereiebt sich noch
¥ - s o .-'l‘:: I._-'-IlEI'.!-"l.El]
26) Mae, = () s e « W) 8 k '

worin & die der wahrseheinlichsten Lu,g;[t- cult.s:'.preuhmwlmi Abstinde von den
Geraden bedenten.

Man sieht leicht ein, dass diese Resultate unabhiingig von der beson- |
' deren Lage der Coordinatenachsen sind und ist daher zu dem Satze II
! berechtigt:
' Ist ein Punkt dureh mehrere Gerade bestimmt, so |
'- liegen (nach Gleichung 25) um den wahrscheinlich-
'- sten Ort desselben alle Lagen gleicher Wahrschein- il
lichkeit auf conecentrischen, dbnlichen und idhnlich !'
liegenden Ellipsen. |
| Damit ist in der Hauptsache der allgemeinere I'all auf den besonderen |
| zweler (Geraden zuriickgefiihrt.
| 18. |
Fiir die weitere Ausfithrung mége zu rechtwinkligen Coordinaten
achsen iibergegangen werden, da schiefwinklige sich nach Abschnitt 16.
. weniger empfehlen. Indem @ = 90" wird, gehen die Gleichungen 21), 23), |
24), 25) iiber in
27) 0 = — 21— x cosy + y sin y, (allgemeine Form der Gleichung
einer (reraden), 1
28) ¢ = — 4 — @ ¢cos y 4+ y sin y, (Fehlergleichung), und ||
. o SO AL e 21l g e S R SUNED A sniy - & i1
‘_’!fl} j - P .2. LIE.,{US }),l-'— 1 2 ILfr _r rfi.\ f’ z:.i'.?i'f:] —f— P Is'r!.ﬁ rr.m f..l = {), |
| —a ., 2 (k% cosy siny) -y . Z (k% sin?y) — & (h* 4 sin y) = 0O,
worin y den Neigungswinkel der Geraden gegen die zu den Coordinatena
senkrechte a-Achse bezeichnet.,
Hieraus folgen 1
=N Zh*; h"rl_-;lflu sin yg — Ag Sin yq) Sin(ya— ¥} 5
200 L y=N_3F [h=, !’r""'l_.;-{i“ €os Yg — ﬂu"" COS Vo) Sin (Vg — }'.‘f!":‘ i
N o= o 2 [h2 }'rfl:l.--; sin® (Ve Y 5) s |
2 m Bezug auf alle paarweisen Combinationen der Zahlen 1. ... # (ohune
Wiederholung).
["erner 1st
1Y W e Mamee T L TR X R i
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fiir das Maximum von A oder fiir das Minimum der Fehlerquadrate nach
{”L.‘.IL']IHHH' L’i;::l

S(—Aeh)——. .li . ;] :’r”"’frﬁ,g"’ff},"U.FSEH{}'H - ;L'I,-;) | Ao sin(yy —}*I,fj—]—ﬂl,{sr'u(}f”-— g;_' . |

. Tk + Ay Sin(yg—ya) |

wobei die Indices « ;'3.';* unter den Zahlen 1 bis n alle Combinationen zu
drei mit Wiederholnng bilden. (Index p und Winkel y kinnen nicht woll
verweehselt werden, sodass die Bezeichnungsweise auch nicht zu Trrthiimern
Veranlassung giebt.) Zieht man zusammen, so wird fiir Combinatisnen

ohne Wiederholung in der Snmme rechts

: - 2) 3 1 {ar pe -t i Ly {as ey
2 l. ‘J‘E’f’j} — ¥ x [UE” jf"j‘ ﬁr ) - | ho Si72 \ip Uy = '}‘.-"J‘ St () Y flv ]
— S 4 a ded W :
i e S g ! L P ] A .
- Ay Sin (v ¥5) ’

Speciell fiir 3 Gerade sind die wahrscheinlichsten drei Ahstinde ¢

LE _— 1:"'.:'-‘ J'Ir.l"_:l'-' : .';a'—r";j".” l-.-}',_}r,::l : { ‘1[ - -""l".ll'.ilf:ll: }IJI._.} ._'Ij'_";ll'_?' :"'-I;JEI:;'IL: __l}’[:l ._l_‘j_l; Slillill" [::Irl _:r_h'l j! :
T 2 2 == s .

r._.'—.1'r.ffi"-fe::‘.bm!_“_—}:,IJ,-{ s = },

eg=N." " by sin(y,—y,). 1; e — s }1

woraus die Proportion folgt, wenn man nur die absoluten Werthe der ¢

]_u;lrl"lt:.ri:'éil:llﬁgi :

Bl ey Byt s B = Sy 1853 8y,
w

WO Sy, §,, 8, die 3 Seiten des fehlerzeicenden Dreiecks ceceniiber den

Winkeln ¢, —y,, 9,—, und p, —y, (ohne Riicksicht aunf den Quadranten)

-

bezeichnen. Die wahrscheinlichste Lage des Punktes Lisst sich hiernach

b

leicht construiren. g

19.

Um die Lage der Ellipsenhauptachsen zu erhalten, werde das nach

der "-'-'?l]ll'.“-f’lﬂ"ll]“(‘.[JHTE"]I ]’TIH]{[L"I,:';_""E'?- ‘-'L'l'HL'.lli'!]H'.‘]H'*. 'l'.-_.-riHill'{-“'llitf.f".ﬂH}':’-—if'E‘I]I um den

Winkel 9 gedreht; es ist dann zu setzen fiir die urspriinglichen o« und »

ansgedriickt in den neuen Coordinaten «" und o'

I

u=u cos P~ v sinp; v=—u siny - v cos .
Wihlt man nun w so, dass der Exponent von ¥, , rein quadratisch
wird, so bezeichnet das neue Coordinatensystem aunch die Lage der

Hauptachsen. Aus Gleichung 31 ) folgt

oy J L 2 = Z (B* sin 2y) : 2 (k* cos 29) und der Exponent wird oleich
(¢°=u~ .2 |h® cos* (y—9p) ]| + v?2. Z [h? sin? (P —7) |.

Die Coefficienten von #? und »? sind die Pricisionen in der

Bestimmung der Lagen der Acheen der # und v, oder der

Dasselbe ist bei 7 Geraden immer dadureh zu ermiglichen, dass man mit

Il-ii 'I'! H':- j-1'-||:-]--|- |.-i| AV E f'|| I ;.-’_'.','l-j 'I'.'r-|-,-1|||- 'E |ir||! = :-'.‘..‘.u'i ;1]]4|-‘-h'|- _'ZII|r,*-'1.i||]]j'|:.
| |---':-_|||| einer dritten ""||1~_. mit der gie sodann zu einer einmzigen he
nenden Geraden vereinigt wird, Man bemerkt leicht, wie dieses Verfahren

' vunschten Ziele zn {tihren im Stande st
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Hanptachsen selbst, und die diesen Priicisionen entsprechenden wa

scheinlichen Fehler gehiren als Hauptachsen zu der Hauptellipse. T'iihirf
man den Werth von ¥ em, so t'-.rg'lr'.ht sich die Pricision fiir die

r

Achse der u, d. i. auch die Priicision in der Bestimmung der Coordinate

u’ senkrecht zu dieser Achse, gleich

R TR T T T 3 217 L .
(A= sin 29) )° _;I_ | 2 I:IJ"I-!“ 08 L]jl [ 7

1 LI e

S0 ) __E= 27 Li

fiir die Priicision in der Lage der Achse der v ist die Wurzel des letzten
Ausdrucks negativ zu nehmen.

Lage und Grisse der Ellipse sind unabhiingig von der Wahl des Co
ordinatensystemes; fiir die Grisse der Hanptachsen ist dies unmittelbar klar.
Die erste der Gleichungen 32) zeigt ferner, dass (v ) fiir Drehungen
des rechtwinkligen Systemes constant bleibt, daher g

That auch fiir die Lage der Ellipse.

AL

Zur Berechnung der Pricision in der Bestimmung einer der nrspriing
lichen Cloordinaten, etwa des @, suche man zuerst die zur Richtung de
x-Achse (oder Achse der u) conjugirte Richtung, indem man die y-Achse
(oder Achse der ») um —90" dreht und % so wiihlt, dass ¢, der Exponent
von ¢ in dem mit Max. bezeichneten Ausdrucke rein quadratisch wird. I
ergiebt sich nach und nach

.' ] ¥

0 =— T . )] — “: I"!'IJII 'Il_'r .!-— 1Y 5[ r=ll1
r i’ L1 3 |

— ¢ S (P ""i' —1— ¥ ¥R 1 }
i} = | i | b e | fr -’r
st v ( —— - '-
t sin l

i I-'.I ¥ |I l-f ) | T |.\.‘I y = i ; ..I A i 3

o £y 11 I||r||I 1‘_:--'.|i'|r rl!, Fi .'I I I_.-_\.-r “_I .||!I ||'I||I.'I ‘nl Ii

Lr=— U~ . = WS T T V7. = . ]
|'~II|?.‘I||II- r.:r .._II !

S

nund fiir

n oy i ' | % B o W o ..'
fan P = 2 (hesin~y) : 2 (h= cos y sin y).
Fi}

Der Factor von u - ist das Quadrat der Pricision in der Destimmuneg

- - i & r " . ui " & 4 ’ f

von « und werde mit H#? bezeichnet. H,  sei die Priicision in v und #,

& - - " % ® e 2 | ey I ¥ ¥ ' %)

diejenige in der Bestimmung von y, welche Grisse #, aus #| durch Ve
tauschung von y mit 90 4+ » hervorgeht. Indem nun

I

= o |
it 1

[ (82 sin® p) ]2 : {[Z (&° sin® y)1* + [Z (2 cosy siny)]*} .

r / J i

fam

eiebt eine leichte Zwischenrechnung

I oy gy 1 . _
b | /4

y ] I fff: 2Hy : -'“—1‘-'1 I;\-HI-E'.'I iy - :rl : .}.1 l:;_.l'll-:'l”'. ."-?."I-"-' £ ;."J T e [’Il'r COs ,.:. Sth .-I' I i -\ H“':"I'I- .II
s et iy . R RN | ST -
] ‘|_'| I.] |.-. t' ‘III.‘IiII Pl S I I _\ " -: |._ Jll! 7 1‘\"II'-I|III 1) }Ii

und damit 1st

b} 1"'3'11.‘] =] 2 5__.-".f.'l r‘n,*-."" ) '\ 1I|-'||-'EI‘ 11 'l!ll"i{'h]illl'_;_ )

y/ 9 )

'IlI ||.L‘.1' :‘“::If“,-: -I_-| |i|--_'

e
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Ferner findet man
i, - [ X (h* sin ) - 4 |.l (= cos y sin y) |

- |
L

Nun 1sf

L] 5 ) a1 E)
-\ i _'.L :fr St~ ﬁ
f ' ¥

| ] Pl 2

nr*l [ |
Jj A :— a" ¥ =l L | - ' i
| - " _ _,b"l;llillll- { & F - LL ' 'l' -!

Wil LB

nnd somit auch M- = ) Sl

L1l

Dicser Werth muse sich auch aus den Pricisionen senkrecht zun den
V. und m der That 1st

i
|

| l ' SRR, =, T Sl v 5 T
|".!!i1|-..--. nhauptachsen ereehen '-.‘-'i‘lé_;]- fll"lt‘”ll”.ﬂi <)

. 1 1 ~ Lo F jurh s
= (—————— + | ) — N, W,

wobel
d |} -—II.I

S o = w4 R L
E |,"" 1= 8in ‘:_:'“f'l =i [ (= cos 2w ]

1

ITeberdiess eeniicen anch &, und

(' 1 1

| ) - sin® 1, wie leicht zu zeigen 1st

|I der Gleichung

_.]_-"r;"'J l 2 r'rJ'r!L'I

,n',*'l -|-.|.'l H. werden auat 1I_|n;-].~;.'l‘=lj'.1|' Weise auch aus ‘.léli'i':_'lllL.ll;' 44 :_'J[‘fi'l'sl

t '1.|.,~,-1 = | R= A r'l'-'.‘-":': = —— ] -1115-:1, — ._-,I,__fa' A SR Y | ={J,

1 f : = ko
lenn, Detzt man erstens dasel

gso eht 2 1 (1 : H,°) tiber: wird zweitens der erste dieser V) erthe Null, de

]

ich (— 1) gesetzt, so geht ¥ 1 (1: a"_e"_"': iiher. DBedarf man nun

- TE e A0
FRL e ]I | - .
Far i - = 1 8 5 =

i

il noch fiir eine andere Richtung (vergl. Absehn. 15.), so nehme man dies

" transformire die Gleichungen 28 und 29) und verfalre

ich der Terme der Gleichungen, welche @ und y" nicht

s Achse der

nun wie oben beziig

r

enthalten.

3

)
Hiermit ist denn der alleemeinere Fall mehrerer Geraden auf den be
nderen nur zweier Geraden zuriickeefiihrt und es bedarf nur noch de
' SaEL ||_].- NHenrewonneieil !'1-'-'.1Il«"j|.l HIii |lE'|1 -”ili.“«ilt't'f!||_"||tli‘l|

d alle Gerade bis aut zwel 1n 1"'1I'rr'—'|'”

Ll

tritheren 1dentiseh werden, soba

kommen. Aus Gleichung 37) ergiebt sich alsdann

§ I'II'I | g T I'll..I i - T | " [——— M " i " 1 g .1
i+ — ' ' ~— . Wig 1n f,:it.‘ll'!lllll;_" Ly ).
4/ /i 1= =0 e

iir die Lage der Hauptachsen ceht Gleichung 32) iiber i

-

-';l'. (] '-':|'IIl a .I 1 5 j @ 1 - ¥ | ’
- /= . wobel die a-Achse in Richtung der ersten

§ i B ]
: | i F | 11111 I WHIries : '.*._II':__I'I']I_ ;!I':li frl{'|l;'|.||||l'rJ Er.|._|
i ] : P | -
|'II|I. illl. L1l f"“ I rll'|-|': 1T |I | i3 LIl o EAL Ik '.',Il_"!;"' LAl J "I-'I|||||"i".
L 8] / Perechinung i 2 und M2 dienen., ohne Riucksichi




-
f

l"_" H’[Hf”t‘ﬂ 1'_'1_}'!(.‘1‘ l‘E-l’Eir.':I!l'.‘”!‘ ‘L {‘l'llH_‘*f-AriHl];_':i_‘]'l jl]l 'l:l_f]Ij_l‘tl' l]_f'l‘ ]|+'ilti-1*1|

_ r* sin 2¢ - : ) ; .
leen '.'_’H'I'f == A )al = lll'i[-[ "l."-’i_"ll p = Yo 15'[] g{‘]IL f,i_[{_',:;pl' ‘H"I. '-'I'T_Il 11
'O GOS8 2 —[— " 7
1 i 2

den vorigen iiber.,

Fiir die Lidnge der Hauptachsen ldsst sich durch ihnliche Rechnung

ein (ileiches machweisen, was hier weiter nicht ausgeliibrt zu werden
braucht.

i:f'n-.:ll

Bei den vorigen Rechnungen wurden die Pricisionen & als bekanmnt
vorausgesetzt. Sehr oft jedoech kennt man nur sogenannte Gewichie g,
die sich wie die £? verhalten, und benutzt die Ausgleichungsresultate, die
wahrscheinlichsten Werthe der % kennen zu lernen. Die Theorie lehrt,
dass bei n Geraden der mittlere Fehler der Gewiclhigeinheit rleich ist

] fff‘}‘: uEf .'rfr:]
'u-__--!r n— 2’7
worin & wieder die wahrscheinlichsten Abstinde bezeichnet. Die Pra
cision der Gewichtseinheit wird daher gleich 1 : J 21, oder es ist fiir das

Grewicht ¢

by = (g : 2u°) .
Ist nun 2° von vornherein genau bekannt und g = h~.i gesetzt worden,
A . = s ) | -,_'.' A b
S0 muss sich Jetzt 1= Zu {_‘]‘:'___'LIII'L‘-IL
Aus der [_-l.'!_ll.’.‘-l'{_‘iIIHf.i]ri'[lll!!lg' oder Nirhtithm':-i;m'i]mm:ug beider Werthe
kann man einen Schluss auf die }‘iu]r’i:ﬁaigk{_*]L der bei ;Um'hiilmna; der /i

-

dienenden Principien machen. Jeder geometrische Ort stiitzt sich auf

J

Winkelmessungen und feste Punkte. Soweit 4 von ersteren abhingt, wird
man es ziemlich genau angeben kionnen; die festen Punkte betrachtet man
meist als fehlerfrei. s muss daher im Allgemeinen der Ueberschuss von
21 iiber i den mittleren Fehler der festen Punkte charakterisiren, oder zur
Entdeckung unberiicksichtigter Fehlerquellen fiihren.

= j b}
23.

Die Pricisionen %4 der Geraden, und wenn es miglich ist,
auch die Lage der Geraden wird man so wihlen, dass M sich
moglichst klein ergiebt. Doch ist es auch sehr wiinschenswerth. dass
 ftiir alle Richtungen durch die wahrscheinlichste Lage des
Punktes gleich werde, d. h. dass die Ellipsen gleichwahr-

scheinlicher Lagen in Kreise ibergehen.

Nach f_Hi*ithml;,; .‘"if'_':'r:] tritt Lietzteres ein fiir

0= 2 (h° cos 2y) = X (%~ sin 2y)
:;Hl} -"I o ] i | 1 i
: H*=1: M= R s
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? Diese Bedingung gilt fiir jede Lage der x-Achse, auf welche sich die
y beziehen. Schreibt man daher die erste der vorigen Gleichungen noch
im der Form
39) X (A% cos®y) = Z (k* sin’y),
J so hat man fiir Gleichheit der # die Bedingung *): Es miissen sich die
| r? unter den doppelten Neigungswinkeln ibrer zugehorigen Geraden zu
einem vollstindigen Polygone zusammenstossen lassen (nach Gleichung 38),
| oder es muss die Summe der Quadrate der Projectionen der £ zu zwel zu
cinander senkrechten Richtungen gleich sein. In der letztern Ausdrucks-
weise ist aber noch eine Ungenauigkeit, denn liegen die zwer Projections
achsen gerade in den Halbirungslinien der Winkel zwischen den IHaupt
achsen, so ist Gleichung 39) erfiillt, auch wenn nicht alle #Z gleich sind.
| Obgleich nun nicht zu vermuthen ist, dass dieser Ausnahmefall eintritt,
| ist es doch nothwendig, die Summe der Quadrate der Projectionen noch
| fiir eine dritte Achse zu bilden.
Sind Gleichung 38) und 39) erfiillt, so wird M? ein Minimum unter
der Bedingung von X A% = Const. und bei unverinderlichen Neigungen
| der Geraden zu einander. Man hat aus
i M* = Min. auch i — Maz. oder = (h*hg*sin® (yo—yp) ) = Mazx.

Es muss daher fiir beliebige Systeme von di die Gleichung bestehen:

02 g2 - 02 Er :
Al . dh, .+ dhy,=K(2h dh, - 20, dh, | 2k, dl,),

|"."|l."E I'"-.l'f-:'.. II-”JIII"l.'.'

worin & eine noch zu bestimmende Grisse ist. Die Ausfiihrung der Rech

nung giebt zur Bestimmung der a + 1 Unbekannten Ay . ... &,, K die

o

n +— 1 Gleichungen

I (5] ) [: L:
] 00— — ' 4 ,"'.rl- —l—.'F.f.E? - ...-|—."rf;.-- = —+ ltn®
{0 jJ0——K . - ho2 sin® (g —7a) - « 1250 (7 —Yu—1) - len*ST0* (Y y— Y n)
l O=-— K- h2sin® (yn—y) 1-ly" sin®(yn—vs) 1+ —+ fin—1° sin* (yrn—yn—1) .

Die zweite bis (n--1)te Gleichung sagen aus, dass H,, /1,, ... H,, das
sind die Priicisionen der Geraden nach der Ausgleichung, einander
| ~leich werden sollen, und da die Gleichheit dreier dieser / diejenige der
| dmmtlichen & nach sich zieht, so sind (2 — 3) der £ fiir ein Minimum von
i/ im obigen Sinne beliebig. Trotzdem kann der Fall cintreten, dass ein
Minimum nicht méglich ist, sobald sich niimlich einzelne A= negativ er

ehen #%¥), Die Unmiglichkeit eines Min. tritt stets da ein,

Man v "] '.':]r'ri'!!n:u',_ gsowle iitber die 1m 'r..;]|_'IH']!||]J_f_!'i':'-l‘.':.“':|1.l'lll Ill_. nach

r ersten Gleichune vorkommende Determinante: Baltzer, Deter

2. Aui & 17. (1. 2 ete.) und & 3 (16. 17).
Ein nesatives 5% bedeutet. man soll die Gerade um 9207 drehen und ihr die
[ 3 | = 3 - = ]
! 1sion gleich dem absoluten Werthe des berechneten & beilegen.
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wo sich die 2* zu keinem Polygone zusammenstossen lassen
(nach Gleichung 38), d.h. wenn sich alle Geraden in einem s pitzen
Winkelraume schneiden. Im andern Falle lassen sich mit Iilfe

einer Figur nach Gleichung 39) die % leicht aus probiren, indem es ja

anch meist ant strenge Gleichheit der /& micht ankommt Doch sind stets

die %° in Grenzen eingeschlossen, und man erhiilt diese, indem man zu
nichst drei der 2* durch € und die andern 72° ausdriickt und diese sodann
45 (/
varurt, u. s. w. Der Werth 4" findet sich nach Gleichung 38) zu 2
Es mag noch erwihnt werden, dass die Unbestimmtheit des Maximal
systems der 2 den Vortheil gewiihrt, gleichzeitic noch andere Bedingungen
erfiilllen zu konnen, wozu namentlich diejenige als von Wichtiovkeit zu
rechnen 1st, bei constantem M* die aufzewandte Miilie miglichst klein zu
machen. Die weitere Ausfiihrung muss indess besonderen Fiillen vorbe

-.-"ili
Vorstehende Betrachtungen liefern ausser Erreichungen des Haup
zweckes noch nebenbei die geometrische Deutune der Auns or]ed
chung der beobachteten Werthe einer Function zweier Ver

inderlichen mit zwei zu bestimmenden Constanten. hier den

Coordinaten @ und y. Zugleich sieht man deutlich, was es heisst: den

mittlern Fehler einer Function der Constanten a, y anzugeben.

7. B. die Funetion nten Grades von T

2= il v
wird man zuniichst linear machen durch Einfiihrung scharfer Niherunes
werthe, HEntspricht z, den Nédherungswerthen @, und y,, so ist fiir die Ve

besserungen von &, und Yo, die dx und Ay heissen moeen,

1 7—1 r’j.l' |;'-'J||'F
. Az — . A - . Ay . oder
i () b L _|_ oYy 4 &
'r-:f |:Il!I ‘ " "'lll'lr.I i ;
o By ) + 4y . P, —) —4z—0,
% (-"-iul-‘ ;.”..'.'—--]_... i -JIII : l;.lll'.ll'l :_,”-_I

und in dieser Form hat man die Gleichung einer substituirten Geraden,

niimlich einer Parallelen zu derjenigen Tangente der Curve, welcher (a,,y,)

am nichsten ]E[-.:,'_:t., Az bezeichnet den Abstand dieser Parallelen von (@, 1,).

Derselben entspricht diejenige Priicision #, welche zu einer Geraden unter

der Neigung y gegen die Achse der a gehirt, wo

af

=t
A LR — : -~ :
4 t i |

P
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[st hierdureh die Pricision fiir 4z, also auch fiir z gefunden, so ist es nicht

mehr schwierig, auch fiir /(x, y) selbst sie anzugeben.

' I

Beispiel. Der Abstand des Punktes (z, ) vom festen Punkte

(a2, y,) 1st

e = (x — )" + (¥ — %)~

Sind @, und y, Niherungswerthe von & und entspricht ihnen ein g,

I} oF

s wird

L JPRREE ) 'I_I'r|l = Ii'|l"1I 1 e I|J|r1
AE I - il I _I_ _..Ffl.f el it e iy 91
'::.I'I E'I.I id II_I|‘I |

[Tat man nun das & und damit den mittleren Fehler m fiir A& ermittelt,

=k
I -

o wird + 2 &, m der mittlere Iehler in &= selbst sein, wenn hierin fiir

x und y die wahrscheinlichsten Coordinaten gesetzt wurden,

m selbst ist von der Entfernung beider Punkte unabhingig, und suchi

man einen mittlern Werth des mittlern Fehlers im Abstande von be-

liebigen andern Punkten \L1s YY)y SO 1st es nur 1:E1T1ti:—'~'+ diese fiir

emme Kreisperipherie um (&, ) zu betrachten. Ohne weitere Bemerkung
leuchtet ein, dass das mittlere QQuadrat aller m wird im Anschluss an

(rle1eh e 20):

i e
3 - ¥
— 11k ] r Ly | if i
- ; ¢ " Ha™
) ij 1 ' i " b [ | | g i}
1) N~ = = Irml' Cos 1 : (Pl ¥ & Nk | * R L -l A
T i ' “ : ' ' 2 e

25,

Bisher war angenommen worden, dass die bestimmenden Geraden
v Ll "E.‘I1=!i‘||'1' !l?l-'.:'al'lﬁl i!.'_!'.l:,_’ |H',-1]J!,I‘.I|'1 _‘wl'lJ']j; ;[l]Fla'!]I','.'-i"L"l'!'Em'l ]|g;5.u.'1'_r_ |-.|__r|',.-j[ rlq-|‘
arl e : s : - : . B ,
I all eroriert werden, wo diess nicht mehr so ist. Finem Paare scharfer

-"*:!f"i:5--',Ll_'*‘~'-'-i'!'i|.-- der CUoordinaten f'I||-‘*]']'r=c_']l|~ ein oewisses System von

Al
o

e, sollen nun die Ergin-

1 i | v i 1 . s
vy £LLIEN der .!'-I'f.-]-u:%*_'!.I.I-!l._;_‘.'*.-.'_-'_.'l'l-:~_-.~:4"tl{. by, Uy ... Uy

¥ ¥

ranean | diasas W A . NIRRT , 0
ngen dieser YWerthe zu den wirkhchen !'wn]J;IL']l.lil‘n;-_"a;jrur.a'_h.qm, Gq s Oy

aber die Erginzungen zu den wahrscheinlichsten Werthen der Beob-

lehiungsgrossen I!'“'E"E“'|-I:"IJ. 1".’|_-,-'.=;‘1-]-_r ITarn ].I“{'ll unter T |1[||l 1 ,]1,. walir-

1e1niicnsien E.'."__'-'I;.Ii}ﬂlf.'!;_:l'|j ‘I!I']' :\'lr“_l]l'_||'-||_:|'_":':."|'-.-|‘J-1.l]t' f[:-:[' {_?||||.1‘.:li“:|:t“ll} &0 -l.-:1

| i | ¥ i ' i I ]

rll — Wk =T III.I lllu'lll o M II.{l:._ l |'!|I-|'-:' B A _i_ .I-_|III 'Il-r-lllln'

,

i . ; .- / : - 4 | ’ -
Form del -'-'f:.--il‘!:ll_le;_w':l ZUTY !:I'."-ﬁll.'lllrlljll’_;" Vo1 & |:_r|r[ i, WOorin r[|1' L.oed-
et e unctionen der ..)"-:'i-!!"l'”“,:_""'"'*'J'”l" aller Girigsen hedeuten. Da fer

p — nist, kann man n der ¢ durch &, y und die (p- 1) andern ¢ aus-

| Yabad e : | T | { .
(i letztere als zu bhestimmende f.c-,'|-’_.||i|1'|1j wie o IH|'| i ]“-

ete.. 80 nimmt da

1

Dezelchnet man sie daher noch mit z,, z,,
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F
44 M=t gt . T :I
n:’jj e : i = B

® | "-I|'.' el 1

oetzt man hierin links fiir o {':“—|" Jer, s0 bestimmt man bekanntlicl o Al o

A

derartig, dass X (#°. 4°%e) ein Min. wird.
Der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit eines andern Constan

tensystems x - dx, y + 4y, z + Az u. . f. lisst sich immer auf die
Form bringen #):

):
s — .El,' i‘s}f. dx <4 R SIS, D. dzp—n)® . b~ ,
Vi — %, . ¢

worin %, In Bezug auf die 4 constant, % die Pricision in ¢ ist. Bildef
man weiter die Summe aller W, fiir alle moglichen AR | SN -0

so erhilt man einen Ausdruck von der Form

(P~ 0. .4 . dy.+ R . %)

Irr-‘! e d-l":-.'p & E:‘

!

worin wieder #,, £, 0, B von dx und Ay unabhiingig sind.

=

L=

Dieser Ausdruck sagt aber aus, dass immer sich gleichwahr
scheinliche Lagen des zu bestimmenden Punktes um di
wahrscheinlichste Lage herum in El11; psen gruppiren, womil
daher der allgemeinste Fall auf den einfachsten ,,zweicr unabhingicen

Greraden* zuriickgefiihrt worden ist. (Vergl. Abschnitt 99.),

11.  Ueber das Einschalten von Netzpunkten in ein griosseres
yy Dekanntes ¢ trigonometrisches Netz.

[st eine Landestriangulation bis zu Dreiecken von 0.5 bis 2 Meilen
Seitenlinge herabgekommen, so wird es sich darum handeln, eine OTOSS e
Anzahl weiterer Punkte nach den gegebenen behufs Detailaufnahme ein
zamessen, sodass deren durchschnittliche Entfernung 0,1 bis 0,3 Meilen
betriigt. Der grisste Theil dieser neubestimmten Punkte muss zuginglich
sein, da sie zum Ausgange weiterer Messungen dienen sollen. Man wird

L :.:]

*) Ein Beweis hierzu findet sich in den Seite 75 unter Anmerkunc **) citi
ten Werken.
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daher im Allgemeinen zu ihrer Bestimmung einen dreifachen Weg ein-
schlagen kinnen:
1) Man beobachtet von den IHauptpunkten die Richtungen nach den
Nebenpunkten ;
2) man beobachtet umgekehrt auf den Nebenpunkten die Richtungen
nach den Hauptpunkten;
3) man beobachtet Beides, combinirt also Methode 1) und 2).

Wegen der ungeheuren Complicirung des Rechnungswerkes sowohl,
als auch wegen des geringeren Genaunigkeitsgrades bei gleicher Miihe der
Winkelmessungen ist dasjenige Verfahren, zwischen den Nebenpunkten
selbst ein Netz zu bilden und dieses in das Hauptnetz einzuhiingen, nicht
in Gebranch. Nur fiir benachbarte Nebenpunkte erhdlt man zwar auf diese
Weise eine grissere Sicherheit in der Bestimmung der Verhiltnisse ihrer
Entfernungen (also der Figur zwischen diesen Punkten); jedoch geniigen
auch hierzu die Angaben jener drei Methoden, welche jeden Nebenpunkt
direct auf die Hauptpunkte stitzen und so seine Lage gegen diese weit

schirfer zu berechnen gestatten,

Beriicksichtigt man gleichviele Hauptpunkte, wie dies jedenfalls fiir
die beiden ersten Methoden geschehen muss, auch bei der dritten der-
selben, so kann von einem Vergleiche mit jenen beiden nicht die Rede
sein. FEin solcher hat erst dann Sinn, wenn im dritten Falle weniger
Hauptpunkte zur Bestimmung eines Nebenpunktes zugezogen werden, und

soll hier iitberhaupt nur anhangsweise dem Vergleiche der 1. und 2.

Methode folgen, insofern dieses villig geniigen wird.

27

, In theoretischer Beziechung ist nun im Allgemeinen die zweite Me-
thode, bei nur drei Hauptpunkten ®Pothenot'sche Aufgabe’ genannt, die
vorziiglichste; aber auch in praktischer Hinsicht bietet sie manche Vor-

I?H'ili:- Yor r_lijr ffi‘hti'n_“

Zmr Begriindung dieses Satzes mige vorerst der letztere Gesichis-
punkt angenommen werden. Dabei sind zu beriicksichtigen 1) die Situation

ler Nebenpunkte und 2) die Menge der Arbeit mit dem Theodoliten und

die der. Ausgleichungsrechnung.

Die Nebenpunkte liegen meistens tiefer als die Hauptpunkte, diese
lassen sich daher leicht und gut von jenen visiren, wiithrend umgekehrt die

l'I 3 i b i i ' -l : . = = Ll ;
Autsuchung und das Anvisiren der schwachen Signalstangen, durch welche

man die Nebenpunkte sichtbar zu machen hiitte, der grissern Entfernung
ind des schlechten Hintergrundes wegen oft sehr misslich werden wird.

%6 18t dieser Umstand der sehnellen Ausfithrung der Arbeit nach der ersten

L | o -|'I|_ - - . ¥ - »
Methode entschieden bedeutend hinderlicher, als der bei der zweiten
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Methode nothige hitafige, doch leicht zu bewirkende Umzug nach nahen,
benachbarten Nebenpunkten. Die Situation der Nebenpunkte

spricht mithin zu Gunsten der zweiten Methode.

28

Hinsichtlich der Menge der Arbeit mit dem Theodoliten und der
Jenigen der Ausgleichungsrechnung ldsst sich Folgendes antfithren

1) Bei Winkelbeobachtungen entsprechen den ¢ Richtungen von
den ¢ Hauptpunkten nach einem Nebenpunkte ¢ Winkelmessungen:; eben-
soviele lassen sich auf dem Nebenpunkte zwischen den g Hauptpunkten
vornehmen und man hat hierber noch den Vortheil der Answahl unter den
¢ (g—1) S iy e i : ; : : :
moglichen Winkeln zu giinstigst wirkenden Schnitten. Jeder
Winkel, hier wie dort, liefert eine Gleichung zur Bestimmung der Coordi-
naten des Nebenpunktes und wenn nur fiir letatere durch eine Uebersichts-
menselanfnahme der Nebenpunkte erst vorlinfice, durch daraufsich stiitzende
Berechnung aus zwel guten Schnitten scharfe Niherungswerthe bekannt
worden sind, macht die Aufstellung und Auflésung der Gleichungen in bei
den Fillen nahezu dieselbe Miithe, Ueber die wirklich erlancte Genaunie-

keit wird die theoretische Vergleichung spiter das Nothigste angeben.

2) . Bei Richtungsbeobachtunegen vonden Hauptpunkten
aus miissen die Nebenpunkte wegen ihrer grossen Anzahl gruppenweiss
|

vereinigt werden, womdglich so, dass fiir verschiedene Hauptpunkte

selben Nebenpunkte zu einerlei Gruppe gehiren.

Man bekommt dadurch in die Rechnung eine Beziehung benachbarter

Nebenpunkte, da eine Gruppe am besten auch nur solche enthalten wird
und durch diese Beziehung bestimmt sich die gegenseitige Lage dieser Ne
benpunkte etwas schiirfer, als der mittlere Fehler ¥ jedes einzelnen der
selben erwarten lidsst. Leider verwickelt sich aber die l:'l'L‘!:I!ll]I_'__': dureh
diese Beziehung ungemein, denn sie bringt simmtliche Bestimmungselei
chungen der Coordinaten aller Punkte einer Gruppe in Zusammenhang und
strengegenommen miissen alle diese (GGleichungen zusammen ausgeglichen
werden :

Ist @ der Beobachtungsfehler in dem Winkel « zwischien der Null
richtung — es sei diese die Richtung nach einem andern Hauptpunkte
und der Richtung nach einem Nebenpunkte, so schreibt man bekannthich
die Gleichung zwischen ¢, ® und den Coordinaten & und y des Neben
punktes als Fehlergleichung

=% Lt
wenn #° das Gewicht des Winkels « und f(a, y) eine lineare Function der
Verbesserungen der Nitherungswerthe von @ und y ist. (Die Coefficienten
derselben sind von @ und den Coordinaten des Hauptpunktes abhiingic:

F - |

"-'L']'I'T',_']. Abschnitt :':U.tl.

i m— ]
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o besteht ans zwei Theilen, nimlich den Beobachtungsfehlern der
heiden Richtungen bezeichnen 0O, und p, resp. den Fehler der Null-
richtung und den Fehler der Richtung nach dem pten Nebenpunkte aunt
dem gten Hauptpunkte, so ist

— o= (0, — pg) -

[st 2 Anzahl der Nebenpunkte der betr. Gruppe, ¢ Anzahl der Haupt-

punkte, von welchen dieselbe beobachtet wurde und beriicksichtigt man,

« constant wird fiir alle Winkel von einem Hauptpunkte aus, so

l]:}:-;:
£ 2 . i e o, o 11 s L
qimmt das Svstem der zusammen zur Ausgleichung gelangenden Gleichun
of L L L
ocen die foleende Gestalt an:
1ter Nebenpunkt, 2ter Nebenpunkt, nter Nebenpunkt,
1, Haupt- : . P ’ a3 AL : - ' S ¢ A T e
Jllil..'] r .-':| [ 1} ]I"'-'_."ri [ 'r'l LR }f:.”r .-'I'!-'—I.I'I-_J 1,_1--"-'._:1_'I_|"-fl:| . a0 -'£| |i”| _'}Jjj —fn [ ms 40 4
A ; L= 3 y FP \ ’ —~ % PPy " iy ) v fF )
2 Sy e (Do—1o)=/fy (1, ¥1); #2(0—20)=/5 (X2 ¥2)5... #alVa—23) =/[n (Tn.Yn);

punjchs TR

7. 1|."5':l|11'

3 1 A/ | ¢ s a ! y { e 3 foing
] 11 | i ;{'lfr*r"_ll'_-[':‘-‘j -_J'I'=I.Il-|rl -r--ln'll"-l_:: .-":rll;_l_:l.-_,-_r_frlr-_,l_'Illll.'\;,l.'ﬂ'Il_rf'.,-:'lr'l._p_l:_.q‘.I":.'I,lir.llullr Hl’.lr-'l -:IJ'F_.-,II'.'Il_...l"_.'.i,l_‘{-lll'l._r_._
PLETE I L . ¥t | i ! L ot ,

Die Anzahl aller Gleichungen hierin betrigt #.¢. Die 2n Coordina-

I ol
}J:_ ) .
ten bestimmt man so, dass 2 ( 5 :*-) — Min., wenn » den Deobachtungs-
Ny el
< N & & ".'{I-I » '1 . [l 3 ma L]
fehler einer Richtung und —- sein Gewicht bezeichnen. Man erhiilt damit

25 (3leichungen fiir die Coordinaten, und macht schon die Entwickelung der
(loefficienten der Unbekannten fiir diese Gleichungen aus den obigen

n.¢ Gleichungen viele Miihe, so noch viel mehr die Anflisung nach den Un-
belkannten.
Noch schwieriger wird die Rechnung, wenn die Gruppeneintheilung

im obizen Sinne nicht hat innegehalten werden kénnen. Man wird wohl

sehr hin Er':_ am besten T_JJ;]H? den iiljul‘i!—'_'t':.ﬂ.fﬁ nicht wesentlichen Vortheil des

-

Zusammenhanges der Gleichungen fiir verschiedene Nebenpunkte fallen ]
zi lassen und jeden derselben fiir sich zu berechnen, ¢
i

Was die Grisse der Arbeit gegeniiber Winkelbeobachtungen betrifit, so
tellt sich diese jetzt etwa halb so gross als bei letzteren heraus; denn es
betrigt die Anzahl der Einstellungen des Instrumentes fiir die nNeben

punkte und die Nullrichtung (1), wihrend hei Winkelbeobacehtungen

}

2n Einstellungen zur Ermittlung der »n Richtungsunterschiede mit den
Nebenpunkten nothwendig werden.

|

2) b. Vereinigt man auf einem Nebenpunkte alle sichtbaren

114 .i.*. .-:|.]-Z1r- i}l "]]ll-l.l rl]l;-ﬂf;_::-n ._,H;th:“ 1l||t! h*'}—‘,['i{'htlfilt 'H-'-. .;r‘j_ , __.|fll,rll

e Beobachtungsfehler der Rjehtungen, so ergeben sich (¢—1) Gleichungen
die Coordinaten des Nebenpunktes, Durch Einfiihrung geharfer Nihe

w il ne o IEI:I]'||'J.I -'.!;I"_-_l" fjllr-ir‘_l:|lj]|-_ll"|| |“|' 1"|'|'t|r
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-- — 4, + B,.: |
l_}} : lil} %= (‘}::I == "j;_-, —E_ 1531 - “'Il— [-'.':,*.'I_.I'r‘.-
_.|__

k[-.]'::l = “ﬂ = 4 'BT . oL ‘Jl— f.l,:,. i wobe]

(12 (9\2 _| [\ 2 : - T
{ L) T+ @2)yF+....+ f._.r;}'}. = Min. zu machen ist, Unter
x und y sind hierbei die Verbesserungen der Coordinatenniiheruneswerthe,

unter 4, B, € gewisse Functionen der letzteren und der Coordinaten der

Hauptpunkte zu verstehen. Durch -Differentiation der Gleichungen 42)
und Huliipliuutinn derselben mit gewissen, noch unbekannten Griissen
Dy P S Z, ergiebt sich zunichst

Zy.d(l) — Z,.d(2) — ( By.dx + C,.dy) Z, —

Zo.otd(1) — Zg. d(3) — (B3.dx +— C;.dy) Z, = ()

u. s. f.

Addirt man diese G]ﬂicilungml, so muss ihre Summe mit dem totalen
Differential des Min. identisch werden, also
= . HTU__‘] — Zﬂ, : ff'.k_fnj — — 7 -r'i'lfjj] — ;Ef."_f:'_;fi dae — X2(CZ).dy =
(1) d(1) + (2) d(2) 4+ ... + (¢) d(g)

fiir beliebige “‘rmt!m der Ihﬂt“rt?nimlf'. Dazu gehiort, dass

i b
E .:f — k]J r{ . p

= > l;ﬁZ} —8

—aa— g . , also :i_l_J—l—Lﬂ:a-{—._-{ -:'rx-.: — ().
" : . ! 2 — lel'r-rZ_:I = |

e weitere ?Lf'thnlmg }_f:it'-l_lt nach nnd nach:

/ k' i
().¢ — D+ @)+..4+(@)} =24+ ZB.a} 2C.y,

oder

Fernerist — (2) =2, = — (1)+ 4, + B,. 2} C,.y
. I::-MI:I =i 2': — 11) _,1_ A, + ifi': - = I"II - _"I.'r

L

Hllll

= - . . . -

— (q)

||
|
N
|
f-_._‘.
Ll
SR
-~
L
-
e
o,
-
-
o

ZB.1 2, : /
2(BZ)=0=[Z(4B)2(BB).x4+2(BC).y]— |
=4 | 4
15)
» : 3C. {44 ZB.2-- 30y
=(CZ2)=0=[2(4C)+4 Z(BC).a+ Z(CC).y ] — | | |

v
Diese H-]:=iczh11n;__rwn haben die Form von Gleichung 29), wenn man
.'a]l'.'.ll die lr.Hill"{ll'l' mit X, sowle 1“1‘ mit Uy ;f:]h'.'ii'{lHh‘]l;‘t':{n;'t‘ll |1+‘]a]i’r. ll![]‘{-]s
Analogie erhilt man daher die (Quadrate der Pricisionen in der Bestim-

mung von & und y zZn
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Hoy =1:N. {2(CC) — (2C)°

H: —1:N. { 2(BB)— — (ZB)*}

iy \

47) ZB.20y)

(L) = {(E BB)— ; |i.l'fﬁj-'3)(£¢;f.'{'j -—-; (Ef,'j'-') - (.}.i\ BC)— ) [ :

L

e i N. i( 'E‘k B f}'] __I__ j;‘ff.'r-l;. ) = i(f“zﬂf _Jj_ (_E!'.”j}']) }

Die Priicision in der Beobachtung der Richtungen, fiir alle von glei-
cher Grisse, ist dabei zu 1 vorausgesetzt. Ist ihr Werth %, so hat man

'}

H.*, 1,° mit 2* zu multipliciren, M* mit A* zu dividiren.

Wiren die (g—1) Winkel (1, 2), (1. 3). ... (1. ¢) einzeln cemessen
Vi y =ty LLsy )], 1 5 -

worden, jede Richtung mit der Pricision 1, also die Winkel mit der Prii-

: s | ; - o s .
cision | 5> so wiirden /- und M- Werthe annehmen, die aus den soeben

aufgestellten hervorgehen, wenn die #* mit 2 dividirt, M* mit 2 multipli-
cirt und 2B = 0, sowie ZC = 0 gesetzt werden, Man erhiilt dafiir:
[(H,*= 1: 2N Z(C0); H,?=1:2¥ 3(Bh)

1M ) (1 : ¥)— 2(BB) . =(CC) — (ZBC)*

_”’L‘ e ﬂ_r i iEI J’fﬁl —||_ Eljfr'l'ﬂjl i :

In Z2 und ZC kommen theils positive, theils negative Glieder vor,
um so mehr, je gleichmiissiger die Hauptpunkte vertheilt sind. Indess
auch ohne diese Voraussetzung werden

(ZEB)> (Z6)*“ - e ok
——, —— geren Z(BRB) und Z(CC)
7 /i ==
immer klein sein und daher kann man ihre Quadrate niiherungsweise ver-
nachlissigen. Geschieht diess, so wird mit Hilfe einer leichten Zwischen-

J'I-'Z:]11Llli'12' :

Lo { B (#2‘5‘.;1".’!’3’4’1-'}-—Eﬂ’.zf}?r".-'},'—' - {2B.Z(BC)—ZC.2Z(BB)*\|
o i e i \__II P | f_'ff,’_] —-f.- 2 f_.’f'.r} \ i 2B f,‘)] —i—- 21: I"”q",)l ) )i
d. h. es hat M? einen nur w enig grosseren Werth als T M=,

Dabei betrigt die Anzahl der Einstellungen fiir M’ 2(g—1), fiir M
nur ¢, woraus man erkennt, dass auch auf dem Nebenpunkte Richtungs-
beobachtungen viel vortheilhafter sind, als Winkelbeobachtungen, Es wird
ich allerdings zeigen, dass es nicht rathsam ist, die Winkel alle von einem
Hauptpunkte aus zun nehmen, man verbindet besser diametral licgende
Hanptpunkte, Jedenfalls iindert im Allremeinen dieser Umstand das Re
ultat obiger Vergleichung nicht dahin ab, dass Richtungsbeobachtungen

ch ungiingtiger als Winkelbeobachtungen herausstellen wiirden — immer

nter der Voraussetzung, dass die Hauptpunkte im Umkreise nm den Neben-




:}f thn.liill‘l I“J_]H’*I' I‘;lillw'r‘ﬂf'-“t" 1‘kri.'l‘lt'li‘5;:*-'l‘llll;_;_'t.'ﬂ im “1'}_|11'1|' |h|.|'|.. ]'H”*lli"l'l'l

wegbleiben, weil sich andrerseits auch zelgen wird, dass ,,reine Richtungs-
beobachtungen ¢, d. h. solehe, die alle sichtbaren Punkte in Einen Satz

L |

punkt nicht sehr ungleich vertheilt sind. Der Beweis hierzu kann umsomelr
vereinigen, nicht rithlich sind, sondern wenigstens mit Winkelbeobachtun- l

gen combinirt werden miissen, sollen die Nebenpunkte nach allen Rich
tungen gleiche Priicision # erhalten. Es gilt Dieses ebenso fiir die Beob
achtungen auf den Hauptpunkten, wie auf den ?ﬂ.'wl_u:'u}'.n1||~;1:'-|;_

Man kann daher sagen: ,,Werden gleichviele Einstellunecen gemacht.

e ———
e ————— S ——

nm Nebenpunkte nach der ersten oder zweiten Methode zu bestimmen. so

1 &
| -

i1l 1

HE L e

selbe. Fiir beide Methoden sind ferner Richtungsheobachtungen etwa oleicl

1st bel ;;‘]f‘ff'hﬂl' ]'imw]_uu'hi'n|ng'51.x'ﬁ]':;f* die _--'hl::'::luh'EL'E|1:1'|:_"¢.-=.1~].r-[t fiir beide

108

viel giinstiger, als Winkelbeobachtungen.* (Vergleiche Abschnitt 39,

e — —————

|

ks

Die wirklich erreichte Genauigkeit kam bei diesen Untersuchungen
noch mnicht in Frage. Die theoretische Vergleichung beider Methoden soll
nun zeigen, dass im IMalle von Winkelbeobachtungen bei gleicher Miihe di
zweite Methode in der Regel bessere Resultate als die erste Methode siebt,

nnd dass, wie schon erwihnt, reine Richtungsbeobachtungen im Allge

meinen nicht vorkommen werden. da einzelne Richtungen ein grisseres

Gewicht als die andern erhalten miissen, soll die Triangulation ein giin

stiges Resultat geben.

r

Es wiirde dann zu folgern sein, dass im Allgemeinen die zweit

Methode die giinstigere ist.

ir
i

)
oL,

Im Anschluss an Fig. 7 seien 4 und B zwei Hauptpunkte, 7 ein Nebe;

punkt und dabei sCA=ea, SCB=F, L P=9, ABP=2c, AP=a, |
BP=1p. 1e Visar von 4 nach P giebt dann fiir die rechtwinkligen Coor |
dinaten @ und y von P die Gleichung |

0= —a.cos e 4+ (¢ |: i) Sin e

i
1,

- i
wenn der Coordinatenanfang 0 in die Mitte von 4P gelegt wird und 05 |
die positive Achse der « wieder in dem Sinne ist, dass die Coordinate 2

von P senkrecht zur 2-Achse zu nehmen ist

Sind («) und (y) scharfe Niherungswerthe, (&) 4 dz =, (y) + 4y |
— 1, 80 wird fiir die TE_‘.I‘I:{'_'.i::L't'tlnL_":?ll Ax und dy der :“-{.—'[]wg'lmg_ﬂ.n:-.-".lu
15) 0 = — A — Az . cos « —-:-— R by i e — (&) cos e { ¢ —I'— ) Sin |i

Der absolute Werth 4 ist der Abstand des Punktes ( (@), (#)) von der |
Visur AP, 1:

Die Gleichung 45) hat die Form der Gleichung 27); 2 erscheint daher

als Beobachtungsgrisse mit dem mittlern Fehler 4+ «.®, wenn @ den
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‘ mittlern Fehler in « bezeichnet. Iiir die numerische Rechnung nimmt
| X . . ) ()
man das zu (a) und (y) gehérige (&) aus der Gleichung tan (¢) = ——,
s | ¢ 1 (¥)
setzt den Beobachtungswerth « = (¢) + 4w und erhilt einfacher
! e b,

! cos (o Sin (o) ; SO A ; _
| A6) = da— Adx . —— ) —[— .r_’f.n’l.l' . _{:.rﬁ“ ] [f'.r);l — {fiI{JI St ilffj —|— |:_:’.‘—|'— ii" ] _J Cos I'.:{‘L' I

(@)

Setzt man hierin links anstatt Null de als wahrscheinliche Verbesserune

des Beobachtungswerthes, so ist es iiblich, die entstehende Fehlergleichung
| 1

noch mit der Wurzel des Gewichtes (pm'qw_u'tinn:ﬂ -—) zu multipliciren.
o

| Geschieht ein Gleiches fiir die zu Gleichung 45) gehorige Fehlergleichung,
so nimmt diese selbstverstindlich dieselbe Form an wie jene.
Wird P von B aus visirt, so erhiilt bei gleicher Anzahl Einstellungen

wie vorher das entsprechende 4 die mittlere Abweichung —- # . w.

i ———

| 31.
Die Winkelmessung in P, ¢ = <7 APRB, giebt fiir diesen Punkt einen
kreisformigen geometrischen Ort (Fig. 7.) mit dem Mittelpunkte M und der
|l Gleichung
‘ y* 4 (x — c.col p)* — (- = ) = (), oder: y* 3+ 2°— 2ex.col p— ¢*=.
Sttt @y

| Zu den Niherungswerthen (z), (y) gehort ein genitherter Werth (g)
! nach der Gleichung
T (NS 2
il ) + ()
s 2¢ ()
LY
und man erhilt damit analog den Gleichungen 45) und 46) fiir die Ver-
besserungen Ay, dx und Ao
== 3 I % By W - \ ; Ly ] 3ok L i : i
47T) 0= (y)*+- (2)*—2¢.(2) cot @— ¢° | 2(y). dy —+ 2 L".:I’-{-‘;—"‘ .cot(p) | . dz,
. w T} "y
() sin® ()

el -

. () — e.cof () ,
48) 0 = dop + dzx. . il 7 sin- (@) + 4y .

; e )

Bedeutet (P) die geniiherte Lage von P, so ist die erste Parentliese

» P = , : F . a - . 0
1m ‘-l“lt:.hlm;f 47) soviel wie (M [f"j/]' — Rad.©, Radius =— — :
% , Sin @
[st nun A= — M (P) = Ruad.,

| also der Abstand des Punktes (P) von dem Kreige, der dem Winkel ¢ ent-
sprieht, go geht Gleichung 47) iiber in
1 ¥ - #
_ (x)—e.col () | (1) :
19) O = —14 dx . - : ~ sin (@) -+ 4y | 'FL" sin (@) ,
wie immer unter Vernachlissicung der Glieder 4% TFiir diese Gleichung
kann man noch setzen
) =— — .|‘I — ,_r"j‘,.l Y e 8 ;_.' —i-r.— _,.-’Il,rlllf : ."".n'..l'-ll -}:':I

P

im aunl die Form 27V zu kommen. 4 ist hierin der Neicungswinkel der

[

- LY
i o)
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jenigen Kreistangente T'T gegen 4B (Fig. 7.), welcher der Punkt (P) am
niichsten liegt.

Zu der Beobachtungsgrisse 4 gehirt-der mittlere Fehler

-

1

\ .
, K il
s e tG

sin () = e
wie die Differentiation des ersten Klammeransdruckes in Grleichung 47) lehrt.
Die Gleichungen 45) bis 49) lassen sich leieht fiir Jedes beliebige Coon
dinatensystem transformiren und ebenso die Formeln fiir (), (@) u. s, f. zn

leichter Berechnung der Coefficienten von 2 und 4y umiindern. Dieses

bedarf hier keiner Ausfithrung weiter nnd es kann daher zur Vergleichung

der Methoden 1. und 2. zuriickgekehrt werden.

4

Die mittlern parallelen Verschiechungen der den Visn
réen AP von 4 und B aus, sowie der Winkelmessung in P ent
sprechenden substituirten Geraden haben sich ergeben zn

il

.-'}{-}'__] My = —+ am My == —:—_ DYy he=— 5% (0 .

Solange daher P innerhalb des von den Punkten 4 und
i aus als Mittelpunkten beschriebenen krummlinigen Rhom-
bus AC,C,B (Fig. 7.) liegt, ist m,®<<m,? und auch m,2 < m,*. Riick
P der Seite AP niiher, sodass 4P, BP und TT ziemlich gleiche Richtung an
nehmen, so wird fiir beide Visuren 4P und BP zusammengenommen das

mittlere 'ehlerquadrat

i 3 y
i Loow = @ b- "
o el i s s
M, Mo/ ac —+ b
dagegen wird iy | |
i b* b 5 , @ = b* - 2ul

”"'-1: —

r
0%, alsom, “==m

e R =4 g - - "
Lrﬂ —f— trﬂ:]‘ - ac _FL_ .l'_l;'}

Daher ist in diesem Falle sogar m,? immer grisser als m,* und zwar ist

der Unterschied beider am grissten fiir « = 6, wo my? = 2m,? wird.

ag

F il 0}

=— 1,6.m;~ und @« = 0 giebt m,”* = m,"

b

o e —— I_, [ =— 3 gil"]_ﬁ. i ."

F

Bedenkt man noch, dass m;" aus 2 Winkelmessungen, m, aus nur
ciner solehen hervorgegangen ist, so kann man sagen:

ywWeicht der Winkel @ mit dem Scheitel P nicht sehi
von zwel Rechten ab, so ist die Winkelmessuneg in P zwei
bis viermal so giinstig, als eine Winkelmessung in 4 oder B.*
Und hieraus folgt weiter :

pliegt ein Nebenpunkt in der Nihe des Diagonalen
durchsehnitts eines von Hauptpunkten 4, B, ... gebildeten
Vierecks, so bestimmt er sich “bei gleicher Miihe’ etwa drei-

bis viermal so genau durch Winkelmessung in 2 als durch
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......................................

solehe von den Hauptpunkten (4, B,...) aus, wenn man nur
|

cageniiberliegende Hauptpunkte znsammen verbindet.”

In den meisten praktisch vorkommenden Fillen ist es wohl mdglich,
mehr als drei Hauptpunkte im Umkreise um P herum zu sehen; liegt aber
P iiberhaupt im Innern eines Viereckes (Polygones), so lassen sich
immer 4 (7 Winkel) an P so auswiihlen und messen, dass ihre substituirten
Geraden T7 den Punkt P ebenso gut bestimmen, als z Visuren von den Ecken
aus. Beobachtet man aber nur die vortheilhaftesten Winkel (also namentlich

solche zwischen gegeniiberliegenden Hauptpunkten), so ist im Alleemeinen

- fiir gleiche Miihe sogar die Genaunigkeit eine zwei- bis vierfache von
derjenigen, welche durch Eckvisuren erreicht werden kann.

Bewegt sich P in eine Polygonseite, d. h. kommen die Haupt-
punkte scheinbar im Halbkreise um P herum zu liegen, go nimmt die Giite
der Bestimmung nach der zweiten Methode ab; doch erst, wenn P aus dem
Polygone heraustritt, kann sie unter diejenige der ersten Methode
herabsinken und die Methode selbst unbrauchbar werden. Dieser Aus-
nahmefall tritt gewiss nicht ein, wenn — wie in Fig.8. — P von den Ecken
I, und #,, deren Distanz [, I, von P aus unter dem erissten (resichts-
winkel ersecheint, mindestens ebenso weit entfernt ist, als von den andern
Fcken H,, .. H,_; und gleichzeitig deren Abstinde von P sehr ver-

schieden sind.

Befindet sich P in sehr grosser Entfernung vom Polygone,
so sind zwar alle Geraden 77", durch Winkelmessung in P bestimmt, viel
ungenauer, als die Anschnitte von den Ecken aus, aber wihrend diesc
nahezu dieselbe Richtung haben, schneiden sich die 77 im Allgemeinen
unter giinstigen Winkeln. Daher kommt hier die zweite Methode in
Vortheil,

Vorstehende Sitze, nicht gut anders als durch Induction zu beweisen,
hier villliz zu begriinden, kann nicht meine Aufgabe sein. Ich werde nur
einige Beispiele, wo drei Hauptpunkte disponibel sind, specieller durch
nehmen.  Bs ist dieses gerade derjenige Fall, wo die zweite Methode am
unzuverlissigsten wird; doch tritt er in der Praxis nur fusserst selten ein.

S0 hat Herr Professor }'::LE;‘{*] unter eimem f!ninp]l'*}; von etwa 40 Neben
punkten bei Zwickan — vergl. die Einleitung nur emen einzigen der
clben auf nur drei Hauptpunkte stiitzen kénnen: sonst waren immer min
destens vier Hauptpunkte zn sehen.)

i

]
ebel,

Da einer guten Iriangulation der Nebenpunkte immer eine Aufmahme

derselben im Kleinen vorauszneehen hat, und man somit die Lage der

n

y i|-|l-ll'|l1-:- _-_=|' _-__--'-|| rlilr _']If'!||1||;lll-|1 I[,’qlil||l|||]|l{11~ im;[-“n“fl.1 f~,.':||||| lil'l' |'1:l”1
chliesslich fii irgend einen der ersteren eine nngeniicende Bestimmung

B -
il

- - rﬂ
e
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durchgefiibrt zu haben, nicht eintreten. Schon vor Beginn der Mes-
sufigen wird man zu TihEl‘l{‘gEﬂ haben, welche Winkel fiir jeden
Nebenpunkt zu messen sind, damit nach der Ausgleichung die
Pricisionen X fir alle beliebigen Richtungen durch einen Punkt
moglichst gleich werden, damit aber auch der mittlere Fehler I,
welcher die gegen die Hauptpunkte relative Gesammtgenaunigkeit be-
zeichnet, fiir alle Nebenpunkte die gleiche Grisse erhiilt.

Diese Ueberlegung macht nicht sehr viele Miihe, da die strenge Er-
fiillung der soeben gestellten Forderungen nicht nithig ist. In Abschnitt 23,
ist auch gezeigt worden, welche Regeln man bei der Wahl der Schnitte
selbst, sowie ihrer Priicisionen %z zu befolgen hat, um die Forderungen zu
erfiillen, Durch Uebung gelangt man bald dazu, in jedem Falle sofort aus
der Anschanung der Figur die besten Schnitte zu erkennen und alsdann
fithrt eine leichte Rechnung, unterstiitzt durch Construetionen, schnell zn
den giinstigsten Pricisionen derselben.

Soll nun M* fiir alle Nebenpunkte einen constanten Werth (M?*) er-
h.ﬂtu‘*:l, und entspricht den so gefundenen Pricisionen 4 vorerst ein Werth
M?, so hat man alsdann diese & noch im Verhiiltniss (M): M zn verindern,
indem die Relation hesteht

MM =(h);:k.

Mittelst der (%) berechnet sich die Anzahl der Winkelmessungen, Fiir
emen Schnitt von einem Hauptpunkte aus, z. B. fiir 4P (Fig. 7.) fand sich

]

my~ = a° .o, wo ® der mittlere Fehler der Winkelmessung — man nehme
jetzt an: Einer Winkelmessung — ist.
Durch n; malige Messung geht m,* iiber in
3 . O
T —18% . -
",
: 2 £ . :
und sofern (A )*= — ist, wird
2m, *
=21k o ua- et

In gleicher Weise ist fiir die Winkelmessung in P

.-' L .? =) L] -
ab\* w- bei n,maliger

“¥ fl!'.F_J l—r L] L L] [l 5]
My® = ) . @~ bei cinmaliger Messung, m,?> = T P
: 2¢C. gy X 2¢f 1y HEssung,

{-{iillﬂ]‘.' / h\9
~— Ofh \2 il Gl
ng = 2(hy)*. \ 5= ) . @
: = O,

Werden auch Richtungsbeobachtungen gemacht, so complicirt
sich wenigstens fiir die zweite Methode die Schiitzung der (%) etwas. Man
verfihrt bei derselben etwa so: Mit Hilfe der Formeln in Abschnitt 28, 20 #)
berechnet man zuerst A fiir drei verschiedene Richtungen unter Annahme

reiner Richtungsbeobachtungen. Ilierzu nimmt man noch solehe Winkel-

Man vergl, anch Absehn, 39. Anmerkung.

e — =
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heobachtungen, dass dadurch alle #Z gleich werden, oder dieses doch miglichst
erreicht wird. Das Verfahren hierbei ist genan wie oben, wo nur Winkel
messungen vorausgesetzt wurden, wenn man ndmlich mit Hilfe der drei
berechneten # die Lage der Ellipse um £, welche ihren wahrscheinlichen
Fehlern entspricht, ermittelt. Nach Abschnitt 15, ist es alsdann erlaubt,
fiir die Richtungsbeobachtungen zwei Gerade zu substituiren, die In die
Ellipsenachsen fallen und deren wahrscheinliche parallele Verschiebhungen

der halben Linge dieser Achsen gleich sind.

In Verfolgung der zu Ende von Abschuitt 23. gemachten Bemerkung

mégen nun noch die Bedingungen fiiv M* = Min. ,,bei gleicher Miihe dex

Winkelmessung'* aufgesucht werden. Ist p ein von £ und 2 unabhidngiger

(loefficient. so existirt zwischen # und n, der Anzahl der Messungen, die
Beziehung /i~ — “ . Der mittlere Fehler o der einzelnen Messung is{

dabei als constant angenommen. Hiermit reducirt sich die gestellte Auf-

_'__ll;l_hif }'5_1|,|r E“E'jl_‘lli;_"'l'_’,
Z(h=)
M= — = Min. zu machen, bei Zn = 2k~ p-= Consl.
D2 g by sin” (ve—Y3) )

Eine ihnliche Rechnung wie in Abschnitt 23. giebt ¢ Bedingungen von

der Form
- n } 3 TR Y s ) 0 . T
K . pi* = Z[hhg® sin® (ya—y5) | — 2(87) . 2[he® s00° (Yi—Ve) |,

wenn ¢ die Anzahl der Geraden und A eine zu bestimmende Grisse ist

Nennt man nun H: die Pricision an der Stelle von £; nach der Aus

sleichung und hat N die frithere Bedeutung, so ldsst sich auch sagen: ,,ls
2 R < : v AR S B 2(h7))

miissen fiir ein Min. im obigen Sinne die W erthe K . N = —{1— -
' i\ H2

fiir alle i gleich werden.* Da nun die p; im Allgemeinen nicht gleich

sind, so werden es auch die H; nicht, und es ist dieses Grund genug, von

der Errcichung eines solechen Min. abzusehen.

ip _"’
el r_.i'.

Wird in einem Dreieck 4ABC, Fig. 9., der Punkt P nach der ersten

=

| 1 1 L = x ¥ " & ] N E
Methode bestimmt, so sind die Quadrate der Pricisionen bet P fiir dic dre

]'..-"Ir"_"a'iw.!l' I} s
T

fiic AP L2 b fir AP R = ——% - fif CP.R = ——;

20,2 B8 94,2 @ 20, 0

enn ny, n.,, n, die Anzahl der Messungen der Winkel in P, «, @, a; resp
rleieh AP, BP und CP sind, endlich o den mittlern Fehler giner einzigen

I*i.ﬂ:“!u1v<~lu|: ;h|]¢1r|h.
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Die Zwischenwinkel sind fiir
(1. 2) =@y = <L 4PB; (1.3) = @, = <x 4PC; (2.3)
Daher ist

5 1 n ., 2",
'”lh -— o ( 1.1, —I— = —I— ',) ."'llr'rl1 wohel

'r'!-l‘- El.ilil_ll ”:1‘

e Y -

51}

. 1y 1. . n, n M., N
Wl R e S T el I L L B > Hg 9 |
I Lo® U2 .2 well~ (g — T L J|_ = SIR* @,
| ‘:| Ir-lrE f-i-!. -"J',_I‘Ff..- t

Nach der Ausgleichung treten an die Stelle dex fy ley By die Werthe

L : i " n. 7 \
2 BN 3 T R 2 a5 | i .
_ﬂ"l — L= _-1'|| - ( o T 7 'I;I. I 3 .'-.'HH "j[ ) )
N P ' 7 =
= Le s w1 / i j
=y == .F 7, T | L e . 1)
04 ) H._, = 200 ; _"rl _ ( —% SINT g % 5 STy )
."'r'!rl_- 5 fha /
| W : g n
- S« i ST I i S i 2 . )
Hy° = 2w -11|~( s s’ @, + —% sin? ).
.H_I'fl - = 'rqu- :__-

-l

3 arla .n' '|. = R L ol R 1 - - |
Beildufig sei bemerkt: Die # werden unter Annahme von »

-— i
| }

= ng In demjenigen Punkte gleich, fiir welchen ist (Fig. 10.)

9 i oD s . 9 -
ST | ST,  Sin® @ ST @ SR, . SR N
) R e e vl e S e “slen 5
iy -:-ﬁ-i' -ff.!‘ : -f!..'! r.fl‘: | -'.f.'J ST
- ] i ¥ -

1+ e Lt A T e Ml 1
(BB (PO (BEOR S (PAER — (A2 (PR

¥, f
wenn 4 44" parallel B”PC" und senkrecht AP st, ebenso B'BB” parallel
APC” und senkrecht B, sowie .00 parallel B P4”
CP simd.

Die Messung der Winkel ¢ in P (2. Methode) giel

lll]ll hl*iliil‘u'ﬂ.‘]il

it zur Bestimmung
von P, Iil‘[_‘iH['“I']lliHl'. geometrische Oerter, fiir welche die Greraden 1., I1..
II. (Fig. 9.) substituirt werden kénnen. Die Priicisionen
sind resp,

||1']'.‘-t']!:'i'll

&1 -.:I : 2 1 - f s f

y o =€y n, v 2 5"  { 1 2 e 1.
e "~ 2 2 ) ﬁ'_* e ) ‘) -l,: fig * = T .II ]

-".!".: (44 (o |'."|" .!f-;" = -‘u"l" o =

ferner hat man fiir ithre Zwischenwinkel zu setzen (ohne Riieksicht auf den

(Quadranten)

; % T ) _ i * ¥ f | e e - .

L. 1) =+ B, = . — C, | worin 4, B, € die dre; Dreieckswin-
L .'_'| rengl ) & & o y L

S A) =) 4+ . = ®, — B, | kel bezeichnen und die ¢ und p die

f TP B e . ¥ ~ . 3 e

AB WS = g "J_ Ps = iy — A4, selbe ]_}ﬁ_‘tll_‘ll[:lllt_'_"' wie 1n Fig, 9. haben.

Damit ergiebt sich weiter fiiv die Pricisionen & und den mittlern Feh
ler M nach der Ausgleichune :

i.’f ::-. — ] 1-" Ilrlr .3 :. |-_| .Illli' &, [ ij L | # I i i)
Pl . =F ot g = | ™ Ca Tla == o™ o™ ,
L3 . @ g @n)" L ' T R A D T
2 % 1) W i i 5 :
L T (0 . & dstty)”. w° [fe,* e’ Bl 2
eded | "q- S = o F l - o o 5 1 | | . e
¢ g . , ’ : % 7 Rl 7 7S L) == S /
I” H ? .. By - | | i) " [ L |
[ ftg TR ey~ Ny &a® 1,
.".,1 (! I i )
e ey st (o {} ]
€y~ Ny
1
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| II|II'II'IHI-I : I ::_IL: . rr!e’._,l'l.r’jl'l .'r-!'._,J ."'-'.".-'.i'l‘ll ( rf-i:
) H L=
e

Ad) i;ff.-"',_,,{"r,rl'-’;rjw.f!'M'H'-:_ujr::

i} ]

i o
:"-..f‘-l . |Il'r-'r- ‘!.l‘u'?-!ll
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S T -, 1
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L) | L) i AL N % .
"|Irl_| B A i il Tl N o |.|'_IJ'|" _ }Y__'i--l
.:'jl.lll

sin® (g, —A4)

3 0
v Leay Ak
3 ik

¥ . )
S~ (o,

"

il
iy ]

~ Ir.l.l-h Mo

st #).

=

]

1

wihel

20.
Das gleichseitige Dreieck.

1) Im Mittelpunkt desselben 1st

o b) J L
fha ™ r i

[ ]

1 20)V,

iy St y e =0 i S

l]ll

un alle 7 einander gleich nimmt, werden

: i 16 o a? 16w a?
Ny; N = ! s =

: ) B [ )

eI maln
\

) ]l| |'_|_,|'I.r‘
iy . |
o .} e

= also auch f."l" ES

| i )

Lo* a*

.I:J'II ‘_f]:'il.'lgl

> 0 Ferner werden fiir alle Richitungen (1o

.
Wk 'l||| |

i

Diese Formeln gestatten inidess noch eine weltere Zusammenziehune, Mit

~ 1 L n = # 5 | Lt
Hilfe der Fieur sieht man nimlich ein, dass
3 ; : 3] g . . 2y 3
I 1|". Ca 2t | St s _r'l' n L0 |I..|! _I_ 2y COR oy S0 51N |I.-I y
2 - ¥ - PPl e [ = ! :
gire Lo f — K1t |'_l..3 =1 |'..'| — .
i f ¥ id 7
. 1
= oy | (., COS Py il o, (s (e COS Py)

£r .\'l’l,-',r I"J!'_:: = l :r.-' 'H."'I.-'." !'.F':.'

a8 i
..: e | G
L1 niermit werden
'}
- 3 ¥ li'.’ III':--"ll'l l':"__|l"l.- o ] ] I ] ¥ ¥
III _'l--_I — = '|'.'|| —|_ ;IIII e i .".":, |'|'. ¥
A &, [ 5
.1 [ BIT r;
W, [ I -
2\ N =My Ny 1Mo 7 Sl
) 7 3 y . 0 = | ; | v _
H, %= 8r.2: Lsua*0 (&I : , :
: = Lid . (g g f My —
:
l ! . [ i ¢ |l..l I'_I
'.I -Illr—'lll o H-Ir .l- . -!Ir-l'-_.-I | |r ll. .l.-F.-.I '|I"'|Il'l'l |I"['.. 'I'I| oo el ) -— 3
| . g : 2 : I ~fla
i d
[ il |
. N ? !
1 Illl,lIr - e, - J'Ir.nl .',li-J .-_-'IJ A= o |'|'I __'I.-' . I -
| fy Mo
' 2l - Beohachtuneszalili ‘v demienieel
.I|! ||'.|'|l | { | 11 1*] Il i1l [ i*] 130T R e ekl 1 I | 111 |||||| 1
I 1 I
| | _|' L % Il — M5y — ig! it g s 500 .
(*y o i
i1l ] 1|| ile ]J! } 1 L1011 11
i _:_r.{ f i i - I |'| "_. i [ o
“ [ ’ - : Ll | | I
Punktes leicht ermitteln lisst. Halbirt man niimlich im Dreieck A5¢
: - — . I - 3
' Vinl y thellel e Halbiruneslinien derselben die seiten i dem
I i 'I!I'J| i [i_ T |.|| ||||'r i 213 ;|J_,| | Eridiiee1l = ||| Il I:I'l.'I I
1 1 L] . a |l| v
. LT 1 der betreffenden Selld peniiberliegende Ecl
in Kreis | (L n Mittelpunkt auf dieser Seite hegt. | )i
| Jurchise 11151 | irecl K reist | ol L1 reBLLCTILT |'I||'|.|| L LY
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Weiter hat man

] # |. _‘:i. ] L3 ] |
2. an ' 16 @~ e- :
0y ] T 1 Ly -} r . 3,
.'11’.--:1-l TRE==" .'. I. » al.#-_lni al-‘rr"l ""_--!_ F. S T B | -H.-l:':-ll]' -].I"-p-' et » = ] . _I‘!.‘|.I"|l —_ el — _"‘ll?'l
. 0~ ; = e &N ) ¢ g2
Ebenso wie alle # werden auch simmtliche /7 eleich, <=1 :M.2
2) In der Mitte einer Seite, etwa B(. ist
a* = 3¢, @, — a, = ¢,
2yl ]
¢y = 130%, @, = g3 =90
!_Tp;j {; e ‘T'_} =Sy 2 T EIHH: '!.-Jf‘[ L __;- == .[.j”l'll
N ¥ ¥ B # s
Auch sieht man, dass n, = n,, 0,/ = #," zu nehmen sind. Damit e :
, n,+6n, . Bo'e . 7 : y ",
__H']_' — _l..}_ T 4 _...1',1; ..'.ni'lj — ] _!rfj_jl : ';l B f!’r.,'; J'r.irl e ‘r!_:;
120" c* ny n, Tl § : =
£ £ F Py i ] ]

s 3n, —+2n, y r Jwt et - Jw° -
e aniam e i s = s R -
z W ¢+ : En; + n,) n, Ry = N

P e ‘_:'l'.'ljil'J .'"'I
H,* = H/® — —
: ' (2 T+ ny ) D
Nimmt man noch n, = n, = n,; n," — ny =ny', ZIn— ", so
wird abgekiirzt
) 1} i o . . P . . #
5 - 7 o . rr13 i rlln‘ J'a" 511111 Ili'IE.H‘I W1e .'illl_'ll nllf' 17
M~>=10,6 . ——3; M= 5,0 . ey ,
2 : 2n sehr ungleich.

Damit M* so klein wie fiir den Mittelpunkt des Dreiecks werde. hat

man etwa doppelt soviel zu messen, wie dort: fiir /.2 wiirde man etwa

dreimal soviel }[Uasuug‘ml zil machen haben.

Nimmt man n; = 6n, = 6., so werden alle # gleich, niimlich:
> S W2 1 Sm° ¢ also M, * bei gleicher Miihe etwas klei
R ——y .”:,.:I i g e = 3 a ’
: | ¥ 2 ner wie vorher.

Moglichste Gleichheit der #° erreicht man durch Annahme von n =0;
nidmlich :

& -‘_. i."-l '.._} __' ..,. b ‘I |'I-
P R . 2 " f
A = ik ¥ T T ]
ff] i ! oar '..| jf-" 3 f'{’ e e, _ -'.' i ; o i'q_"llillt.']. 1'||'||.|l[
n, . IV, 5 o «i¥e i o
r - ’ '.I.f-lli {-f.}"l
<n = 2n, : also M2 = s+ (.1 nur halb so gross, wie M 2.
= > 2 5 : ;

» Die zweite Methode ist also fiir Punkte in der Mitte der Seiten orfin-

. 3 ; _-I[ < - 7
stiger als die erste, M, = .;l' Macht man die # resp. A" miogelichst

oleich, so erlangt man die eleiche Genauigkeit mit weniger Miihe, als wenn
ohne Riicksicht darauf alle n einfach gleich genommen werden.*

3) Riickt P einer Ecke, etwa 4, in einer Seite, etwa 4B,

immer niher, so ist es erlaubt. bei kleinen ¢, niherungsweise zu
setzen: (Fig. 11.)

i e O

; Al !Jrl — |Ir'[__]'”1| P, — lfi_}“_ rjr*i — 1 E"-{}':'

} 3 ¢ ( # . . . ) 'I; I"ll..-I
tp.i_[*: J__}L.“; Py—0 '——-—-Eb“”; @, - A wird sehr I'{I'._“lll? N — 16" _1,
I'-' ‘...'l.
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Die Werthe ¢, @,, @, — B sind zwar wenig anders als hier angegeben,

aber da keiner der Sinus dieser Winkel der Null nahe ist, verschwindet

der Einfluss der kleinen Aenderungen.

s wird damit

1 "y

I}I 1. — i & i ;I = i == f ] ’
: L~ x:flj T 4e2 n, (dny ¢ 1 n, ¢7)
: . | B2mrC ; 32a° ¢% a;°
hri- ‘.."1k']' -'!’!_11 = r .!J',_;_ = | v | 2N N
Oy 1Y, oldng ¢~ — Ny ~) v,

Gleichheit aller # ist nicht miglich, da alle drei Visuren in einem

spitzen Winkelraum liegen; sie wird miglichst erreicht mit #, = 0 und

4e-
Hy =— Ny = cdas ;]{*[}f
i | |'||'!' >
062 9 o ¥ -4 LI RRE | }‘J 2 A2
" : 1 Py e 1 el | / Zzobm” ¢ - M~ 1
Hfoder H*—H*— " — N, ———« fil~— ———— oder, da
: - . ;J-.-'E:_i:."rl Oy Ty o Ny
: | L2 : 32m2 ¢*
Zn=mn; |+ ny.— d.i. nahezu a.“r =— 715, auch H| — ———
' T — — AN
=y 16m° ¢-
Bei Gleichheit aller n ny = n, = n, ist dagegen M~ = 5

- : LT 1

L

mit Vernachlissigung der kleinen Glieder.
Eis ist sonach réthlich, die » wie vorher zu nehmen; gegen die Lage
von P im Dreiecksmittelpunkt hat man sodann immer noch doppelte Arbeit,

um ein gleich grosses M zu t"l‘[léﬂ’f[‘i]

Weiter findet sich (Fig. 11.)
i ; P ) # F F r . ; 1{-"--'.-! F ¥ , r ¥ [
M =1L, | Hlff__h n, 4pt (n, <L n ) )y Ly = 5.2 ] (Hl M. - fy Mo e 1y Ny )

H, =1 ) =1 : Lycta®(n)+ny)

&
£ ) 4 ]y # iy
und Hy*=1:—_-Lyc>a;*(n) +ny) .
GGleichheit der A ist nicht erreichbar ¥); moglichst angestrebt wird sie
r ’ ’ ’ Hril: = "I'!|l1hI . 5
lurch Annahme von n, = n, und n, = n, . : ,  womit 2 n
Fe o _-- I'l"l-‘
nahezu = n,” und
; S 0542 2
w2 ! 0" 4~  0&0"
o 3 f T N
r ) 71 e ). T
] . i F ’ 5 3 .”r‘__’_.:L I".r_;|.-J .ralf \ .
Dagegen wird bein, —n, —n, M, = S d. 1. so wie vor-

) sw N

und /7, (oder H, ) gleich werden.
Auch fiir die _.I*'f?.-" behandelte [-.:1;'r- von £ 18t somit .'Hl'“r = .”-_.-'5.

Da die Jin-l-l.u""-'r nur niherungsweise richtig ist, kann es nicht befremden,
itz Gleichheit dreier A doeh nicht dieselbe aller beliebigen A stattfindet:

Hy, und ff, gind Pricisionen fiir nahezu dieselbe Richtung,

- r_.ﬁ-r y

nur sind die # noch verschiedener als vorher, da nicht einmal #,
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4) Riickt P der Ecke 4 auf der Winkelhalbiruneslinie
niher, und wird daher a; wieder sehr klein, so gilt foleende Niherungs
rechnung: (I g, 12.)

ay=a,==2¢; @;=60"; @,—g,=150"
P — C=90"= Py — b @, — 4 sehr klein, sin*

Yias x5 i . - .
Fiir n, = n, gehen iiber ¥,%, N, u. s. w. in '

oL a0 l
B L, e~ - 20, 0y~ _ : 20 b e* (=" 1
]J'rr il i : - R 1Ir - 1'i Dt
. 3 . [ 3 |

2 16w~ e* ” A S0~ c= ¢ | |

His— g § e e , .
3 H;-ll'rl ' ¥ e ! lr'n i ."'w__.-s,'l_"nl

[””]H'l!bt "]1 llllL' frj "11 ] )L .".:'l — U.l]_:l_ W H I| |l 11 ”Ii.‘ ".'l.'t'i] 2 = n. —1-n |

1 2 Hdow= e”
A P - '

]_F'zl;:fi'.'::ff‘.u 1st fiir Ry == Mty == fiq n =— 3 '

2d - ¢

und mit Vernachlissizune kleiner Glieder M~ =—_ , also wenig anders
AR >

Weiter findet sich hei .-'."..l o

-”:*I'J = I, !fwl"’r "+ 8¢'n,): L, = w?: o2 (20, -+ n, Y n, . |
; i, - : 16L,¢' 0, ; H_."-' = . %=1 :2L a%*n, -n,
1 i | s . # i i Hr“l. II!-ld-I = =
| (xleichheit aller H’ verlangt #n,"— »n.’. - , womit nahe X
i — I - "l'-il-
| 1 M2 Rw* ¢

Il ) e - =

Dagegen ist bei n, — 0y — R R = - d. 1. nieht uneiin-
:‘%
stiger als vorher; nur sind hier die # selir unoleich
Stellt man zusammen, was in 1) bis 4) eefunden wurde. so haf
, bel gleicher Mithe (Zn = Const.) werden die Coethelenten von

entsprechend den M* und

| M2 | M2 T TR

7 FT 17 P |

hei Gleich- hel nnelel-
heit aller » chen

53 | 1.8 |JAleHgleich. | _ fAlle # und alle 1

1) Dreiecksmitte thyed g

| Alle # oleich : | cleich
b e, |I % y 5 i B = g j:.lil.ll-':-li.ll .':|'.r. .:".__' j
Z2) meltenmitte 10.5 5.0 ] i
| lienstoleiche ff

s Ungleiche #; =it _ l
In der Seite nahe 16, 10,7 10.7 10.7 : B ol l

II.'. ] I]'.I i

U'neleiche /7. : v
L) Nahe der Ecke in 2. 3. ' 21.3 Q | Mogl. eleiche #;

der Winkelhal- | gleiche A,

. - - I
h rungslinie

-
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Diese Tabelle zeigt 1) den besondern Vortheil, den die zweite Methode
innerhalb des Dreiecks gewihrt, 2) wie ausserordentliclhh verschiedene M
man durch gleiche Miihe bei verschiedenen Punktlagen erhilt.

h) Liegt P ausserhalb des Dreiecks im riickwiirtsverlingerten Winkel-
raum (etwa fiir < BAC), so celten bei grisserer Ndhe an 4 die Verhiltnisse
wie unter 3) und 4).

GGeht man in grissere Entfernung von 4, so werden M, und M,
nach und nach immer mehr einander gleich: wihrend sich nun bei An
wendung der zweiten Methode alle A’ gleich machen lassen, ist dieses fiir

die A nach der ersten Methode oA uumii:_"lh:ll,

Wird die Entfernung 4P = ¢ sehr gross, so entstehen Schnittficuren,

wie fiir P, in Fig. 11. und 12.

Fiine leichte Rechnung giebt ndherungsweise unter Annahme eines

sehr crossen ¢

L2 el
3 0" . i s :
‘-”l_ = 5 o, Wenn Zn=—n, +n,—ns, ny=n,und ny=—=20n,,
DCT. 2N | y ; :
zu Fig. 11, ! 5
’ B - . el ? : :
- — — o owenn Zn=—n, +n,+n., n,,=n,"=n., ance-
- pd 1,."” Y | 2 1 b | & i il
nommen werden.
Ferner ist
I:-I-}:: ot
i & - .
2. : e 2N 3 3 X
zu Fie, 12, J | |
9 BE@GE T | | 4 : {
Wy = ———:, 2t == ity - N5 + Ry, Ty = N, = Ny gesetzt.
| G e E A . Vi

Wiihrend die Gleichheit der’ M fiir beide Methoden fiir erosse Entfer
nungen des Punktes /7 vom Dreieck hiermit bewiesen 1st, zeiot die Figur
unmittelbar, dass die erste Methode sehr ungleiche, die zweite Methode aber
zleiche H ergiebt.

6) Liegt P im offenen Winkelraum BAC, Fig. 13., so ist die
zweite Methode unbranchhar und nnr bei grisserer Entfernung des Punktes
vom Dreiecke kann sie der ersten Methode gleichgestellt werden. Fiir
sehr grosse Entfernuneen erhiilt man Resultate, wie soeben unter 5) ge-
funden wurden. Am ungiinstigsten sind die Lagen P, in der Winkelhal
birungshnie. Je seitlicher bei gleichem Abstande von CB P, riickt, um

besser bestunmt es sich nach der zweiten Methode.

Fiir /,, wo Dreieck 48C congruent Dreieck P, BC ist, hat man

A B P S Tall ‘ (. . : a 2l
{1 1r ;P 1 %24 1rJ|r_: = (., = = A4l ) _.fj:! = S3{N) ) Py {. = (P, ;‘I: - 1)
a I}
rjr_'l A =240)",
]I:E.J'.'"I -'”: HE £ I;”.: .
i fiir =, Rns LM n, - 2n,
2. T i ¥ '
]I.-.ful,l :r'l JH }— :_‘!.n'.-' -- ¥
J ; bel Ha s 2N ", —+ 2n,
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Maoglichste Gleichheit der Priicisionen # resp. /" verlanet n, = 0,

n,'=0. In jedem Falle aber ist bei gleicher Mithe M,° etwa 3 . M.

Damit ist erwiesen, dass Lagen P ausserhalb des Dreiecks sich im
Allgemeinen nach der ersten Methode besser als nach der zweiten Methode
bestimmen. In der Praxis kommen indess solehe Lagen kaum vor, da von
einem Punkt ausserhalb des Dreiecks 4BC andere nahe Hauptpunkte D, £,
F ete, sichtbar werden.

37.
Was 1m Vorhergehenden fiir das gleichseitige Dreieck gefunden wurde,

gilt auch fiir das ungleichseitige, so lange dieses nicht sehr spitze oder
stumpfe Winkel enthiilt. Der giinstice Raum fiir die zweite Methode ver
schiebt sich dann, wie es die schraffirten Flichen in Fig. 14. und 15. un-
gefdhr andeuten. Sehr stumpfe Dreiecke sind am ungiinstigsten; daher
moge der Fall dreier Punkte in einer Geraden (Fig. 16. und 17.
bei Gleichheit der Ldngen B4 und AC = 2¢ besondere Beachtune finden.

[m Anschluss an Fig. 16. hat man:

- - ] 1} ] ¥ [ i 1
L ];:1;__:_‘{} von Pin b, a;c= {',f::'? = r"_"'f':; .r.r|=’ — .._1;;-; Ny == Ng
'|I_‘|.I.£ — ._I:{II-'I; |r11_: r’!l I"_-:' ; |"||'IJF S—_ I'f-:‘r
l_,'i_',?l_l:q'_'rr::—— (’:Eﬁ"::"r! .frf—.- ,__,'“; ,-}-rl -_r;['-J. -_f-_ r,HP“
g b L # W 1) ¥ r #
= 16w* - (n, =S y 1 b~ e* | it —I— Mo
M * = - T = und M,*=— e =
20 Ny — Ny Ny 0 2n, n, 4+ n, n,
Beide Werthe werden gleich fiiv n, = n', n, = n,’, n, = a,’
Gleichheit der H resp. H' verlangt n,.=—=0=n,", n, = n,: n, —n.":
damit wird
] 1 0~ C-
| ] 5 1" i & .
M=M= ——=—m=82. =, 2n=2n= 2,
—= H- s 2n

Bei Gleicheit aller » = n’ ist der Betrag fiir M,* und M,* derselbe.

2. Lage Pin D, wo D, sehr nahe an 4 in der Linie 0.4 liezt. Man
erhilt ndherungsweise:

y ) u K Lh ] i i & r
gy 'sebrkleiny a5® == @3> =de%; \fy = Ny3 Ny =— Ny
i !(-" f { il ot o I"' ! ”III-I
Py =@3 — =@, = @, — B = 00" sin @ = sin* (p; — 4) = )
- ) & 3 ; i} : iy ¥ 3 Fi
2 8w e! (2e*ny -+ n,a,?) : w?® (2¢“n, +a,n)
M= — NS T Bl i e s o B
By ny € ngny . : 20, Ny — Ny Ny
My == My == ny; ny'=n, = ny geben (mit Vernachlissigung kleiner Glieder
o t‘r}-} II-|I--'-I 'lj-J.-. |.||:I
) J U 3] Farl 81 'I'_
Mr=————r M= ——
Zn : 20

Die Priicisionen sind aber dabei sehr ungleich nach verschiedenen
Richtungen. Die # und resp. die H" werden gleich, wie auch der Anblick
der Figur lehrt, fiir

e —

e r——
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l I["[Hll_:_l,h].l.l. '\ 1|1] }1 ILIE]}IH- l;i}l'?lu ll]'-]-ljl..'il:.[‘l i ® _I'"
2 D e e o
Qe =N 4,5, 2en, = Ny 45
also nahezu ' ;3F
3 T En = n, und das giebt
L i | =)
% i) o L) 2 -,,"_"'
; o (2l o =0«
-L'I T — = L --'h;'l_ — ] 5 '
| i” | : 21

3 Lace P in D, nahe an B, wobhei jedoch D, B senkrecht CZ sein

mag, (Iig. 10.)

e ! r"l*|1 ”.:.3 — ]E}{I‘E:‘I (1l .':-ilf"];H' 1{]!"111
{ all . 0 - -1{ ;} "rl"u-:
— )y — II".1I —— 8 ¢ —_— 0, — A = I.“._J' * S l;':'.. —d i | i IfIq —_— F— :_ =
Ps Fi ¥ ' . E : 16¢*
. 9 4 f{p.2 I .. 7R Tl
64w ct. (16e-n,—+ da,“n, —+ a," %) : S : ;
M2 = == ]_.‘} —= hierbei sind die H resp. #
: ‘j._;iiffl M, € —!— ny Ny iy 4 Gdngnyc’t ¥
' - ° &3 ungleich, wenn man alle #
a0 LG O i | e T o : :
B n,/'n, 4+ n, 'r'.'f_.._ --}- Ny Mg
-H-'n‘m'f c* ,  o2w° gty = : %
5 i ) A 1
Man erhiilt im letztern Falle M,* - M= — s SN —dn—0n.

D s 20
(3icbt man den Visuren von 4 und € aus gleichen Kinfluss, setzt

1280w° ¢* (2¢° —I—Hrr:}

— 4n,, s0 wird M" = SLERL

1*‘*Hluzf"—'-— I."!'H-_. :
Gleichheit der H verlangt 2¢*n, = n,a,* und damit geht M,* iiber in
2w -
= . . Wenn man setzt
i

£ iy
N — —}- - ~+ 4n,

; = - ﬁ;—rl nahezu,
- Ilnn.

Daher ist es nicht rationell, den beiden erwiihnten Visuren gleichen

Einfluss zu geben. Besser ist es, n, = 0, sowie wegen Gleichheit der I

4c* n, = ny 4y~ Zu nehmen:
i} i} ] { y ]

5 S0 - Be- m° Ly~ . -
' P — — —— da 2n=mn, + n,. —— alsonahezu gleich n, ist.

. : i =4 i j o |

' n, 2 de<n, ?

Nimmt man ferner n,” = n,", wodurch I. und III. gleichen Einfluss
erlangen, so wird
2.2 w? e? . (82¢* ny 4+ a,*n, )

: 2n, n, + n, n,

(rleichheit der A tritt ein }rf- 52¢? n,” = a,*n, ; dafiir geht Za iiber
. F i . = ”)D]" f'l-l!
in nahezu n, , und also M,° in M= == —

> 3 I 2 N

Mit Hilfe der jetzt gewonnenen Formeln und der Figur 16, lisst sich
der Satz aussprechen: ,,Solange P innerhalb des schraffirten Raumes in
Figur 17, liegt, ist die zweite Methode ebenso gut und etwas besser als

die erste Methode; in jedem andern Falle ist sie weniger genan als diese."

o
LP'I"‘.

Man wird schon im Vorhergehenden die Bemerkung gemacht haben,

1a8s eime Combination beider Methoden, also die Anwendung der dritten
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Methode, zuweilen vortheilhaft sein muss. Ks fragt sich nur,
hiufig vorkommen kann.

nr]1 1“f*.-.:':-.

Hat man nur zwei Hauptpunkte 4 und B (Fig. 18.), so ist die dritte
Methode so lange vorziiglich, als P auneserhalb des Halbkreises iiber A5
liegt und dabei wenigstens einer der Aussenwinkel des Dreiecks ABP
bei 4 oder B nieht viel kleiner als 90" 1st. Tm gleichseitiven Dreieck
ABP werden alle Priicisionen H fiiy P eleich, sobald man jeden Winkel
cleich oft beobachtet,

Die 1\1TI|11{{*ltm'=..~'«$llng‘ bei P wird wegzulassen sein, wenn P innerhall
des Halbkreises iiber 478 zn liegen kommt. Entfernt sich 2 vom Hall
kreise und riickt 47 niher, so wird die Bestimmung unzureichend, (Verel.
P 1 Fig. 18))

Man erkennt nun leicht. dass fiir eme L 1r1-L]L1ltun-m]m'-ulllmw'
_ o nimint,
nicht so giinstig ist wie die beiden ersten Methoden; denn alle Lacen von
P, welche der dritten Methode giinstig sind, werden die Be nutzung noch
emes dritten Punktes, ja meistens noch me Ellllil Punkte ;I'hf."l.f[l*ll , Wi
durch man bei gleicher Miihe der W inkelmessung, ohne die simmtlichen in
Abschnitt 27. angegebenen Uebelstinde iiberwinden zu miissen — sowohl
die der ersten als die der zweiten Methode — mindestens dieselbe Ge
nauigkeit erhalten kann.

die dritte Methode, sofern sie nur zwei Ha uptpunkte als Ausgane

Auch darf man niecht vergessen, dass die beiden ersten Methoden ein
von den zufilligen Fehlern der Hauptpunkte freieres Resultat geben, als
die dritte Methode, die offenbar den ganzen Fehler der zwei H: auptpunkte
in den Nebenpunkt iibertriigt.

Denkt man sich die dritte Methode als reine Combination der beiden
andern wnd vergleicht die Resnltate » gleicher Mithe , so ist wohl immen
die zweite Methode vorzuziehen, nicht nur in praktischer, sondern aneh
in theoretischer Hinsicht;: wie daraus }H'HH]"{]LT dass die erste Methode
in den praktisch vorkommenden Fillen v 01 Immn altungen ungiinstiger als
die zweite ist. Diej jenige Arbeit bei Auwendune der dritten Methode
welche der ersten Methode {‘.11!.-:1.4'1[‘_];1'_ driickt die f:c*n:ml;'kui’r .ri“['u.]'lh;ll‘
herab gegeniiber der zweiten Methode. welche die ganze Arbeit am
giinstigsten verwendet.

39,

Die theoretische V:‘*rgl&iﬁhung wurde unter der Annahme von Winkel
].H'_‘n]'r."iﬂ}ltnl]L"t"ll gefiihrt. Es ist nun schon friiher cetunden worden, dass
die erste Methode ebenso wie die zwelte sich etwas giinstiger zeigt fii
reine Richtunegsheob: achtungen, dass zn diesen aber. um eine gleichmiissige
(renanigkeit fiir jeden :=sn:fe*|m'=n Punkt 2 sowohl als auch ver: rleichsweise

fiir verschiedene Punkte P zu erh: ten, immer W Luhw]h:-u]ruh uneen zur Er-

ganzung zugezogen werden miissen.

—— e —— e
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[9s ist nun von Interesse zu sehen, wie bei 3 Jl:LlllrtlmlI]{h-n sich die
/f unter Annahme reiner Richtungsbeobachtungen gestalten.
Die FFormeln ans Abschnitt 25, 20 Erl:'.]lf"ll] sofern das System 42) sich

reducirt anf
(1) — A, + B, & + Cyy

(1) - A, + B, x —|— C.y
and man einen Hilfswerth u’f} —(3) = [:’T::_-'f-:'“ - (B,—B,))a+(C,—0C,)y
e A, —I’—- Bz —|!~ Cyy
einfiihrt :
2 A By oA S T e 2.1 @ 2 _+_ (2
B B T U B SR o N (S e il
S ) = . H2=1:N. - :

e}
‘r‘i!?_:— 4 Ij_" 'T'J::: _| I :"| Cy ! (‘?"Flf'rl —IL ‘T’Jf _|_ ﬁ::{-lz:.).“ll

o) Ty
al kb
r ) '

1 (B2 LB B2 6210302

W2 — N - . *_»: h=—1 gesetzt.
2 | 3 3 o 7
2
Dieselben Werthe wiirde man erhalten durch — malige
o) F

Megsune jedes der drei1 Winkel an P#). wenn einer Einstelline
L !5 =

die Priicision # = 1 ebenso wie oben zukommt. Die Fehlergleichungen

werden ndmlich

ul:rl r]r-ir.’m&: 111];‘51 Z H.

2(BB).2(0C)— (ZEBC() A

| 19 T
H2=1:N .-2(BB), N— ( ) s

‘|. i. ?fif'ijllﬂ][,

o 1
Lo

Hiernach giebt die Anzahl von 6 . - Einstellungen bei Winkel
b

beobachtungen genau so viel Genauigkeit als 3 Einstellungen bei Ricl-

tungsbeobachtun gen. Dieses etwas befremdende Resultat kann etwas

strenger anch wie folgt abgeleitet werden im Anschluss an Abschnitt 25.

[Ebenso leicht findet man, dass ein Satz reiner Riehtungshbeobaehtungen

zwischen gHanptpunkten & nund M ebenso ergiebt wie dic — malige Mesgsung
1 .
p £ L miglichen Winkel zwischen diesen gHauptpunkten, dass daher

Art Winkelmai nneen 2 fy E,.' Finstelluineen Dasselbe leisten als ] l1in

Richtungsheobachtungen, Diese Bezichune eilt iiberdies Ll all-

inkel- nund Richtungsbeobachtuneen von einem Punkte an
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- 2)= 4,4+ B,xa+C,y

j Ak )
Ans den Glmulmnwn : erhilt man

lhll —_— lf:-gkl'l — f. —'_L“ .PTJ'I-. o _I‘_ ‘r "'.I"l -
die wahrscheinlichsten Werthe a. y tiir (1) = (2) = (3) =0 und es ist

iiberh: aupt von einer ;hhwlvldnunf-‘ nicht die Rede (wesshalb die Able itung

der H und M aus den allgemeinen Formeln vorhin nicht streng
war). Dem Fehlersystem « und » fiir @ und » mogen Richtungsfehler (1
(2) und (3) entsprechen, wo ;

(1) — (2) = Bou Cov (1) — (3) = B.u -} C,».

Die Wahrseheinlichkeit ist dabei

W,=mu .6
3 (1)2—2 (1) (Byut Byut-Cyut-Cyo)+- ( Byt

L - F o ! B | | Ir'-"” -|I|l"-"'_:_rl 1 )=
==y . & ; :
Oder fiir (2) — (3) = B, u - C,»
At b a £ ¥e ,.-l E 2
: — 13 I;lj,n—"l 221 By Cav -G i 3
IIJ — :.{1 . :t. : -.5 ; :
L Byu- Ol = (Byu+ Gov) -+ (Byu - Oyv)? :
T = = o

Liisst man nun (1) fiir ein constantes System w,» alle mielichen
Werthe durchlaufen, so wird

1/ S
—“ﬂQﬁw+ﬁwlﬁﬂw+fftyﬁu@4yﬂ)

[E

II'J —— ;lr,rru-i'?. = ¥, , €

) g : T " ‘115 : A 1
Construirt man hierzu die Ellipsen wie friiher, so erhalten diese

gleiche Lage und Griisse mit den entsprechenden Ellipsen, welche sich

9
durch —malige Messnng der drei Winkel ereeben wiirden.
) i

richti lu

1
'
[}

——— e e T ——————




I1I. Zur Theorie der Basisnetze.

40,

Eine Basis, 4P, eines Dreiecksnetzes ist immer betridchtlich kleiner,
als die grossen Dreiecksseiten und es entsteht also die Aufeabe, eine der
letzteren maoglichst scharf durch Triangulationen aus der Grundlinie 4B
abzuleiten. Man ist gewihnt, als zweckmiissigstes Multiplicationsnetz ein
solches von der Form 19) zu betrachten, welches aus der Basis 4 B eine

erste Vierecksdiagonale () (,, aus dieser eine zweite D, D,, cte. ableitet.
B |

1e abzuleitende Drelecksseite.

Yy

Die letzte dieser Diagonalen ist « ross

-

: g
Es wird in der That auch verhiltnissmiissig leicht sein, ein zur Basis-
messung passendes Terrain so auszusuchen, dass zunfichst zu beiden Seiten
der Basis zwei Punkte € liegen, welche weit bessere Fernsicht als die End-
punkte der Basis selbst gewilhren. Doch kann auch der IFall eintreten, wo
venigstens einer der Endpunkte 4 oder B eine gute Fernsicht bietet und
hier 1st es fraglich, ob nicht ein Basisnetz von der Form 20), welches sue-
cessive die Lingen 4C, CD, ete, bestimmt, bessere Dienste leisten wiirde,

als das schon erwihnte Multiplicationsnetz.

i1,

Aus der Basis AP — 2¢ in Fig, 21. 22. 23. soll die ;_‘_;]i!il‘l'll' IJEI'H;_'_'E"J
{ { . 0, = 28=—a. wobel 4 1mmer ;_r']'s'i:--_.}wl' alea A B oenominen woerden

ird, mit Hilfe eines oder zweier, der Basis anliegenden Dreiecke gefunden

In dem Dreiecke 4 5P, wo P in Fig. 21. ireend welche Lage auf der

Veripherie eines mit dem Radius 40 um A4 beschriehenen Kreises erhalten

kann, wird auf die Bestimmung der Linge 4 P ¢ den grigsten Kintlnss

l

-

.

P




|

- — -

.%
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nichst der Winkelmessung in B diejenige des Winkels P haben, welche
den Schnitt ITL. in der Figur®) giebt.

Die Visur von B aus schneidet 4 P am giinstigsten, wenn der Winkel
P ein Maximum erreicht, d. h. in dem in Z rechtwinkligen Dreiecke 4 (P,
wie sich leicht beweisen lisst. Gleichzeitig bekommt der Schuitt III. zu
A€ die glinstigste Neigung, nimlich die senkrechte. Jedoch ist hierbei die
GGenauigkeit der Visur von B aus an der Stelle P, sowie diejenige des
Schnittes III. noch nicht die grésstmigliche; sie nimmt zu, je kleiner der
Winkel bei 4 wird, je mehr die Seite B P = b abnimmt. Daher ist zu ver
muthen, dass die giinstigste Dreiecksform nicht 4 B €', sondern die eines

- r

Dreieckes ist, dessen Spitze P zwischen € und €7 liegt, wenn €7 den
zwelten Durchsehnitt des Kreises um A4 mit dem Kreise, welelier dem
gleichschenklicen Dreiecke 4 B C umschrieben ist, bezeichnet. TFiir letztern
Punkt (I'ig. 20.) ist die Neignng der Visur von # aus, sowie auch die des
Schnittes III. gegen die Linie A€~ dieselbe (ohne Riicksicht auf den Qua-
dranten) wie im Dreieccke 4 (' B.

Allgemein ist fiir eine beliebige Lage von 4P die Pricision in der Be
stunmung dieser Linge dieselbe, welehe sich fiir eine bestimmende Gerade
senkrecht zn 4 P aus den Formeln des Abschnittes fll,tlT;jllLI. Man hat da
selbst zu substituiren, indem man jene bestimmende Gerade als Achse der
@ betrachtet und wenn »,, n,, n, die Beobachtungszahlen fiir die Winkel
g B P 1|1-t]fﬂtiﬁ'1t,

7.
TR TR O T % } AT = W IEHA i it |
wegen visar AP g, () Jots — S T
Fa o Al
i 1 (] ] LY.
wegen Visur BP 9, — 90" —1I hy™ = a9 )
: i F 2 0~ >
&) T r"l
wegen Dehnitt 111, 9, — 90"—B hy* = ——5——
g ' ' a- - wm*
ferner die Zwischenwinkel (1.2)=P; (1.3)= B; (2.3) = A.

Damit wird das Quadrat der Priicision in der Bestimmung von 4 7

af ¥

f oy . H Ny € I My s O L |
- Sin- }” | LS W a'rf = = = ' grn -
Ay £ LA | r |
L= 6~ b= m ) 2l ) B 7
R
) o
f ] 5 A Faridh £ R S . f
b !l h - 1 _f_ l- LH ] +Irl|lj"'~.. jr:l ‘! = i Ir ] fl‘llh‘. ‘!IH
{22 0= w? 2 h-- i=b* w*
oder anch
g % a L}
- (200, 1 0y N 1 Natla) SIRP
I = — _— — = = R — : s =

g Ch ] | ] i) ] 3
20 | "y T —JI— Na . - cos™ P || 4 n 8T, C08c )
i) , \ ; .
7 (yty —+ 0y 0y - nom,) . sind P

[ i 1 I H 1] ]

Sw=e* (g sin- A~ n,5in” Beos® P4 n, sin* P, cos® B)

| Der Dentlichkeit Weoen im derselben nur bei den esonderen iaoren

nnd o’ von f? .'ltl:-_"'l"'_'_t']ll'H_

————— e ———
e — e — ————— % T T

R R R R R R




(rcodiisie,

# .. o R Y
! — (1, 4-n,) . (0, sin"A-+-n, sin- B cos P-4n
) . i} J |
| i T, ). ,i'.n'l.'.'},.*." ,|r I ,i'.-',l.'a',-',i',n"f:r'r.-ﬁ"jr" i-,.l,i_'

Daraus folgf

fy—— My 2 By—Ny 1 Ny—Ns 3 (N0,

=

| i . T L e I ) R, 2 o T 9 ALY
{ Sire - A =5 SN 5 oS f‘-—l-.: - ‘u.?.' I'“ HJH" fr' —= j.' .ll,i.r:'—- -ﬁ'r[-ll- Ph—i—
| % . -
findet sich
[ |
; i i3 A Sy
n (- —20—+ea°) 4 Z(n).(p° =)
: | Y ¥
II.'l.'l . i v 31 &
Y. e Dl | 3
/ =200 s Sl ES
1 | 1 ) ¥ | =, 1 )
- - e - - - 1}' | P o= § =
By | = q o | [ A ;
' .' 1yl — P ZVT) 1 =N ] €™ |
P
] § '
| P = = _I l-': )
| . | = B 2 - i i ) [ 25 ol
i, r iy Ty Rolly - My Ng) = y~— % 1 (g a® 4 0, 07 4 1, 9°)
{ i , W il 1] I — 4 ’
3 ; . =20y i) ) (e B -y — e B2 — e y2 — (2 9?) -+ 22(n). (2 —u
71, =
= ) e ] ey
y—20°
) . | 2 27 e 39 .9 L% = ) a /9
i e [ S «y R -y —o’p 7 P5y*) 1+ ) . (y'+ B — (P
ol I.':'r | i X 2 LB |
IJ' i _-Ll._'l' F'.‘:
il e : iy : ' 272 . oy 2 - B .
Fiihrt man 4 = 180 "I"T L), ev=p -| 1 —|— 4y em, so :_._'{_!hi die
- _I'I -
|II|]'1;||1[ 1LDET 1In
{295, — | by =1 %) b o e A N1 - I -l gy e
| i o Wit SR I N W S e i e ~ AT \P 2Py —I_
— ) (R _ | ayd_ 1 Has o % =, =
] =/ |."J i | IJ.!' _-I m ||IJ —|_l' | |“li'
I o
[Darans lln]'ﬂ'_'l
LR o zﬁ'- P L, '.I
= 1My . 1 i i il
=, - i el i
i i Sl = - n | —!— p— | 5 , — ': '-"I“I
k . el e AYS L A | 4 = o I S [ < i
o / [} Y o e
'I'|I
{31
. |
FE g ::_ '“I F | ] :
il R ¥,
: S ;
, Jamit hat man weliter
- _'_I I .'I I._'| ] f ] -
- / - J : 4 = :
Z (1) . — A = N, Ty 'f
22 _ i I ) 3] " |
I / 'l i Y il
. £ p e 31
7l M = Ny Nle 1t 1N > i . J'
! f i - | = !
1k o - 3 |
. / | |
...I. '
i i o Fi [
J o 9 .l i i Tl . I|I||| filfl|1f|l
© i 1l i il i
‘”.s .1. ri -'HI .I"'I
= : : _I i
# f IJ J Ij.l"

Von Friepr. Rol

e 1,0

—i _~.'.-|-',r' j'rp' r'.'r,'~.'.‘I I|IrJI —_— __u'lf'l.l,.- '-:_-j'.:n r |' .‘{;H" ;l” s :i .H - x.i‘..'.f _I‘II

form zu finden, suche man das Maximum von H? fiir (n,
I Die Beziehungen der n unter einander werden dabei
L (n,-Fn). (0 sincA~+n, sin“Beos* P+n, sin?Pcos? B)—sinA(ngn,-+

S ) oy L] . ] ' I
< Sin-Pcos ) —sin “FBeos® P FIRT

(sin“Peos B — sin® B cos® P)
i P ) g |
.".-'."] h'.’.-‘e"_-af + 3 km ;"r: COS* .|riI —I— H *-..r.-'.-" g“ [ .1|

Setzt man fiir den JUI;T-:._'*LH_JEE-L: ZNT -"'Llr]ifil'?illl]i__';

. HELMERT.

1R 1oy

My

Hl

| Um die giinstigsten Beobachtuneszahlen n bei unveriinderter Dreiecks-
,+ 7, ) = Const.

o5 = I (R o | B

=0

Pro-

b1
|

s Sin* Peos® B)—sin*P cos® B (ny ny~n, ny~-n, ).
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Geht man auf die urspriingliche Bezeichnung zuriick, so sind die
giinstigsten Beobachtungszahlen n und der ihnen entsprechende
Werth von H?
ny=— (.sinBcosB. Ss'n.z“fmﬁf?

. >0 )

()} —— A NN S, W ' ;
’ sin“ b cos* P1+sin* Peos* b '|L' sinh sinPeosh ecos P

n,— 0 .sind.cos B.sinP

( Y. ny=—=0.stn4.sinbB.cosP g

|
e

e Zn sint P
: 8w?.c*  sin*B . cos’ P sin®P cos* B+ sin B sin P cos B cos P’

o

Diese FFormeln sind praktisch nieht streng zu gebrauchen, denn fiir
Dreiecke, in welchen Winkel B > 90" ist, wird n, negativ; dagegen ist

-~

fiir Dreiecke, wo £ <7 90", wieder n; negativ. Nimmt man daher bei allen
Dreiecksformen (Fig. 20.) zwischen 4BC und 4BC’, wo B << 90",

n,sehr klein an, so geht /7 iiber in

e O 1 l’ S i ol D = Ny 2 P

~% , sin' | sin= B cos-1 sin= P cos .f:»l

BT) H? = ———5 1 I —— - :
bu 1) Rl l Mq (P ]

Unter Voraussetzung von n, + n, = Z(n) = Const. wird dieses H°

am grissten fiir

By : 8y 2 2 =—=SinP cosB : sinD cosP : sind

nimlich gleiuh

i e s

S et sin=- A

H* nimmt bestindig zu, wenn die Dreiecksspitze P sich von € nach

bewegt und man hat insbesondere

fiir das glﬂichschenkligu Dreieck A4BC

"-:‘ -..I.E
i
c - iy o | . |
=0, B, =22 .co5°d= —, . Z(n); n,= Z2(n) —n,
X (" M -
;_:EI') .]
) :"_r.'lplf'-. IE'-I---:I {:I'.l!'i?'_ r";ﬁ'|
5] .—ll—i-l_ ! " - - =
Ho— . 7 - dagecen
i W .«
fiir das rechtwinklige Dreiecek 4B
ny=0=mn,; 2Z(n =n,
o e 5
60) _: DR e
'hlr‘ = T | g U
o~ a” (e~ —4c¢°)
Setzt man weiter fiir Dreiecke, wo B > 90" ist, n, — 0, FL wird

#

sint p ( sin® A sin P . ecos? ‘”)

Sw¢* 2. 7,

Ein Maximum hiervon tritt ein fiir

Ry Ny 2 2(N) = — sinP ., cosB : sind : sin B cos P:

es betriigt dann

g : Ll).
X 2N sene P ) 2N 5
Bfe= 5=« —s—Jtan P= ——1 lan* P .
ol 11 il e sin- b ol 1l

e S —




(teodiisie. Von Friepr. Ros. HELMERT.

Da Winkel £ in € einen grissten Werth erlangt, so ist das recht-
winklige Dreieck iiberhaupt bet Annahme der giinstigsten Beobach-
tungszahlen # von der giinstigsten Form zur Multiplication der
Basis AF5.

Obgleich negative Beobachtungszahlen nicht méglich sind, so kann
man doeh nach der Lage von P fragen, fiir welche H* aus Glei-
chung 56) ein Maximum wird. Man erkennt dann einestheils, wie viel
Verlust an Gienanigkeit eintritt, indem man eben die negativen n-Werthe
mit Null vertauscht, anderntheils aber hat die Untersuchung noch die
praktische Bedeutung, zu der giinstigsten Dreiecksform unter

Annahme gleicher n, n = n,= ng, zu fihren, wie Gleichung 62)
spiter zeigen wird. Um also das Maximum von H*? fiir veridnderliche

Lagen P (immer unter Voraussetzung von AP = a = 25 = Const.) zu
suchen, bringe man H? zunichst auf die Form
> (n
} i i 1y 1 i i . ) I
H* = —:(a*col’F 1 4¢® . ¢csc*; P—a® + 2ac cosB cosP. ese? P).
Al !

Durch Differentiation nach P und £, wobel zu bedenken ist, dass

s B rsinlP— a : 2€;

findet man die Bedingungsgleichung fiir das Max. von #-

: .:'"in'-! l"l_I | . 3 i Y )
|} — = A l el 4 1 I f_: :*.r;,‘-.',l'r — ST .'" .
5 —I— es

Werden mit 2, ¥, z und k& folgende constructiv leicht dJdarstellbare

Grissen bezeichnet, ndmlich

r=—-—2¢ceosB—=— BM, y=— acosP = MNP, z— asin 2 W)
Zac 5
k= - — AF, wenn 4AF senkrecht zur Hypotenuse N B des in

) a2+ 4’

{ rechtwinkligen Dreiecks 4 BN genommen wird, so geht obige Gleichung

iiber 1n 9
L3 I ;, = "II‘:'.h
und da b =y ., sowie z° - a? = 4.¢* ist, so wird daraus
k2 — 9" D 2 g% —d o*
= 2

Wworans . hi"h 1':‘.:~L'h ;lll"w.ill'fl]liﬂ'tl liiﬁ'.‘-jt.

o

Betrachtet man « und b 4 - als Vervinderliche, so erhellt, dass @

=

b
| : p o . .
b zunimint, wenn £ von C nach C é-f’f"]it; 1!:|]J_Z'.‘-§—fﬁf-u Andert sich O —+ 0
oar nicht:
i [ I ". L | o ’ j T
IPiir ¢" hat man z = 0, b <+ b= Va* —4e¢ = b = 607

=)
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"‘-} ¥ _I = s

e T . - 3 — L LT iyl =" : Ci L i

fiir € wird sinP= — Va® — ¢, e¢os P— -
(i e i

(ebenso gross wie fiir £, wenn es die Lage ¢ hat).

W D o2 - ”'_‘ =i r_"" T 5 e al . a .0
e e . .'_r.r _??f, == T Ifl.-' ""I:I: E.r = -
(i (L : P . (!

- . oL Yaia ™ -
Wihrend nun der Werth a (:’: ~- = ] ftir € Null ist C

(" einen Betrag, eriisser als (£=—2¢%); es wird niimlich fiir
Fan g i o o) 0y 3 i = o) : .
v ! i i ; ' iy 2 O R B3 g = — ]: i :_j".. S .|-_|I-'-
o ("II’ +— | —(k*—2¢? ——fr"-{ a ————— 5 } = : o :
S48 ‘ | (- a~—+ 4 ¢ 1 a* (a4 4 ¢-

was in praktischen IMiillen stets positiv ist.

Zwischen C" und C” muss daher dasjenige P liegen. dessen

chendes @ obige Gleichung erfiillt. Der Werth dieses & kanu niihernuy

I']l[.*w'lli_'l._'-

=
il

] e a I "I-I 5 & " s
welse dadurch angegeben werden, dass man oben fiir » -L diejenjce
I'-" m —.I L | 1,

wl

Grrosse substituirt, welche & - fiir € oder C” annimmt. Die erstere Sub-

stitution giebt @ zu klein, die letztere zn OTOSS :

D 2 2 Ha® ) WS A a2y
1 A f tl < 2 :l i it ! fi
et L 4 2 G2 A e, . as
@ 1 4 (i i 2 W o)
Der Unterschied dieser (irenzen ist nicht von Belang, man erhiils
%z. B. bel a* = 45 — 12 ¢*
.35 ¢ ’: T x’i i-J,.”..“_-i c
ber a* = 45~ = L6 e~ .“th_’l‘ LRSS 11:2-"‘« C aus he_'i:_lu-n renzen,

[n Fig. 21. ist P so oelegt, dass fiir Dreieck 48P H?2 ein Maximum
wird und dazu cesetzt worden

- 20 (gt —4 %) (1 il ( 20 .0 )
ke ) 3 T g — . ——— =
(= 4+ 4¢) (@ — 3e2) s R = G

welchoer Werth =iclh ohne Miihe construiren lisst.

Berechnet man endlich #2 fiir das gleichschenklie

'y das rechtwinklige
ind das giinstigste Dreieck, so ergiebt sich

]u-i o e ——— lfr'.‘l I'E'.“.‘;',

42
| 2 (n 1 1 |
M= ; mal = mal — . mal -
1) G { & | S 16
) ks E-“'. -:]"l ‘.IJ’li'jl'r.ri_ ."'r-'"r'”" —— .-’rfl"‘r"‘. r"lr'-"'. Yioll f'r}"" uni H 'i.-.*- ! 'l
Mittel.
e st hiernach immer kleiner. als die Projection 4& va { 6 -

A a .

st, errveicht er fiir




(teodiisie. Von Friepr. Ros. HELMERT. Ho
]lpi r:l‘l — ~||.:'H‘I'; 'I'E"b'l!.
" Z(n) 1 1 ]
H* — ——— mal , mal —, mal —
B e 10 Tob e

Diese Zusammenstellung zeigt, wie gering der Verlust ist, welchen
man erleidet, indem das rechtwinklige Dreieck fiir dasjenige der
siinstiosten Form — aber wegen z. Th. negativer » unmogliche — substituirt

wird, denn es bietet mit dem Dreiccke der giinstigsten Form fast
oleiche Genanigkeit.

Bisher war immer vorausgesetzt worden, dass die Winkel des Dreiecks
auf die rationellste Weise nach den giinstigsten Beobachtungszahlen beob-

achtet werden. Nimmt man indess jeden Winkel gleich oft,

2491
Ny =— Ng =— Ny =— —(
- [ -_|
i = & L}
S0 :‘I‘}llt H+ [I}.r{’l' 111
_ 2 sint P
B2y F2 — L —— . —, o — - — s
' 16 6~ - ein- Beost P -+ sin“ Pcos- B —1— sin B cos B sint’cos P
= |

also von dem Werthe bei giinstigsten » ungefihr die Hiilfte

nur. Da das verinderliche Glied in H- \.'Eilli;,_;' iibereinstimmt mit dem-

ienicen von /? aus Gleichung 56), so ist — wie schon friither angedeutet —

die Rechnune auf Seite 167—16Y zur Bestimmung der giinstigsten 1form
’-'.“? J.-.l"-.'}.':“.']‘:?'; Hl“l]l 1|_]_1 L].'-'ll J_\_I_]_—_-I_l]'l]i_‘}{ I_|I:'l' []I'llli‘.ll.‘!.lufll:_l" '.IL_'F} :,_:”]llil',_":ﬂ 11111 J:"J[ ll“.:':

etzigen Falle nicht

Dreieck der giinstigsten Form (482 Fig. 21.) im
mehr praktisch unbrauchbar, wie sich zufolge der Werthe der n wvon
selbst versteht. Das rechtwinklige Dreieck giebt 7= genau halb
0 eross wie in Gleichung 60);: dagegen giebt das gleichschenklige

Dreieck die Formel

j S 2 (2 2
ff- — i L ] ] Ly L] L
(0" as (a? —'_"'-r.r.';."-|- L)
. . . )
& ’ s i =2 ¥ ‘L Fe -I
Dieser Werth ist fiir ¢ = 12¢* H- = F el S A
T e 1.?1’
2in I

Fiir a- — 46 c¢* H* - = =
m* o bl 1 0 g
d. i. ebenfalls nahezu nur die Hilfte des fritheren Werthes.
Nach diesen Erirternneen méze nun zn derjenigen Form des Multi-
nlicationsnetzes iibergegangen werden, welehe zundchst aus 4 5 emne erste

| Viaconale 'fll {7 a i, 21, 25 '.}:;-__l ahleitet,

12,

Die siinsticste Form der Dreiecke eines derarticen Netzes ist offenbar

die gleichschenklige; ihr entspricht (Fig. 21.) der Rhombus A8 C,C,.

- 4

Jedoeh werden sehr hiufiz auch andere Formen vorkommen und e




iy H[H:lii_!ll iih{"l' l‘:’lﬁi:le_:”u_: Yl'l'!lll_'r_ér:'llll;;'t_'il im Hw*h'lt'[r i'u-]' !m]]n'l'l[

kinnen Fig. 22, und 23. als Grenzformen angesehen werden, zwischen
denen sich jene bewegen.

Im Anschluss an Fig. 21. hat man in dem all
tiir - aus Abschnitt 20. zu setzen. um das Quadrat der Pricision i
Bestimmung der Lingen €, & und €, 6 zu erhalten,

Ta {7 T 'w."h-l.:‘p T

wegen Visur 4C;, A,*— ooy P =90"—g¢
AT07( 5 5 .
(1.2)=2@p= (O ]

wegen Visur BC, h,” = A&,° ¥, =90 — g

ey g
weeen Winkel- : = Sin- @
_ 5 . : : R — T i Vo= LU} (1.3) = '_’_,;._m_p"_. Q.
messung i G, ) 0- o L : / -
wobel ny = i, als selbstverstindlich vingui'fi]wi wurde.

Mit diesen Werthen gehen iiber 2 (k-siny) und (1:N) in

1" n, (n = SR

L e pcoctm: (=N} — 21 !

- J | 5 il & ¥
-_‘:-ll.;f'f'."-.':"ﬁ‘;,'kll — _ | | ."\"'.I'."I'r|| COST
[ 71 b (0~ C

-- II.
und es wird fiir *'."1 (. ebenso fiir (7
(7, —— 29 ) Sined ¢

w- -

daraus folgt das Quadrat der Priicision in €1, der abgeleiteten Diagonali

p Wity —+— 21, ¢

20~ e 2@ (e= - §%)°

: | —['— Dn.) sin?
63) H? — > :

— & |
|

lirscheint die Basis um die Mitte ¢ gedrebt und zwar soweit.
dass je ein Winkel an der Basis in jedem Dreiecke 90° wird. wie in Fie. 22,

so sind zu substituiren

; ) 2 "
ey ol s . {] e Ay —— L)Y —
wegen 40, A&, 352 gt 7 , ]
E (1.2 =90" )
» T “ e 1
-I'|1||{'|:_hl1rl].1 .Illr-' f I ;I!I._.‘_ —_— , .|l- - ;II-I-| == |J| __]I:_ i
..l'l"l_ 7 = |] :l_—l_f!
L - 5 L I
wegen Sehnitt [T 4.7 — ey e, —2GHD- e 8 fea ey - git
2 X rr]‘hl“ = 4 : ! i
[Damit hat man
0o i 0y 3 ] ) ) . : "
- 1) e fhe CODS™ 13 rf SRS A [ — r'__l _f.'; &= frOx ) — '
2(hsin?y) — L =~ -+ 25 = L '
; L’fsl' [0 - 2 8," m* @a:° 0, @*
M. N 'Ili“;i' ) " ) "-.LI-'.I 5 ] 2 - ij
4 g ity CUST { iy SR f ] [ g 7
Ael) =i L3Pl 4 BB
-j-r.fl‘ ef:]‘{rr ”11 '“._1 (F1 iy €l od" @
das Quadrat der Priicision fiir C,G (und C,G)
9 ae* Wy My = Ny Ny~ Ny Ny
e e e LU S S [ 0 M o i Ml —
':.'j- . ||'|!'|_ .III'I Ll ™ |'.'|'__|'."~'- TI'I.I —I' I'Il'l._. |'r|'| LB o b e :.“_._.IJ —t ] —I— 1 i :| il s R ) - o

Da hierin der besondere Werth von ¥ noch nicht eingefiilirt ist,

diese Formel auch auf Fig. 23. fiir 4Cy, resp. AC, Anwendung finden, in-

kann

=

dem man % = 0 nimmt.

gemeinen Ausdrucke

in der
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& = ALY i [, 3 19
Zunichst ist fiir Fig. 22:

.I '.I '; I; o b 1 I.. ' I'j
A — Cty T =— 8= =|-| o el Ll [ y SRy --|— le'} = T
| ¢ i ‘5\. o {.Il-l .I"II
/; '}-r' G /)
G -1 — | " i i '.'1 - - " L] 1 [ f | e |_
sin iy = —-; cos By = —; cos (B, + V) = S
I"-'Il rllll ©F l
somit

5 Y. ¥ |
- L F n, n, - nyn, —|— ny Ny
> (52— %) ny | §" —-f-— 3e7)° —|— I { ee) - —| 4, ol

Das Quadrat der Priicision fiir € C, ist wieder nur die Héilfte

‘ 3 H-
higryvon, M *— x

# )

=
64) H? = e ny 1y —|— ny 7y -{— g My
| A - : ok [l p ey LA a4

w> ($%—e%)  np (st 3¢%) " - Ry (5c et 1 4uy o

Beziiglich der Fig. 23. hat man in der Formel fiiv A*° auf voriger

Seite zundichst die Indices 1 an « und b mit 2 zu vertauschen, sodann aber

z1 substitniren
"k ;I'-.] k
| ; _ N S )
b, =— §: @, =— §° —.:— ¢’ b =0; sinf, — . €os B, — —
= E = o 5 L
es wird hiermit, dhnlich wie oben, fiir €, C,
9 | e
5 i ; Ill |‘I!-| _I_ I'IIII -‘ll'l: _I I".; F‘rq
B5) HRe— o = fel i ais ity M

) I i '|“ L]
w* " n(s*-4c%)* + ny .50 16ny¢

Werden in jedem Dreiecke die drei Winkel gleich oft

beobachtet, und setzt man

2 (n, + n, + n,) = 6n = Zn, so werden

) o Zi . e
fur e, A1, = e
. 40 (€158 )°
: .: }1_ : ‘“r"" .}.-l.-'." f'.'J 1..,;'_.
5108 ur e, 22, e —— = 4l = o > 3
t e l @ I:.":."? — i~ ) If_r}-.'l —I— -II_"J &= —{--- .rr:LJ}
e B, 23, I3 = =0
ir Pie. 29, = - : —
> L m° st 4+ 16e* + 4”7
d. h. es st Fig, 21, giinstiger wie Fig. 22, und diese giinstiger als I'ig. 23.
45
Die Werthe von /= kinnen bedeutend vergrissert werden — unter
Voraunssetzung gleicher Miihe, 2Z'n Const. — wenn die Beobachtungs-

zablen so versehieden genommen werden, dass H'- einen Maximalwerth

1) Fiir A/'* aus Gleichung 63), zu Fig. 21, gehirig, nehme man

&
i, n, sehr klein, also Z2n=2n, nahezu,
(o - Zn . et
|.e_. I - : g T e
o - rli'" |

coen den Werth aus Gleichung 66) das Doppelte.
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e e e g e T g e o e o e e il i . T o o B BT it T

2) ¥iir H* aus Gleichung 64), zu Fig. 22, gehorend, ist die

Rechnung schwieriger. Hinsichtlich der n gleicht nun Ausdruck 64) viillie
dem zweiten der Ausdriicke 55), es lassen sich daher die daselbst DEWO11-

nenen Resultate iibertragen, wenn man setzt fiiv sin® 4, dort ¢? genannt im

weilteren Laufe der Rechnung,

sin* A = a*> = (s* 4 3¢*)?, ferner
SEI,UIE _.‘r_; {_'.{J.,"l.'."rjj —= J'_:-j,l". —_— {i:-.'l'? —I— f_il:f.:l 13; |""I!L.|I-!|:'r IIII'|| & "'_-\I'!'_-l."-.'l:I .‘lr.l'l _ '}r? — ;. 'I'FI,
- = - L] £y ik Ll ] | ] & " s
Die daselbst angegebene Relation «? = f* 4 2428y bleibt auch hier giltig,
Man bemerkt nun sofort, dass fiir das Maximum », sich negativ er-
g:']llﬂl wird. Nimmt man daher iy = 1) | oder sehr ]{}Lrih'l? 50 E‘iL'],IL rlel-
chung 64):
f"" g~ ] Li'? —{— r"""l < 1r*l- !
I & ; i - : %
J'III-!|II e 0y A Y . H . [_
w* (s—e?) T L 7, iy J
Sucht man jetzt das Maximum fiir #2 bei 2 (n, - n,) = Zn = (Clonst.,
so erhiillt man die Relation zwischen n, und o,
L8E Et) s R == N, N = = . W
T L Fa
und es wird
LA i 'l-l"‘ll? ( l-l "'hr
05) L= e e R T R
= [ e A S A s T il

3) Verfiihrt man mit #° aus Gleichune 65) so, wie mit #™2 aus Glei-
chung 64), dann findet man ebeufalls einen negativen Werth von ny fiir
ein Maximum von Z=. Man wird dem entsprechend ny sehr klein nehmen,
Fir n, = 0 giebt Gleichung 65)

A ‘ : [1 e “"“')

! |
(- i M

“p &
1.

Dieses wird ein Grisstes, wenn zwischen 2, und », die Relation statt

findet
R L G TP
x . : g% -+- Lo
also 2N == :_’I;\f.*.. + Mg} = — N
) ; S 2 2
5 2
e i Tt {
BRI — - =
‘ 2> (8F 1 4c¢°)°

e Werthe von H* der letzten beiden Gileichungen sind ungefihr
doppelt so0 gross, als diejenigen fiir dieselben Figuren aus Gleichung 66).
Uebrigens sieht man, dass den wesentlichsten Einfluss auf die Bestimmuneg
der Linge €, (', = A4(C, wie bei nur einem Dreiecke an der Basis, die

Winkel bel ¢, und €, haben.

e ——————————————
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44
[Im einen Ueberblick iiber die Resultate zu erhalten, moge eme Zu-
sammenstellune der # und A’ tolgen und zwar fiir zwel verschiedene
| .Aneen von f'J O, — A0 — 2s — a
1) 8¢ = 3Je-
wird einer kleinsten .j'llllltlll]il'é'i‘li”'il der Basis 2¢ entsprechen und man hat dafiir

X e, e L e
II|r‘l-lri = M -| . -I. el .y -IHI ':_I]I-I..It].llh!"-'...-
Pl b P = —— Inuitplicirt mii ,, ;
FiEmy L @* ¢ der giinstigsten n.

1) Ei1n Dreieck. Ry = Ne=— M. || clinstioste .| a2, & 0, ng 3 Zin
(zleichschenkhiees Dreleck A5C L e 1/ 0= 17 + 82 : 100
Rechtwinklices Dreieck ABC i i ¢ o 1015 i B0

(xiinstiestes Dreieck AL P A St o e

2y Zwel Dreiecke,
Ithombisclie Form (Fig. 21,) M T s =80 . 100
Form von Fig 22. /oo g i 0+ 17 : 33 - 100

orm von Fio, 23, ! 145 N ()2 2800 = 100

==
i

Hierin ist X (n) = 100 gesetzt und bedeutet bei einem Dreiecke
(n, + n, +— ny), bei zwei Dreiecken, da sie doeh jenem entsprechen,

-, einer grossten Multiplication der Dasis

[£s se1 welter J §¢ =— ] 3

entsprechend :

o = 2 o i 2N ;
gt == JEH et Coelficienten von Gunstigste a:

b - s P

fi): (=

1) Ein Dreieck. Ny ==y — Ny || ® ungleich, | ny : 7, 1 ny 2 2(n
[ ); rleichschenklice Dreleck o L e g e Bhi=9b : 100
Das rechtwinklige Dreieck 0: 0 :100:100
unstieste Form AFP i = == il R RS

_J.I.r |
= }{"-'!" l }-]:"']'_":_' !"_I'.

Riiombische Form (Fig. 21. - - () () 0 = 100
I'orm von Fig, 22, S i 0 T s 43 2 100
;I' e d, LU ].-I._I- ::I. i ] II 0 L) - Illl i ::T g |IH:|

Die Tabelle lehrt:

AMan bestimmt 1) die ;;_'l’:][:]le- I,:’in;w AC = C, C, LI ey ;‘th‘ii;_:'é'l‘ als

2w el Dreiecken als aus nur einem Dreiecke.  2) Dabei sind im erstern
Falle Formen, wo die Basis gegen ilire Lage im Falle der rein rhombischen
Form nu g cdreht !'J_~I'T||l']j|.r,= '-.'-,I'--.!‘|j1,‘llll'|1 _:_I'ilwr]:_,fq']', als H*.:]l_']u', ber welchen
¢ Basis 1n 1hrer Richtune verschoben erscheint. 3) Die Winkel,

e der rasis _!"j.'_*']|Il|nf'1fif-;,'_l-h? sind die eigentlich maassgebenden

%
5 1

—
-
=h

- b * 3 - - i
||||- I-J”.'_.r. |"!.|||'1|'t-[ l|I.|'|-11r'J|:_ 1.".""'|--i"|- Ian "'.-.dll:_' .

ne Drelecke oder Rhiomben anzuwenden hat, um




[ |
g
]
|
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eine grossere Lidnge aus der Basis 48 bei gleicher Miihe am genauesten

abzuleiten.
Ist m* das Quadrat des mittleren Fehlers der ersten abgeleiteten
Deite, so wird fiir die niichste abgeleitete Seite
] i}
T i Sh Su
myt = m*. — -+ m* . — ,
3 i £

wo der erste Sammand wegen der fehlerhaften Winkelmessune bei Ab
leitung der zweiten Seite aus der ersten und der zweite Summand wegen
des Fehlers m, in der letztern angesetzt worden sind. Selbstverstindlich

ist dabei Voraussetzung, dass die zur Verbindung der ersten und zweiten

i

Abgeleiteten dienende Figur derjenigen dhnlich sei, welche zur Her-

leitung der erstep Abgeleiteten aus der Basis diente.

Allgemein ist fiir eine pte Abgeleitete das Quadrat des mittlern Fehlers

o Hhng, ey | 2
iy iy III" 'I!l ? :"I'“-
My~ = My~ . | — —+ m* . . — und daher
{1'__ lIi'.-'-— i
|.-|' |I'-' [
= 7 ) 3 -
I et =—m D - :-.-,) :
i

und nennt man S die Liinge der pten Abgeleiteten, so ist dabei

5\
(2Y. e —s
fI

a

1) Fiir das rechtwinklige Dreieck folgt aus Gleichung 61) u. 62)

)

5 I £ 5"
_lrl”!‘ e --I-} e = — I 5
2 H- Zn tan* P’
. ; A = o r = (e = is i .
wo ¢ =4 o° oder 8 " ist, je nachdem man die giinstigsten n oder

gleithe 7 annimmt.
Damit wird

N )f |
My —— | . 04 h -||” . ( p
; 2w tan- P o

.'r. &
Bezeichnet man nun mit ¥ = p . Xn die Summe aller Winkelmes
sungen, welche constant zn bleiben hat fiir dieselben ¢ und S, und fiihrf

. | N "
man in m,”* hiernach ein

2n = ;’ ,

ferner : (H)
P=car

1(3)

wo [ den log. nat. bedeutet, so gehf my~ iiber in

3 [ o8 (-f S )'3 [ K B2 I )
my~ =— - - laen . - :
; | 4 2 e, ( sin )

e . o dm,” iy i
my~ wird ein Minimum fiir — ;‘ =i}, d. 1. fiir
0

1

o8~ P— | ——
sin P

e ———ra——

.___._H_.,_

.
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Diesem entspricht 2 = 27", s = 2,20¢ d. h. das rechtwinklige
Dreieck ist am giinstigsten, wenn die Hypotenuse 4C von
der bekanntenKathete(Basis) das 2,20fache betrigt. Esist dabei

= ] ; v Ll
m],_," == . ) (f 5 ) : sin 2P = 0,81.

sme2P. N \ 2¢

Fiir P = 22° wird mp° — L—H;H; ¥ L ’f*) , also wenig grosser,
fiir P — 329 tritt an Stelle der Zahl (0,80)? im Nenner von my* (0,79)%
fiir P = 45° und P = 13° aber (0,69)".

Man erkennt daraus, dass alle Dreiecke, deren Winkel P
(d. i. Winkel €") zwischen 45° und 13" liegt, nahezu die gleiche,
niimlich die Maximalsicherheit bieten.

2) Fiir die thombische Form des Netzes ist nach 66) und 67)

. 1 & c*
ke —— e i . ]
: EEESTT X eint B
wo ¢ = 2m? oder ? ist, je nachdem die n gleichwerthig oder die giin-

stigsten sind. Aus Gleichung 70) folgt hi{"rlllit.

r

1"-_:| "].
52 & ( ( )F‘
/ T =— il e T =
: 2a. st g
oder auch

< ‘q:; i f; N2
i J,:} —— -{ - ;‘; {;xf 5 L‘;) l- - H i 20 .1 cot ;;J

und beziiglich ¢ wird dieses ein Mi nimum, wenn
1 = cos 2¢ .l colan ¢,
d. 1. 2p = 3: }“.
Das rhombische 11-11].1:11.}1141”11;1{]11 snetz ist daher am giin-
stigsten, wenn die Winkel, welche der bekannten Diagonale
(Basis) gegeniiber liegen, 33" betragen. Die Multiplication be-

. o 10
trigt dabei in jedem Rhombus etwa das —_-fache.
g

Der f_flltT-.ilhl‘i'.'{:iﬂ:‘['l{lfj kleinste Werth von mpg betrigt

" E; . SF (f S )"!
My~ =— ; : ;
: tan* 29 . N\ Be
E'Jl'll'l' E o A
0 - ,{“1" S >
JIJF- —_— P i 0 v E . &
L }:1|L})" . Pl &

Da nun ¢ = 4 ¢, so ist zwischen den kleinsten Werthen von m,*
fiir die Netze aus rechtwinkligen Dreiecken und Rhomben die Relation
vorhanden :

A (;i .20V £
m ¢ = =1 o Mot
‘ 0 r;.-,) | 4
il i*1 A ]_ .
i m
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e e e b i iy B o e oy o oy =

{4 ] - . 1 = n & 1
wo m,° sich auf das Rhombennetz bezieht. Man sieht daraus, dass
es sehr unvortheilhaft 1st, ,,Dreiecke® und niecht Rhomben
z1l nehmen.

N aa C 3 1 - L] Ly - = § 4 Ny )
Fiir 2¢ = 60" wird in m,* aus dem Divisor (0,65)
{.-1...}1 ;I Hn] |‘:| ]
fiir 2¢ =— 50" ebenso . . . . . (0,59)2.

Interessant ist fiir letztere Griisse von 2o, dass sie der jenigen Rhiomben
form entspricht, fiir welche my,~ ein Min. ist, ohne Riicksicht auf die Miile.
ey . i W 3 ] .
Schreibt man ndimlich m,~ in der IMorm
. -, . | v
c -S'I" II;"
PUEslE b, i)

Jiri!r”‘ - i-‘fr'ﬁ'r"5 ﬂtj'.!'- . A€ol F,f::l

] = 2¢ |

so wird dieses my,~ bei constantem Zn und veriinderlichem ¢ ein Min. fiir

29 = 50" doch ist dabei die Miile. entsprechend der GGesammtzalil
V = p-. =n aller Winkelmessungen, veriinderlich mit der Zahl de:
Dreiecke.

16,
Man konnte noch manche idhnliche Betrachtung iiber die Basisnetze
anstellen. Iier sei nur noch ein wichticer Punkt erwiihnt. Die vorher-

gehenden Berechnungen zeigen niimlich, dass in jed em Basisnetze ce

wisse, als ,,maassgebende Winkel* bezeichnete Winkel hervorragenden
Einfluss haben, auch dann, wenn alle Beobachtungszahlen gleich ee-
nommen werden, Es kann daher auch nicht davon die Rede sein, dass
das Resultat ein wirklich ausgeglichenes ist, denn die maasgebenden
Winkel unterdriicken sozusagen den Einfluss der anderen. Dem lisst sich
allerdings abhelfen, wenn man die maassgebenden Winkel wenig, die an-
dern oft beobachtet, also gerade nicht so verfiilhrt, wie es bisher als
rationell bezeichnet worden ist. Abgesehen von der Ungereimtheit, die
darin liegt, erzielt man dadurch doch nur soviel, dass das Endresultat aus
efwa zwel Einzelresultaten sich bestimmt. Daher ist es jedenfalls zweck-
miissiger, die maassgebenden Winkel auf die feinste Art zu ermitteln. sie
vielleicht mit mehreren guten Theodoliten zu beobachten, kurzum dafiir zu
sorgen, dass in ihnen selbst schon ein sicheres, weiterer Ausgleichung
nicht bediirftiges Resultat vorliegt.

Anhangsweise sei ferner bemerkt, dass Richtun gsbeobachtungen
(insbesondere bei dem Rhombusnetze) Anwendung finden kinnten. DBe-
sonderer I'ntr_-.r.~4m3|1u11;::‘ bedarf dieser Fall nicht, eben darnm. weil die
maassgebenden Winkel den grissten Einfluss behaupten, sodass in das

Resultat der Character der Richtungsbeobachtungen wenig eingeht®).

T

) Eimge Bemerkungen iiber giinstigste Basisnetze finden sich aueh in dem Vor
wort vonntrove zu der Ermittelone des Hihenunterschieds zwischen dem Schiwarzs i
1, Kaspischen Meere ete. von F'uss, Sabler u, Sawitsch. Petersbure 1849 Seite IN.u f
Besonders nmfassend sind aber die Untersuchungen hieriiler indem Werke: . die kleine

H]u.l_\'f'l'rl' Basgis von F'. M. Schwerd 1829,
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IV. Ueber die giinstieste Vertheilung der Hauptpunkte eines

orossen Dreiecksnetzes.

A7,

Is kann nicht die Aufgabe dieser Arbeit sein, iiber die Grisse der
Entfernungen benachbarter Hauptpunkte etwas Maassgebendes anzufiihren,

chenso wenie wie im vorhergehenden Hauptabschnitte die wirkliche Liinge

der Basis in den Kreis der Betrachtungen gezogen wurde. Bessel empfahl
miglichst grosse Distanzen, Struve fand Distanzen von 3 bis 4 geogra-
phischen Meilen als die praktisch zweckmiissigsten, namentlich hinsichtlich
der Schnelligkeit der Messungsarbeit und der Elimination der Lateral-

refraction.

Man scheint indess im Allgemeinen der Ansicht zu sein, die grisste
Genanigkeit durch Verbindung miglichst weit entfernter Nachbharpunkte
erreichen zn kinnen, und ldsst das Terrain in gewissen Richtungen La-
teralrefraction vermuthen, €o sucht man ihren Einfluss dureh Control-
verbindungen zu mindern. Ist die Messung Theil einer Gradmessung, so

“ erreicht:

ist sicher dabei auch der Zweck ,,geringsten Kostenaufwandes’
triangulirt man aber nur, um die Grndlage einer Landesvermessung zn
erhalten, so geben Puankte in kurzen Distanzen meist ausreichende Ge-
nanigkeit bei weniger Gesammtkosten.

Im Folgenden mige der in neuerer Zeit hiinfigste Fall der Com-
bination beider Endzwecke durch eine einzige Triangulation festgehalten
werden. Diese muss, soll sie miglichst vortheilhaft sein, die Lage einer
griissern Anzahl gleichmissig vertheilter Punkte zu ermitteln suchen, s
hiitte einestheils keinen Sinn, im Allgemeinen eine andere Vertheilung
anzunehmen, anderntheils erleichtert aber die gleichmiissige Vertheilung
der Punkte ilire gleichmissige Destimmung, sowie aunch diejenige der

Punkte zweiter Classe. Unter ,,gleichmiissiger Bestimmung'* ist dabei eine
solehe zu verstehen, welche nicht nur Punkte in gleicher Entfernung von
der Basis gleichgenan angiebt (also mit gleichem M ermittelt), sondern
aunch jeden einzelnen Punkt gleichmiissig nach allen Richtungen bestimmt
fl constant). Wenn sich iiberhanpt eine Triangulation dem entsprechend
vornehmen lisst, so ist es CeWI1SS r“i-jr-||i;_:'il,_ deren N:u'hh;:rlrtmlihx 7All rv;‘vl--

|il5i--];+-]| ]"jl;,,"ll']'i'lle 1'1-]11|:||r[f-n "..‘.'F‘]'rll‘]] ]~_i51|.]|:=||_

A8,
Kann man alle Nachbarpunkte in ¢leiche Entfernung legen, so erhiilt
man als Grundfizur des Netzes das gleiclhseitige Dreiecck. Dieser

Grundhgur stelit am niichsten das filll.'tlllitT mit zwel 1'];1.;-_'4:1|'|.|.r-||.
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Weitere Grundformen giebt es nicht. Denn ist ABCD . . . (Fig. 24.) eine
solche Grundform, also ein regulires #n-Eck, innerhalb dessen keine Netz-
punkte liegen, so muss der Winkel des n-Eckes sich im Umkreise jeder
Fcke (B z. B.) eine ganze Anzahl Male auftragen lassen, weil jeder Punkt

Theil i1st von mehreren Vielecken gleicher Form. Das ciebt

)
2n—4 ,
4 . ————— = einer ganzen Zahl,
n
oder 5 = einer ganzen Zahl,  was nur miglich ist
}_} L] (-
fiir n=—g, 4 und 6.

Das regulire Sechseck giebt durch die zu seiner Construction nithigen
Diagonalen ein dem Netze aus gleichseitigen Dreiecken verwandtes Netz.
is bleiben hiernach nur die erwihnten zwei Grundfiguren iibrig.

Bei gleicher Punktzahl auf gleicher Fliche sind die Distanzen be-
nachbarter Punkte fiir beide Grundfiguren ziemlich gleich; denn indem
einem Quadrate immer etwa zwei Dreiecke entsprechen werden, muss

. /3

&g T 2 L Al 7 S U"'E:I‘} od

4 ?

sein, wo §, die Quadratseite, s, die Dreiecksseite bedeuten.

Die in der Praxis vorkommenden Netzformen werden aber, falls nicht
besondere ortliche Verhiiltnisse es hindern, zwischen dem Quadratnetze
und reguliren Dreiecknetze schwanken. KEs ist daher im Folgenden ein
Vergleich beider Grenzfille dahin ausgefiihrt worden, welcher von beiden
das Verhiiltniss entsprechender Seiten der Grundfiguren am genauesten

,ybei gleicher Miihe' angiebt.

49.

Im Anschluss an ]_'hig_ g S PR SRR W ) S celegenes,
gleichseitiges Dreieck. Die Messung von < BPAC = « und <= AB(
— [ giebt fiir die Gegenseiten BC = « und 40 = 1

i S o . a de — dp

—==——, wobei tf( ) = ¢ol ¢ do — col rf;i;fj-} - |
z sin 3 b /3
. SEL X 1 'IIT 2 T = -
die Grosse des Fehlers in f bezeichnet, welcher den Winkelfehlern d e
/

und 4 entspricht,
Diese Formel gilt fiir jedes andere Seitenverhijltniss im Dreiecke,
und es hat daher das gleichseitige Dreieck die Eigensehaft, sich von

jeder Seite aus gleich gut construiren zu lassen. (Vergl. Abschnitt 38).

3 L
Die Beobachtung des dritten Winkels <= 4C7 — 9 hat auf u’k{_) i Mittel

» keinen Einfluss, denn y controlirt nur die Summe von « und g, indem

f
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«+p+y—180"=0
sein soll. Findet man nun rechts anstatt Null einen Werth 2. so sind aus

"il:l'[-fl '—|—' "f['.:'l _If_ .r.;r}.' —_—
- n 1 : v
die wahlrscheinlichen Aenderungen de = dff = dy = 3 daher de — dp,

L]

47 | : _ 1
wie es in d { : ) nur vorkommt, gleich Null. Bezeichnet nun 4+ @ den mitt-

i
leren Fehler in der Messung der Winkel &, 5, ¥. .. (in Bogen) und ¢ den

, X o . ; .
mittleren Fehler in — , so ist also bei Messung von « und g oder
J =

a, P und y =
Tiay o ="

]
Da nun das Dreieck 4 BC von andern Dreiecken umschlossen wird,

muss man noch ans der Dreieckskette (1. 2. 3. 4. 5), sowie aus der Kette

i
(1.12, 11. 10. 9. 8. 7. 6. 5), (Fig.25.), welche als unabhiingiec von einande:
b | e [ .~ = 'r|l -
angeschen werden kinnen, berechnen. Die erste Kette giebt # durch 5
!

Seitenverhiltnisse, die zweite durch 9 solche. Obgleich sich nun jedes
dieser Verhiltnisse schliesslich fiir sich betrachtet ebenso genan bestimint,
5 L Jhe . 3 .
wie — fiir sich betrachtet, so darf man doch hier, wo benachbarte Dreiecke
|'_|' :
in Frage kommen, den Seitenverhédltnissen diese Genaunigkeit nicht bei

legen, wie sofort klar ist. Nennt man - d, und -+ 4, die mittleren Fehler

= £ " w- . i
in aus beiden Ketten, - m, den noch unbekannten, aus allen Einzel-
i a——
! ; . ; S :
bestimmungen sich ergebenden mittlern Fehler in —, so wird
#

- i ) - i} ry i ]
S 0,7 < Digc; @ mc <t < §de

Betrachtet man weiter die Winkel um 4 und 7, so zeigt sich, dass diesc
bel den Bestimmungen von 0, und d, bisher nur zum kleinen Theil in Anwen-
dune cekommen .:hn]. Man wird daher der Wahrheit niher kommen. wenn
man sich ¢ und § noch ans den Summengleichungen der Winkel um 4 und &
bestimmt denkt und zwar mit dem mittlern Fehler - D . wie leicht ‘ein
—

| g
(

zusehen 1)as {JliFu11¢LT des mittlern Fehlers 11v1‘ ]§E’H111IH[111H;: v OT1l ] i
: !

= | ¥ ¥ " = M
Hilfe von « und ;j Fent damit uber

i f

0 I : . ‘r.l.‘l (i)
o b J
r = . F i 3 I F i " ¥ i 5 o . d
: diec obern Grrenzen von 9,° nnd 9.° dart dieser Werth {ii d < meht
eingeiiinrt werden Fis kommnt z. B. in der Kette (1. 2. 3. 4. 5.) der Quo

L T

R 4
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sin o, : : _ |
- vor, und da «, und f, g¢leich sind, sowie dersell

tient ——
sin 3,

en Summern

gleichung angehtren, gilt fiir den Quotienten eine ihnliche Bemerkune,
: Wi . S . 4
wie sie friither fiir gemacht wurde: Der Einfluss der Suvmmenglei

sin 3
chungen fillt bei den Dreiecksketten beinahe ginzlich weo
Vernachldssigt man nun noch den geringen Einfluss verschiedene:

Fnl}'{f*jﬂn:«:u.fqra,mn11:=11.~atl111'i;-;é;{-, so bekommt man zur Bestimmune von

& . - E if ; i > e
dem schliesslichen mittlern Feliler in (;- ) die Ungleichung

1)

1 . !
— T e

1 ] 1 RN 1
- II - i ¥ - J|_ i k- 1
Y oA O omy* 9 m* . R ge B
= Nk
3 ) iy

Die obere Grenze giebt m? << 0,44 ©* und hiermit siebt die unter

___..-"

e,
iy

Der

nisses zweler Nachbarseiten 1im Netze (zweler

-1_| i —5 -
Grenze 0,40 w- m =, Gesammtbestimmung des

Dreieckes) entspricht sonach das mittlere Fehlerquadrat

0,42 w-.

71b) m*

Hat man Richtu ngen beobachtet, so dndert siecn d2 in 7Tla) e

® i ] 1 "_I‘ . } - -

nicht, dagegen muss fiir m,* der Iactor - 1o 0, weggelassen werden, wi
]

sich von selbst versteht. d,° und d,* bleiben in den fritheren Grenzen ein

- e\'-"lf'.' Y- _
geschlossen; denn betrachtet man z. B. wieder . .. ——* . . _ in der
A
|
(1.2.3.4.5.), so kinnte man zunichst erwarten, dass der mittlere
£942
ses Verhiltnisses sich anders als zu (

%

J ergeben wiirde, da o, und g, e

r

e1eht,

Visur gemeinsam haben. Man iiberzeugt sich indess 1

Sin .,

keinen Einfluss hat, indem man ——
SN Do
| il

t“ih_‘.‘i'{'t"tiifl‘T I_m:;'. {:.il' Efﬂ'it[‘.ll-;’r!c-iu;wl

einfithrt. (Vergleiche spiiter eine dhnliche Rechnung bei Untersnchung

(Quadrates,) Aus der Ungleichung

s — ,-—"-- JI.;'.:l - "'H-..-.
1 1 et et iy ! 1
- el ' .
2 9 50, * Y.t 2 o e P g
g ] w Ok ;
ftﬂf_-."f wie vorher 061 o0 = m.| > (0,46 @
T1le) m° — 048 w?

F ¥k - - & " aa !
m * ist somit nicht viel grisser als m,=.

Das Verhidltniss 48 : €D im Rhombus A FCD bestimmt sich aun

.

e —
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k)
R

(ABC und CDB), aus (ABLC, 1, 2, 6, CDE),
alse auf drei versechiedenen, ziemlich unabhiingig von einander hestehen-
ADB sin ACB sinCD B
C D sin BCD sin CAB’

Summengleichungen vorkommen, ist das

, 4) und aus (9, &,

K

und da

(4B C und CDFB) geben

den Vegen.,

dicse Winkel in verschiedenen

‘lflrrleﬁl‘:lt' des mittlern Fehlers

5 1 . T
- ; : { I (i i J . — [ ":I_
¥ o ' Y

Beriicksielitict man nun die beiden Ketten aus je 5 Dreiecken und

ennt m.,> das Quadrat. des mittlern Fehlers der schliess-
| 5 : AbB :
lichen Destimmung von — so 1st
- Ik
| ; 1
< MRE <& E v a ;
g T i .
10 D ,- 3 10 4 G4 E:
ok St 0>
— o= ; F) - d L} ) b R ]
12a) 0,58 w°* < m,2 < 0,67 0°; my —10,61 0.
"+ (ol TSI LRSS e cen hat ter Weglassung des
'iir Richtungsbeobachtungen hat man unter eglassung des
) -l
]. i ,.1-”,1 3 .
iy
J = § oy o 1
. M a5 < 1 -
l | v
I ) = 9
4 : D £ 4 =
(0 * ! =AD"
3 3
72b) 0,63 0° < w2 < 0,74 w?; m,"= 0,68 0’
Das Verhidltniss der Seiten 4B : BD im Rhombus bestimmt
s1ch ans
{BCand €DB): (4BC, 1,2, 3,4, COB); (9, 8 7, 6)
zwar wieder ziemlich unabhingig. Krstere 2 Dreiecke geben
A B sin AUE sinCDB
Bl  sinBCD sinCAB’
e Winkel des erstern Verhiltnisses gehoren hierbei zu derselben Sum-
| leichung , der Faetor ~ darf daher auf sie nicht angewendet werden.
ki
It das Quadrat des mittlern Fehlers dieser Bestimmung zu
. i | 1
stla 2 g e
j ] 19
ittlere Fehlerguadrat aus allen Bestimmungen, wird mithin
e 1
= T " il — .
| i : 1 | 1 | o
6m2 " Am, RPN N WE
L™
I_b
{ 58 )56 w° < m < .69 w*t: m.,* 62 w
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Fir Richtungsbeobachtungen kommt wieder der Factor —

: 1.

in Wegfall und man findet, ihnlich wie friilier:
3b) 0,62 v < R ). G i — 0.67

Man erkennt hieraus, dass sich die Verhiiltnisse zweier Rhombusseiten,
die zu verschiedenen Dreiecken cehiren, ziemlich gleich genau bestim
men, ls migen daher im Folgenden solche Seiten (also 4B und B D,

AL und CD ete.) kurz s Gegenseiten heissen. Liegt der Rhombus nicht
im Netze, sondern isolirt, so ist das mittlere Fehlerquadrat des Ver-
hiiknisses solcher Gegenseiten

4) §— 9 s

-

oL,

Fiir ein im Innern des Netzes gelegenes Quadrat 4BCD (Fig.
hat man zundchst die directen Bestimmungen

AL s ACH :.fllil-" . ¥
— 1 ,,-’( ) — ( (AUF) — d (A4 F ) uni
S sin AB({ o : :
AB sin ACE  sin BDC / (”) P ACE 1 (OB
= : ' riam e = A V)o— ot | » 47,
B, sinCAEB sinCBD’ C D/ : : |

Werden

beide Verhiltnisse gleich genau.

so nur die nothigsten Winkel gemessen, so bestimmen sich

Das mittlere Fehlerquadrat betriigt 2w,
Beobachtet man alle Winkel., so hat man noch
AR sin ADE  sin ACD f ( [ 5 )
AC  cstndBD smeCD4’ © \AC)
AB sinADB  sin ACD (4B . s
T - : i < - ; rf( -)] == r-'il':...nllllr"rﬂ'r” — ”i' Fur.u'“'
(' sinABLD sinC4D’ Wil

—d (4DB) — d (CDA

Die simmtlichen Bestimmungen aus den Winkelmessuneen

drate ]l;"ilHA'vu daher von den 45"-Winkeln ab.

i

1113 *L}n::

iiin Einfluss der rechten
Winkel kommt erst herein. wenn aman die (xleichune zwischen den 3
o

Winkeln jedes Dreieckes beriicksichtigt. Die erste Destimmung  von
Ab

B0 andert sich jedoeh auch dann nicht, weil die betreffenden Winkel
» L
derscelben Hl!!Ittilf"il:_l_"ll.'i';.'|1UHH angehoren; in -den andern Verliltnissen je-

doch ist es erlaubt, iiberall das mittlere IPehlerquadrat eines Winkels
<)

eleich — ®* anzunehmen, da die Summengleichungen die cinzelnen Winkel

i}
. e 1 :
noch mit dem Gewicht = bestimmen.

et

Man hat daher fiir das erste und

zwelte Verhiltniss die Bestimmungen mit den ehlerquadraten :

v Ll R el 4

L4, —m, résp. - @~ (o~,
o) 1} :

Man ll]w'i'm*llg[ sich lL'iL'Ilt_. dass diese |'-1-:,:iiu11nu1]£_;'uu j;*duﬁ 1"&'@-1'|1;111t1§:~,3;1_-,~;
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villie unabhidngig von einander sind, nicht etwa irgend ein Winkel
oder ecine Summengleichung mehrfach Anwendung fanden. Is sind sogar

b = i , _
flir 'Ir” noch die Winkel CDE, CAB, BCD und CBD unberiicksichtizt, doch

L

L

ceben sie nur Summengleichungen von AC P und 4 BC, ADB und CDA,

e

thr Einfluss ist mithin Null.

Vereinigt man die Resultate, so ist das Quadrat des m. I,

SR = i 30
1y et Tl G | — == —("
,'J irl I ‘-::' '} :

I I__F :'I.~| : e | 1 :E:}:|
Ty w l‘f'; F i {'I-}I_I :" L1}
s e . =

k o o T o)
= & 4

Diese Rechnung gilt in gleicher Weise fiir Winkel- und Richtungs-
beobachtuneen.

[m letztern Falle konnte man vermuthen. dass =z B. die zweite

. A0
Bestimmung von o clnen andern mittlern Fehler erhielte. Nun ist

’

‘AB) | | %
!l ( f:f') —d(ADE)—dADC) =2d (4) —d(B)— d(C), wo d(A4) ete. die Rich-

W . = : ] : , (2 g -
tungsfehler sind. Im Mittel ist ein Richtungsfeller - also bleibt der mitt-

AbL

lere Fehler von o0 hier genau so gross, als wenn die Winkel unab-

=

hingig von einander gemessen worden wiren,
ADL

10 bestimmt sich weiter durch die Ketten (1. 2. 3.) und (9. 8.

q. I' L2, 14, 15, 12, 11), erstere drei Nachbarseitenverhiltnisse, letztere

I solche und 2 Gegenseitenverhiiltnisse enthaltend. Fiir die mittlern
Fehler dieser Verhiiltnisse hat man Werthe einzufiihren, die zwischen 3,
esp. @ und denjenigen mittlern Fehlern liegen, welehe sich schliesslich
AL AB

fiir 70" resp. oD aus allen Bestimmungen ergeben. Letztere Grissen
mogen mit m und my bezeichnet werden. Beriicksichtigt man nun noch
die Summengleichungen der Winkel um 4, B, €, D, welche fiir die erste
AL 7

. N , | .
(dler directen inf-;ai.]i|||:mrrf_='|:1| Von 1 (] den Mactor erheischen und nennt
AL e

man das m. |'1r.-]1]r.*1'r|I[:Uh':!i fiir das Mittel der beiden directen Bestim

i o~ ) :
;,I'I‘ = -,
] I ]
- -II_
y ' !
o '
yain trenpre Ausgleichung gab renau gleiche Resultate

= 1 gt |
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1 | i |

S 1L = = = |
| 4l 1 et 1 | 1 | : |
|

) | £ i ) r oy S 0’ —1= - ;
, 3 m s S 4 e P 32 ' 49* L 9 92
die obere Grenze giebt m- << 0,561 o

e D ; e . 'l
Fiir oD hat man 2 ganz gleiche indirecte Bestimmuneen aus (3. 2.

B 9o, T" g VEL 12, 18 44, 15, 16) mit je 4 Nachbarseiten - und

eimem Gegenseitenverhiltnisse, Wegen der Summeneleichuneen wn A 7

—

C, D ist der Factor - bei beiden directen Bestimmungen, also |

||I.'i '
1]

selbst in ;1111-.“&11{111115; zu bringen. Nennt man daher

s0 wird

1 - — : : |
T RYIREsE vee e o
'I!.-h t_

L] i ] { -

i HI"J —f— ]]‘;{' i . ' | L - - g,

Die obere Grenze giebt IIIl"j < 0,45 w-.
Fiibrt man jetzt die Niherungswerthe in die untern Grenzen ein. |

so ergibt sich
) o oy - ey 3 1
m- > 0,43 w* } n, < > 0,40 w?

) - i " i - i |
m* < 0,51 &® | m,- << Udo w-

b)) mt=0A47 o*. m,* = 0,42 -

3 . ‘}'f; AL
Man kann hiernach fiir ~ Hod — 7 das mittlere Fehlei
£ I

; i ]
quadrat zu 0,45 @ annelimen.

oind Riehtungsbeobachtungen gemacht, so ist nm

:
3 i e " = -
Factor : wegzulassen, sonst findert sich an der Rechnung weiter nicht:

Die Ungleichungen gehen iiber in |

1

s —— _ = e ]11.-- il . |
., L
B auled ¥EN ; ol ‘. |
—t— s . T T 3

g 3w N Ao ° i SR OO A O e B

e L)
fiir -, sodass also
AC
”{_: {_'Il,h_r:l |__,I-'I1 |
AB | |

und fiir — 1n
Ch

=l
=l

i = 4 m—m’ 9 - | @~ 4 U

WOoraus M= << 0.50 o- folet '
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Hiermat L'I't"ln"n die untern Grenzen resp.

) = o | R o . _-_|I
m = > 0,45 o° m,* > 0,44 o

and da
nt = e 0 5% or m,* < 0,60 w°

war, so kann man sctzen
75¢) m ? = 049 »* m,?> = 0,47 »".

. R T R P s e ADC AR
Hiernach kann das mittlere Fehlerquadrat fii ' CD
0,48 w? bel Richtungsheobachtungen gesetzt werden.

51,

Die gewonnenen Formeln stellen sich am iibersichtlichsten dar,
wenn man noch alle Fehlerquadrate anf gleiche Miihe, etwa diejenige
fiir Winkelbeobachtungen in einem (uadratnetze, redueirt. Man hat
hier in einem Quadrate 12 Winkel zu messen, d. i. soviel wie 24 Ein-
stellungen ; dieses gilt fiir ein Quadrat im Netze ebenso, wie fiir ein
isolirtes QQuadrat. Dagegen hat man im Rhombus nur 6 Winkelmes-
sungen gleich 12 Einstellungen zu machen. Fiir Richtungsbeohachtungen
im isolirten Quadrate, resp. Rhombus betrigt die Anzahl der Einstellungen
12, resp. 10, dagegen hat man fiir dieselben Figuren im Netze nur 8,
resp. 6 Einstellungen zu rechnen, da die begrenzenden Visuren (z. B.
AB,
Anschlag zu bringen sind. Redueirt man nun alle mittleren Fehlerqua-

drate anf 24 Einstellungen, so ergiebt sich, wenn - o der mittlerc

AC . . .) auch fiir die Nachbarficuren gelten, also nur zur Hilfte in

3 ¥ [} ¥ - & ‘III'I £ 8 - b L
Flehler einer Winkelmessung | ) der einen ]'i]t:.htun;) 15t :
5 3 =} .
Mittleres behlerguadrat des
Verhidltn, 2r Nachbar- und 2r Gerenseiten
Winkel Richtuneen || Winkel Richtuneen
ombus 1sclirt, .35 m* 0,28 m= (0,67 o= (0,56 m*

m Nelz, 0,21 U, 12 (1,31 0,17

Unadrat isolirt. ()_8i0) ). 40 0,67 | (.35
|

1im Netze [). 4] -'I'"[i'. (). 432 | ”,15:'
|

Wenn nun auch die Zahlen dieser Tabelle, soweit sie sich auf

Figuren 1m Netze beziechen, der Vernachldssigungen wegen nur rels:

en Werth fiir die Vergleichung des Rhombus und Quadrates im Netze

itzen, so erhellt doch darans mit Gewissheit, dass i1nsbesondere bei
hchtnngegheobachtungen das f{it::ﬂij';i_t]-_:'-h-{ rechd ;—’,"'3”:"15}-'-_."' Bestimmungen
tert und dem Dreiecksnetz gleichgestellt zu werden verdient
W), Sehlusgs
die Arbeit miecht zun sehr auszudelinen, sind weitere Jetrach-

ér Netzformen 1m Allgemeinen, iiber Kranzsysteme (was e i ¢




- rrEcmmEm . b

72 Studien iiber rationelle Vermegsungen ete. v. F. R. HELMERT.

eine Rechnung wie in Abschn. 45. geben wiirde) und Anderes mehr
nicht angestellt worden. Freilich ist nicht zu verkennen, dass das hier
Gegebene nur den leichtesten Theil der Discussion der Landestriangn-
lirang vollstindiger abhandelt, nimlich die Einschaltung der Punkte nie-
derster Ordnung, und dass der vierte Hauptabsehnitt sehr diirftie aus-
gefallen ist. Wer jedoch weiss, welche Anhdufung von Fragen bei der
Untersuchung eines Hauptnetzes entsteht und wie cerade hier die spe-
ciellen Terrainverhéltnisse zu beriicksichticen sind, wird es nicht son-
derbar finden, dass zun#ichst das Einfachere eingehender untersucht wurde.
um so mehr, als in demselben das Allgemeinere, in allen Fillen (Gl-

tige zur Darstellung gelangte.

Anmerkung zu Abschn. II, 32, Da unter gleichen Umstiinden
wandte Miithe umgekehrt proportional M? ist, in diesem Abschnitte es aber
ankam, die Resultate gleicher Miihe zu vercleichen, so hat sieh der V

= e
(1e Aanfi

-.'.'||||-
Lkl o LA

ert. erianbpt.
hier — abweichend vom gewihnlichen Gebranche — die Genanickeit in der Be

stimmung  des Punktes ebenfalls nmgekehrt proportional dem Quadrate

des mitt

lern Gesammtfehlers M zu setzen, sodass sie direct proportional der aufoeewandten
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