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DIE THEORIE DER KREISVERWANDTSCHAFT

IN REIN GEOMETRISCHER DARSTELLUNG.

Mit Anwendung einer im Jahre 1852%) von mir mitgetheilten Me-
thode, welche von Sitzen der Longimetrie durch das Gebiet des Imagi-
niren zu Sitzen der Planimetrie fiihrt, hat sich mir, wie ich bereits am
Schlusse jenes Aufsatzes bemerkt habe, durch Uebertragung der Colli-
neationsverwandtschaft zwischen geradlinigen Systemen von Punkten auf
Systeme von Punkten in Ebenen eine neue Art von Verwandtschaft zwi-
schen ebenen Figuren ergeben. Die Haupteigenschaften dieser Ver-
wandtschaft habe ich in einem spitern Aufsatze**) mittelst jener Me-
thode entwickelt, sie selbst aber Kreisverwandtschaft genannt, weil bei

je zwei auf solche Art verwandten Figuren jedem Krmse der einen Figur

ein Kreis in der andern entspricht.

Durch fortgesetzte Beschiiftigung mit diesen Untersuchungen, in-
sonderheit durch Ausdehnung derselben auf den Raum von drei Dimen-
sionen, bin ich zu Resultaten gekommen, die mir der Veroffentlichung

gleichfalls nicht unwerth scheinen, und die ich deshalb in Verbindung

mit den frither mitgetheilten, hier jedoch auf andere Weise entwickelten,
zum Theil auch erweiterten Sitzen iiber die Kreisverwandtschaft in vor-
liegender Abhandlung zusammengestellt habe. Namentlich habe ich
gegenwirtig von jener das Imaginire zu Hiilfe nehmenden Methlndﬂ
keinen Gebrauch gemacht, sondern bin unmittelbar von der Definition
der Kreisverwandtschaft durch Kreise ausgegangen.

*) L Heft der Berichte iiber die Vérhandlungen der K. S. Gesellsch. der Wissensch.

i. J. 1852, ,
**) L. Heft der Berichte etc. i. J. 1853,
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532 A. F. Mosius,

Die Darstellungsweise, deren ich mich hier bedient habe, ist die
rein geomelrische, wobei ich jedoch, wie schon in meinem «barycen-
trischen Calcul», die Allgemeinheit, welche die analytische Methode ge-
wiihrt, mit der Anschaulichkeit der rein geometrischen dadurch zu ver-
binden gesucht habe, dass ich in den Ausdriicken fiir Raumgrossen durch
Nebeneinanderstellung von Buchstaben, welche deren Begrenzung be-
zeichnen, auf die Aufeinanderfolge dieser Buchstaben stets die gehorige
Riicksicht genommen habe. *)

*) Diese Riicksicht auf die Folge der Buchstaben in Ausdriicken von Abschnitten
einer Geraden, so wie von Winkeln in einer Ebene, hat in letzter Zeit auch ein fran-
zbsischer Geometer in einem umfinglicheren Werke genommen und consequent durch-
gefiihrt, Herr Chasles in seinem sehr werthvollen Traité de Géomélrie supérieure,
Paris 1852. Wenn aber Herr Chasles in dieser Beziehung auf Seite III der Vorrede
sich also ausspricht: '

Jusq' a present on n'a point introduil, d'une maniére générale et systéma-
tique, en Géoméltrie, le principe des signes, pour marquer la direction des
segments ou des angles, excepté dans la Géométrie analytique et dans quelques
questions particulieres, telles que la théorie des centres des moyennes distances
el des moyennes harmoniques, ou l'on ne considére que des segments formes
sur une seule droite. '

und weiterhin auf Seite IX :

On a donc beaucoup perdu & ne pas introduire systématiquement dans la Géométrie

pure, le principe des signes; les progres de la science en ont €té nécessairement

retardés.
so kann ich ihm bloss insofern beipflichten, als noch in keinem eigentlichen Lehrbuche
der Geomelrie, sein Werk selbst ausgenommen, das Princip der Zeichen bis jetzt Auf-
nahme gefunden hat. Ich wenigstens habe dasselbe nicht nur in meinem auch von

Herrn Ch. angefiihrten bar. Calcul, wo ich es an die Spitze gestellt (§.1.) und auch auf .

Flichen (§. 17. u. §. 165. Anmerk.) und korperliche Riume (§. 19.) ausgedehnt habe,
sondern auch in allen seitdem (seit 1827) von mir veréffentlichten Schriften geome-
trischen und mechanischen Inhalts stets streng befolgt.

Der Sache selbst willen sei es mir noch gestattet, iiber eine mir nicht ganz richtig
scheinende Bemerkung des H. Ch. auf S. IX ebendaselbst Einiges hinzuzufiigen.
H. Ch. behauptet dort nimlich, dass mehrere Siitze der Elementargeometrie, namentlich
der Satz vom Quadrate der Hypotenuse, der Satz von der Proportionalitiit homologer
Seiten in shnlichen Dreiecken und der von der Proportionalitit der Seiten eines Dreiecks
mit den Sinussen der gegeniiberstehenden Winkel, keine Anwendung des Princips der
Zeichen gestatten.

Allerdings kommt bei dem pythagoriiischen Satze das Princip der Zeichen nicht in
Beriicksichtigung, weil die diesen Satz darstellende Formel bloss Quadrate von Linien
enthilt, und weil, wenn 4 und B die Endpunkte einer Linie sind, AB® immer positiv ist,

mag die positive Richtung der Linie von 4 nach B, oder von B nach A gehend genommen

werden. Allein nicht eben so verhiilt es sich in Betrefl der beiden andern Sitze.

L =
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piE THEORIE DER KREISVERWANDTSCHAFT. 533

Nicht unerwihnt darf ich ﬁuch lassen, dass schon in einer im Jahre
1833 im 8ten Bande des Crelle’schen Journals fiir Mathematik er-

Denn sind a, b, ¢ drei beliebig in einer Ebene gezogene Gerade, von denen
sich b und ¢ in 4, e und a in B, a und b in C schneiden, bestimmt man willkiihrlich
die positiven Richtungen von a, b, ¢, und hiernach die Zeichen der Segmente BC,CA, AB,
selzt man hierauf noch von den zwei Sinnen, nach welchen eine Linie in der Ebene
gedreht werden kann, den einen, etwa den von der Linken nach der Rechten, als po-
sitiven fest und bestimmt hiernach die Winkel be, ca, ab also, dass be den Winkel aus-—
driickt, um welchen die Gerade b um A nach rechts gedreht werden muss, bis ihre
positive Richtung mit der positiven Richtung von ¢ identisch wird u. s. w.: so verhiilt
sich immer, auch den Zeichen nach:

BC:CA: AB = sin be: sin ca : sin ab.

Dass H. Ch. bei dieser Proportion das Princip der Zeichen nicht anwendbar findet,
hat darin seinen Grund, dass er, statt, wie jetzt geschehen, alle Winkel einer und
derselben Ebene nach einerlei Sinne zu rechnen, bloss diejenigen Winkel, die eine
gemeinsame Spitze haben, nach einerlei Sinna'sﬂhatz-l:, dagegen von Winkeln, deren
Spitzen verschieden sind, die Sinne als unabhiingig von einander belrachtet, (S. X. oben.)
Eine solche Annahme kommt aber fast auf dasselbe hinaus, als wenn man von Ab-
schnitten einer und derselben Geraden nur solche, die einen gemeinschaftlichen An-
fangspunkt haben, in Bezug auf ihre Richtungen mit einander vergleichen, hingegen die
Richtungen von Abschnitten, deren Anfangspunkte verschieden sind, als unabhiingig
von einander ansehen wollte,

Was endlich die Proportionen zwischen homologen Seiten zweier ihnlichen Drei-
ecke betriflt, so lassen sich die Hauplsitze dieser Lehre (Euclid. VI, 4. bis 7.) unter Be-
obachtung des Princips der Zeichen etwa folgendergestalt fassen : |

Haben a, b, ¢, 4, B, C dieselbe Bedeutung wie vorhin, werden d', ¥',...C" in
analoger Bedeutung fiir ein zweiles Dreieck genommen, und werden noch die pesitiven
Richtungen der Geraden a, b,...¢, und der Sinn, nach welchem bei jedem der beiden
Dreiecke fiir sich die Winkel gerechnet werden sollen, nach Willkiihr festgesetzt, so
sind , wenn sich die Abschnitte

I. BC:CA:AB=BC:CA: AB
verhalten, die Winkel b'¢, ¢'a’, a'b’ resp. = bc, ca, ab, oder auch resp. =¢b, ae, ba;
und umgekehrt. — Unmittelbar folgt hieraus, indem man von einer der Geraden, etwa
von a, die vorher negative Richtung zur positiven nimmt, dass, wenn sich

Il. BC:CA:4AB=CB:CA:AB
verhalten, die Winkel b'¢’, ¢a, ab resp. = be, ca+ 180°, ab-+ 180°, oder auch
resp. =cb, ac+ 180°, ba— 180° sind; und umgekehrt.

Verhilt sich ferner C'A AB = CA:AB, und ist b'¢ = be, so hat eine der beiden .

Doppelproportionen 1. und II. mit ihren Folgen statt ; unbestimmt aber bleibt es, welche,
und man muss daher, um beide zusammenzufassen, schreiben :
BC*.CA*=BC*:C4% 2cd=12ca, 24'b'=2ab.
Wenn endlich ¢'A": A'B = CA: AB, und ¢'a’= ca ist, und wenn die Winkel ab und
a'd’ in einerlei Quadranten fallen, so sind sie auch einander gleich, sowie b'¢'= be,
und es verhiilt sich BC:CA'= BC:CA. |

Achs AN i]a] [ rchsicche Akade
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b3k A. F. Ménius,

schienenen Abhandlung des Herrn J. L. Magnus in Berlin (nouvelle mé-
thode pour décowvrir des théorémes de géoméirie), sowie i Desselben
«Sammlung von Aufgaben und Lehrsiitzen aus der analytischen Geome-
trie, Berlin 1833,» S. 236 u. S. 290, eine mit meiner Kreisverwandtschaft
identische gegenseitige Beziehung zweier ebenen Systeme von Punkten,
als ein specieller Fall einer noch allgemeineren Beziehung aufgestellt
wird, wonach im Allgemeinen einer Geraden ein Kegelschnitt, einem
Kegelschnitte eine Linie der vierten Ordnung, und iiberhaupt einer Linie
der nten Ordnung eine Linie der 2nten entspricht, und wodurch man, wie
Herr Magnus an einigen sehr merkwiirdigen Beispielen zeigt, in den
Stand gesetzt wird, aus Eigenschaften von Linien niederer Ordnung
entsprechende Eigenschaften fiir Linien hoherer Ordnung abzuleiten.
Auch wird an dem zuletzt citirten Orte die Bemerkung, jedoch nur vor-
itbergehends, hinzugefiigt, dass, wenn, wie im Vorliegenden, die den
Geraden der einen Ebene entsprechenden Kegelschnitte in der andern
insgesammt Kreise sind, einem Kreise wiederum ein Kreis, nicht eine
Linie der vierten Ordnung entspricht. Dass aber alsdann gewisse Doppel-
verhiltnisse zwischen Linien und gewisse Summen oder Differenzen
von Winkeln von der einen Figur zur andern ihre Werthe nicht sindern,
finde ich von Herrn Magnus nicht bemerkt. Gleichwohl sind diese schon
in meinem fritheren Berichte erwiesenen Sitze und die neue daraus ent-
springende Classe von Aufgaben, wie es mir scheint, eben Dasjenige,
wodurch die Kreisverwandtschaft, die einfachste nach den in meinem
baryc. Calcul betrachteten fiinf Verwandtschaften, fiir die Elemente der
Geometrie einen dhnlichen Werth und Bedeutung, wie jene fiinf fritheren,
erhiilt; weshalb ich auch diesen Sitzen und den daraus zu ziehenden
- Folgerungen vorzugsweise ‘meine Aufmerksamkeit zugewendet habe.

Kreisverwandtschaft ebener Figuren.

§- 1. Angenommen, dass in zwei Ebenen jedem Punkte der einen
ein Punkt, und nicht mehr als einer, in der andern dergestalt entspricht,
dass von je vier Punkten der einen, welche in einem Kreise liegen, die
entsprechenden in der andern gleichfalls in einem Kreise enthalten sind,
so sollen jedes System von Punkten der einen Ebene und das von den
entsprechenden Punkien in der andern gebildete System, also auch jede
Linie der einen und die Linie der andern, welche die den Punkten

Sb Sachsische Landesbibliothek - sichsische Akademie der Wissenschaften E
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DIE THEORIE DER KREISVERWANDTSCHAFT. - b35

der erstern Linie entsprechenden Punkte verbindet, einander kreis-
verwandt heissen.

Dabei machen wir, dem Princip der Stetigkeit gemiiss, noch die
Voraussetzung, dass von je zwei einander unendlich nahen Punkten der
einen Ebene die entsprechenden in der andern gleichfalls — wenigstens
im Allgemeinen — einander unendlich nahe sind.

§. 2. Im Folgenden wollen wir Punkte der einen Ebene mit nicht
accentuirlen Buchstaben, und die ihnen nach der Kreisverwandischaft
entsprechenden in der andern mit den gleichnamigen accentuirten Buch-
-staben bezeichnen; die zwei Ebenen selbst mégen resp. p und p’ heissen.

Hiernach wird dem in p durch die Punkte A, B, € zu beschreibenden
Kreise der Kreis A'B'C’ in p’ entsprechen; und wenn D ein Punkt des
erstern Kreises ist, so wird D' ein Punkt des letztern sein.

Bewegt sich ein Punkt X in einem Kreise mit ungeiindertem Sinne,
so bewegt sich X' im entsprechenden Kreise ebenfalls ohne Aenderung
des Sinnes. Denn wo nicht, so wiirde ein und derselbe Punkt des letz-
tern Kreises, auf welchen X' zuerst bei vorwirts- und spiter bei riick-
wiirtsgehender Bewegung kime, den zwei verschiedenen Punkten des
erstern Kreises entsprechen, in denen X gleichzeitig bei seiner stets
vorwirtsgehenden Bewegung eintrife. — Ist daher ABCD die Aufein-
anderfolge von vier Punkten eines Kreises, so wird man auch im ent-
sprechenden Kreise, von A’ ausgehend, nach der einen Seite hin zu-
niichst auf B’, nach der andern zuniichst auf D' treffen.

Eben so ist klar, dass, jenachdem zwei Kreise in p einander ent-
weder schneiden, oder beriihren, oder gar nicht begegnen, dasselbe
jedesmal auch die zwei entsprechenden Kreise in p' thun, und dass im
Falle des Scheidens oder des Beriihrens die zwei Schneidepunkte oder
der Beriihrungspunkt des einen Paares den zwei Schneidepunkten oder
dem Berithrungspunkte des andern entsprechen.

§. 3. Im Allgemeinen wird jedem in endlicher Entfernung liegen-
den Punkte der einen Ebene ein endlich entfernter Punkt in der andern
entsprechen. Es kann aber auch geschehen, dass einem gewissen end-
lich gelegenen Punkte der einen Ebene, es sei dem M in p, ein unendlich
entfernter M’ in der andern p’ entspricht. Alsdann wird auch einem in p
anendlich entfernten Punkte N ein endlich gelegener N' in p’ entsprechen.
Denn seien A und B zwei endlich entfernte mit M nicht in einer Geraden
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liegende Punkte in p, und 4’ und B’ ebenfalls endlich entfernt in p’, und
entsprechen daher -
die Kreise ABM und ABN den Kreisen A'B'M und AB'N'.

Von diesen vier Kreisen ist der erste ABM villig construirbar. Da-
gegen 1st wegen der unendlichen Entfernung des NN der Kreis ABN von
der Geraden AB nicht zu unterscheiden; und ebenso ist, wenn nicht
allein M, sondern auch ' unendlich entfernt in p' angenommen wird,
jeder der Kreise A'B'M' und A'B'N' mit der Geraden A'B’ identisch. Mit-
hin wiirde alsdann der Geraden A'B’ sowohl der Kreis ABM, als die
Gerade AB, und folglich jedem Punkte in A'B’ ein Punkt in ABM und
einer in AB entsprechen, welches der in §. 1. gestellten Definition ent-
gegen ist; folglich u. s. w.

Auch kann, wenn dem in der einen Ebene p’ unendlich entfernten
Punkte M' ein endlich gelegener M in der andern p éntspriﬂlit. einem
nach  einer andern Richtung als M’ in p' unendlich entfernt liegenden
Punkte P’ nicht ein von M verschiedener Punkt P in p enisprechen.

" Denn sonst wiirden, wenn A und B zwei mit M und P nicht in Einem
Kreise liegende Punkte wiren, den Kréisen A'BM und A'BP, d. i
einer und derselben Geraden A'B'in p', zwei verschiedene Kreise ABM .
und ABP in p entsprechen. — Enlspricht daher einem endlich gelegenen
Punkte der einen Ebene ein unendlich entferniter in der andern, so bleibt die
Richtung, nach welcher der lelzlere hegl, villig unbestimmd.

Nehmen wir zuletzt noch an, dass N und N' unendlich, M aber
endlich entfernt liegt, so ist auch M' endlich entfernt. Deunn Lige M’ im
Unendlichen, so wiirde nach dem eben Erwiesenen auch dem N' der
Punkt M, und nicht der unendlich eutfernte N, entsprechen. |
| Nach diesem Allen miissen wir entweder setzen, dass zwei ge-
wissen endlich gelegenen Punkten (M und N') der einen und andern Ebene
unendlich entfernte (M'und N) in der jedesmal andern ‘entsprechen, —
oder dass einem unendlich entfernten Punkte der einen Ebene ein un-
endlich entfernter in der andern EI’IlEp[‘iﬁhL in welchem Falle, wie wir
zuletzt ‘sahen, jedem endlich liegenden Punkte der einen Ebene ‘ein
eben solcher in 'der andern entsprechen wird.

§. k. Betrachten wir zuerst die aus der letztern Hypothese, als
der einfachern, fliessenden Folgen. Angenommen also, dass dem in p
‘unendlich entfernten Punkte N der i mp “unendlich entfernte N’ entspricht,
so entspricht

il s - o -
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Staats- und Universitatsbibliothek Dresden e | |
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1) dem Kreise ABN der Kreis A'B'N', d.i. jeder Geraden der
einen Ebene eine Gerade in der andern.

2) Zwei parallelen Geraden der einen Ebene entsprechen zwei
parallele in der andern. Denn wiire der gegenseitige Durchschnitt der
letztern Geraden ein endlich entfernter Punkt, so miisste es auch (vor. §.)
der Durchschnitt der erstern sein,

3) Einem Parallelogramme entspricht daher ein Parallelogramm.,

k) Lasst sich durch die vier Ecken des einen Parallelogramms ein
Kreis beschreiben, so liegen auch die vier Ecken des andern in eimem
Kreise, d. h. emem Rechteck entspricht ein Rechteck, und folglich

3) emem rechten Winkel ein rechter Winkel.

- 6) Schneiden sich daher die zwei Diagonalen des einen Rechtecks
rechtwinklig, so miissen, weil ihnen die Diagonalen des andern ent-
sprechen, auch letztere sich rechtwinklig schneiden; d. h. einem Quadrate
entspricht ein Quadrat. — Hieraus ldasst sich leicht weiter folgern, dass

7) je zwei einander entsprechende Rechtecke einander :hnlich
sind. Denn sei ABCD ein Rechteck, dessen Seiten AB und B(C sich wie
zwei ganze Zahlen m und n verhalten. Man theile AB in m und BC in
n gleiche Theile, ziehe durch die Theilpunkte Parallelen mit der jedesmal
andern Seite und zerlege somit das Rechteck in mn Quadrate. Die dieser
Figur entsprechende Figur wird daher ein auf gleiche Weise aus mn Qua-
dralen zusammengeselztes Rechteck sein, also ein Rechteck A'B'C'D’,
- «lessen Seiten A'B und B¢’ sich wie m und = verhalten, d.i. ein dem

ABCD #hnliches Rechteck.
| Dass Aehnlichkeit zwisechen beiden auch dann noch statt findet,
wenn das Verhiiltniss AB : BC irrational ist, wird hieraus auf beékannte Art
weiter geschlossen. !

8) Es ist daber auch ‘das dem bei B vechtwinkligen Dreiecke ABC
entsprechende Dreieck A'B'C’ dem erstern dhulich. Und da jedes schief-
winklige Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden kann,
so sind je zwei einander entsprechende Dreiecke iiberhaupt, und folglich
auch je zwei einander entsprechende Systeme von mehr als drei Punkten,
einander &hnlich.

§. 5. Unter der Annahme, dass einem unendlich entfernten Punkte
der einen Ebene ein unendlich entfernter in der andern entspricht, ist
demnach. die Kreisverwandtschaft mit der Verwandtschaft der Aehnlich-
keit identisch. Da wir also durch diese Annahme zu keiner neuen Ver-
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wandtschaft gefithrt werden, so wollen wir die nach §. 3. hier noch zu-
lissige Hypothese in Untersuchung nehmen, dass niimlich gewissen zwei
endlich gelegenen Punkten M und N’ in p und p' zwei unendlich ent-
fernte M’ und N in p’ und p entsprechen. Diese Untersuchung wird
sich aber mittelst des fiir die vorige Annahme gewonnenen Resultats
sehr leicht erledigen lassen.

In der That beruhten die im vor. §. gemachten Schliisse auf der
Voraussetzung, dass die Punkte N und N' von den in Betracht ge-
zogenen zwei Figuren — sie mégen f und [ heissen — in Entfernungen
liegen, die gegen die Dimensionen dieser Figuren, welche wir uns als
endliche dachten, unendlich gross sind. Dieselben Schliisse werden da-
her auch noch Geltung haben, wenn f und f* unendlich klein sind, und
die Punkte M' und N’ sich in endlichen Entfernungen von ihnen be-
finden, oder auch nur N' von f* endlich, N aber von f unendlich ent-
fernt ist. Denn obwohl dann die durch N' und Punkte von f' gehenden
Kreise vollkommen construirbar sind, so lassen sich doch die hier allein
zu beriicksichtigenden Theile derselben von Geraden nicht unterscheiden.

Angenommen also, dass unter der zuletzt gemachten und von jetzt an
allein noch in Betracht kommenden Hypothese Kreisverwandtschaft in
der That méoglich ist, — eine Moglichkeit, die im Folgenden streng be-
wiesen werden wird, — so werden je zwei nach dieser Verwandtschaft
einander entsprechende Figuren, wenn die Dimensionen der einen und
damit nach dem Gesetz der Stetigkeit, im Allgemeinen wenigstens, auch
die der andern unendlich klein sind, einander #hunlich sein. Je zwei
einander kreisverwandte endliche Figuren sind folglich in
thren kleinsten Theilen einander dhnlich.

§. 6. Die endlich gelegenen Punkte M und N' der Ebenen p und p/,
welche den unendlich entfernten Punkten M‘ und N in p' und p ent-
sprechen, wollen wir die Centralpunkte der Ebenen p und p’ nennen.
Aus dieser Definition ergeben sich mittelst des Bisherigen nachstehende
Eigenschaften dieser Punkte. |

a. Jedem in der einen Ebene durch ihren C.punkt beschriebenen
Kreise (MAB) entspricht in der andern Ebene eine nicht durch ihren
C.punkt gehende Gerade (M'A'B'), und umgekehrt jeder in der einen
Ebene nicht durch ihren C.punkt gelegten Geraden (NAB) in der andern
ein durch ihren C.punkt gehender Kreis (N'A'B').

b. Jeder in,der einen Ebene durch ihren C.punkt gezogenen Ge-

i = - ag g
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raden (MAN) entspricht in der andern eine durch ihren C.punkt gehende
‘Gerade (M'A'N"). Liegen daher zwei Punkte A und B der einen Ebene
mit deren C.punkte in einer Geraden, so sind auch die entsprechenden
Punkte A" und B’ der andern Ebene mit dem C.punkte N' derselben in
einer Geraden. Denkt man sich diese Geraden als unendlich grosse
Kreise, und ist MABN die Aufeinanderfolge der Punkte in dem einen Kreise,
so ist M'A'B'N' die Aufeinanderfolge im andern (§. 2.). Wenn demnach
die zwei Punkte der einen Ebene auf einerlei Seite des C.punktes der
Ebene liegen, so sind auch die entsprechenden Punkte in der andern
auf emerlei Seite ihres C.punkles, und zwar entspricht der dem C.punkte M
in der einen Ebene niihere Punkt A der vom C.punkte N' in der andern
entferntere A'. Bewegt sich daher ein Punkt in der einen Ebene gerad-
Iimig auf ihren C.punkt zu, so bewegt sich in der andern der ent-
sprechende Punkt geradlinig von ihrem C.punkte abwirts, und wenn
der erstere Punkt dem C.punkte unendlich nahe kommt, so entfernt sich
der letztere in das Unendliche. — Eben so leicht sieht man, dass, wenn
die zwei Punkte der einen Ebene auf entgegengesetzten Seiten des
C.punktes liegen, dasselbe beziehungsweise auch von den entsprechen-
den Punkten gilt.

¢. Wird ein Kreis k in p von einer durch M gelegten Geraden a in
A und B geschnitten, so liegen A und B auf einerlei oder verschiedenen
Seiten von M, jenachdem M vom Kreise aus- oder eingeschlossen wird.
Dasselbe gilt in Bezug auf N’ von den Punkten A’ und B', in denen die
der a entsprechende Gerade den dem k entsprechenden Kreis schneidet.
Nach vorigem Satze werden daher von zwei einander entsprechenden Kreisen
die C.punkie ihrer Ebenen entweder beide aus- oder beide eingeschlossen.

d. Aehnlicherweise erhellet aus b., dass bei zwei einander ent-
sprechenden die C.punkte threr Ebenen einschliessenden Kreisen jedem
Punkte innerhalb des einen ein Punkt ausserhalb des andern enispricht, und
dass, wenn die 2wei Kreise die C.punkte ihrer Ebenen ausschliessen, jedem
Punkte innerhalb oder ausserhalb des einen ein resp. inmerhalb oder ausser-
halb des andern liegender Punkt entsprichi.

§- 7. Beim Ausdrucke eines Kreises durch Nebeneinanderstellung
dreier Buchstaben, welche irgend drei Punkte desselben bezeichnen, soll
durch die Aufeinanderfolge dieser Buchstaben zugleich der Sinn dar-
gestellt werden, nach welchem man sich den Kreis durch die Bewegung
eines Punktes beschrieben zu denken hat.
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Seien nun ABC und XYZ zwei in der Ebene p enthaltene unend-
lich kleine, einander unendlich nahe und von M endlich entfernte Kreise,
‘also -auch die Kreise A'B'C' und X'Y'Z' in p' unendlich klein, einander
unendlich nahe und von N’ endlich entfernt (§. 6. .). Dabei werden
die Figuren ABCXYZ und A'....Z', wegen ihrer unendlichen Kleinheit,
einander &hnlich sein (§. 5.), woraus unmittelbar folgt, dass, jenachdem
die durch die Folgen ABC und XYZ ausgedriickten Sinne einerlei, oder
emander entgegengesetzt sind, auch die Sinne von A'B'C und X'Y'Z'
einerlei sind, oder nicht.

Wenn daher — so konnen wir weiter schliessen — nach Fest-
setzung des positiven Sinnes in jeder der beiden Ebenen p und p' ge-
wisse zwei einander entsprechende unendlich kleine Kreise ABC und
A'B'C’ gleichnamigen Sinnes sind, d. h. der Sinn des A'B'C’ positiv oder
negativ ist, jenachdem das eine oder das andere der Sinn des ABC ist,
so sind auch von je zwei andern einander entsprechenden unendlich
kleinen und den erstern unendlich nahen Kreisen XYZ und X'Y'Z' die
Smne gleichnamig.

Man sieht aber leicht, dass dieser Satz auch dann noch gelten muss,
wenn letztere zwei Kreise von den zwei erstern endlich entfernt liegen.
Denn man kann sich alsdann zwischen ABC und XYZ eine Reihe un-
endlich vieler unendlich kleiner Kreise DEF, GHJ,...UVW construirt
denken, von denen je zwei nichstfolgende einander, nnd iiberdies der
erste DEF dem ABC und der letzte UVW dem XYZ, keiner aber dem M,
unendlich nahe liegen. Die dieser Reihe entsprechende Reihe in p' wird
von derselben Beschaffenheit sein, und es lisst sich nun wie vorhin aus
dem gleichnamigen Sinne von ABC und A'B'C’ auf den gleichnamigen
von DEF und D'E'F', aus diesem auf den von GHJ und G'H'J', u.s.w.
und zuletzt aus dem von UVW und U'V'W' auf den von X¥YZ und X'Y'Z'
schliessen.

Im Folgenden soll nach willkiihrlicher Festsetzung des positiven
Sinnes in p der positive Sinn in p’ stets also beslimmt werden, dass ven
awei gewissen einander enisprechenden unendlich kleinen Kreisbewegungen,
und damit nach dem eben Erwiesenen auch von je zwei andern der-
gleichen die Sinne gleichnamig werden. — Dass keiner von beiden Kreisen
dem C.punkte seiner Ebene unendlich nahe liegen darf, braucht hier
nicht zugeselzt zu werden, weil im gegentheiligen Falle nicht beide
Kreise zugleich unendlich klein sein kinnen.
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Untersuchen wir noch das gegenseitige Verhalten der Sinne zweier
entsprechenden Kreisbewegungen ABC und A'B'C’, wenn die zwei Kreise
von endlicher Grosse sind. Sei D ein vierter auf C folgender und dem A
vorangehender Punkt des Kreises ABC, und E ein innerhalb des Kreises
in seiner Ebene p liegender Punkt, wonach, wie man leicht wahrnimmt,
die zwei Kreishewegungen ABCD und CDE einerlei Sinne haben. In p’
liegt alsdann, jenachdem von dem zwei Kreisen ABC und A'B'C’ die
C.punkte ihrer Ebenen aus- oder eingeschlossen werden, E' innerhalb
oder ausserhalb des Kreises A'B'C’ (§. 6. d.), und es sind folglich die
Sinne der Kreisbewegungen A'B'C'D' und G'DE’ resp. einerlei oder
verschieden.

Setzen wir nun noch, dass die Hiilfspunkte D und £ dem € un-
endlich nahe liegen, und dass daher der Kreis GDE, mithin auch der
Kreis CD'E’, unendlich klein wird, so sind nach der vorhin gemachten
Annahme die Sinne von CDE und CD'E' stets gleichnamig, und wir
zichen daher den Schluss, dass je zwei einander entsprechende Kreis-
bewequngen gleichnamigen Sinnes sind, oder nicht, jenachdem sie beide die
C.punkte threr Ebene aus-~, oder einschliessen.

§. 8. Um die weiterhin folgenden Sitze in mdglichster Aligemein-
heit darstellen und begriinden zu konnen, achte ich es fiir nithig, die
den Algorithmus mit Winkeln betreffenden Hauptformeln hier einzu-
.schalten, ’

Alle in derselben Ebene enthaltenen Winkel sollen nach einerlei
Sinne gerechnet werden, und man hat hiernach unter dem Winkel ABC
immer denjenigen zu verstehen, um welchen in seiner Ebene die Ge-
rade BA um B nach dem vorher in der Ebene bestimmten positiven
Sinne gedreht werden muss, bis die von B nach A gehende Richtung
mit der von B nach € gehenden zusammenfillt.

Indem der positive Sinn in einer Ebene durch den Sinn irgend
einer Kreishewegung in derselben, also durch die Nebeneinanderstellung
dreier nach diesem Sinne auf einander folgender Punkte des Kreises,
ausgedriickt wird, so ist, wenn A, B, C nicht in einer Geraden liegen,
bei dem durch die Folge ABC ausgedriickten positiven Sinn der Ebene
jeder der drei Winkel ABC, BCA, CAB erhaben; hnhi dagegen, wenn
CBA den positiven Sinn darstellt.

Je zwei um 360° unterschiedene Winkel oder Winkelsummen kénnen
stets als identisch betrachtet werden, und es wird daher #3600 mit 0,

| = 2 o -
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— 1809 mit 4=180°, —270° mit <900 etec. im Folgenden gleich ge-
achtet werden,
Dieses vorausgeschickt, ist immer die Winkelsumme
(1) ABC4-CBA=0, mithin CBA=—ARC;
(2) ABC4+BCA+CAB=180°,
Liegt der Punkt D mit 4, B, C in einer Ebene, so ist
(3) ABC+CBD=ABC—DBC=CBD—CBA=ABD.
Dasselbe wird durch die Formeln
(3%) abbe=a'b— b= be—ba=a'c
ausgedriickt, worin a, b, ¢ drei in einer Ebene enthaltene und ihren
positiven Richtungen nach bestimmte Gerade bedeuten.

Eben so wie (2), ist CDA+ACD4+DAC=180°, und es kommt,
wenn man diese Gleichung zu (2) addirt, mit Beriicksichtigung von (3):
(¥)  ABC+BCD+CDA+DAB=0,
wie auch die vier Punkte A,..D in der Ebene liegen mdogen.

Sind A, B, C drei Punkte einer Geraden, so ist
(5) ABC=0, oder =180°,
Jenachdem B ausserhalb, oder zwischen A und C liegt.

Sind A, B, C, D vier Punkte eines Kreises, so ist
(6) ABC+CDA=AB(G—ADC=0, oder =180
jenachdem B und D auf einerlei, oder verschiedenen Seiten der Sehne A(

liegen, oder, was dasselbe sagt: jenachdem die Sehnen AC und BD sich

ausserhalb oder innerhalb des Kreises schneiden.

Zusatz. Sind ABC und A'B'C' zwei einander :hnliche Dreiecke,
und sind ihre dadurch zugleich ausgedriickten Sinne gleichnamig, so ist
der Winkel AB'C'=ABC, B'C'A'=BCA, etc. Bei ungleichnamigen Sinnen
ist AB'C'=—ABC=CBA, elc.

Wenn daher ABC und A'B'C’ zwei in zwei kreisverwandten Figuren
einander entsprechende Dreiecke von unendlich kleinen Seiten sind, so
ist nach §. 5. und zufolge der in §. 7. gemachten Voraussetzung der
Winkel AB'C'=ABC, BC'A'=BCA. etc.

§- 9. Lehrsatz. Die zwei Dreiecke MAB und N B'A', welche zwei
Punkte A und B der einen Ebene mit dem C.punkte M der letztern und die
zwet thnen enisprechenden in umgekehrter Folge genommenen Punkte A' und B'
der andern Ebene mit deren C.punkte N' bilden, sind einander hnlich und
gleichnamigen Sinnes.
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Beweis. Seien Pund () zwei dem A unendlich nahe Punkte, welche
von A geradlinig nach M und nach B zu

3 12 - liegen. Alsdann werden auch P’ und Q'
5 B dem A’ unendlich nahe sein, und zwar P’
P in der Geraden N'A’ iiber A’ hinaus (§. 6.5.);
W ()" aber wird ein Punkt des der Geraden AB
M
Vg

entsprechenden Kreises A'B'N'sein (§. 6. a.)

! und in diesem Kreise mit B’ auf einerlei

Seite der Sehne A'N’ liegen, weil AQBN die Aufeinanderfolge der Punkte
in dem entsprechenden unendlichenKreise ist (§. 2.).

Es ist nun der Winkel MAB=PAQ=PA(Q (§. 8. Zus.) =180°
— QAN=ANQ+NQA (§.8.(2)) =NQA wegen der unendlichen
Kleinheit von A'N'Q'. Ferner ist N'Q'A'=N'B'A’ (§. 8. (6)), und daher
MAB=NPB'A'. Auf analoge Weise zeigt sich, dass der Winkel ABM
= B'A'N’; folglich u. s.w.

Zusatz. Die aus den eben gemachten Schliissen fliessende Gleichung
NBA'=PAQ kann uns noch zu einer spiterhin niitzlich werdenden
Formel hinleiten. Es ist ndmlich PA'Q'=A'P*A'Q'=N'A"A'Q’, weil
AP und N A’ einerlei Richtung haben. Die Richtung A'Q’ aber ist einerlei
mit der Richtung der Kreisbewegung A'B'N' im Punkte A'. Man kann
daher den Winkel PA'(Q',= N'B'A’, auch durch N'A"A'B'N' vorstellen
und erhilt damit, A, B, C statt A', B', N' geschrieben, die fiir je drei Punkte

giiltige Formel CBA=CA"ABC,

worin die Ternion ABC neben dem Winkelzeichen die Richtung bedeutet,
welche der von A durch B nach € gehende Kreisbogen im Punkte A hat.
Auch lasst sich diese Formel noch darstellen durch

ABC=ABC'CA oder
ABCG=ABC*AC+-1800°.

§.10. Folgerungen. a. Wegen der Aehnlichkeit und des gleich-
namigen Sinnes der Dreiecke MAB und N'B'A' ist der Winkel AMB
=B'NA'=—ANDB, d. h. der Winkel, den in der einen Ebene zwei
durch ihren C.punkt gelegte Gerade mit einander machen, ist dem von
den entsprechenden und daher (§. 6. b.) durch den C.punkt der andern
Ebene gehenden Geraden gebildeten Winkel gleich, nur von entgegen-
gesetztem Zeichen.
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b. Ist MA=MB, so ist auch NA'=NB'. Einem Kreise, dessen
Mittelpunkt M ist, entspricht folglich ein Kreis, dessen Mittelpunkt N';
und zwei einander entsprechiende Punkte, welche diese Kreise durch-
laufen, beschreiben gleichzeitig @hnliche Bogen in ungleichnamigem
Sinne (§. 7.).

¢. Ueberhaupt verhilt sich MA:MB=NB:N'A’. Die Abstinde
der Punkte der einen Ebene von deren C.punkte, oder kurz die Central-
abstinde dieser Punkte, sind demnach den Centralabst:inden der ent-

sprechenden Punkte der andern Ebene umgekehrt proportional, oder, was

dasselbe ausdriickt: von einem Paare entsprechendeér Pinkte zum andern
ist das Product aus ihren Centralabstinden von constanter Grosse.

d. Aus der Aechnlichkeit der Dreiecke MAB und N'B'A’ folgt noch
die Proportion AB:BM=PBA": AN
und eben so hat man, wenn C und €', D und D' noch zwei andere Paare
sich entsprechender Punkte sind, wegen der ihnlichen Dreiecke MBC
und N'C'B, ete. MB:BC=NC(C"CB,

CD;DM=D'(C:CN,
MD:DA=NA:AD.
Die Zusammensetzung dieser vier Proportionen giebt
AB.CD:BC.DA=AB.CD:BC.DA,
eine von den C.punkten freie zwischen vier Paaren entsprechender
Punkte bestehende Proportion.

Uebrigens werden in diesen Proportionen — und sa auch in allen
spiter folgenden — alle einzelnen Linien, als welche im Ailgeméinen
in verschiedenen Geraden liegen, in absolutem d. i. positivem Sinne
genommen. | *

e. Eine dieser Proportion analoge Gleichung lisst sich auch zwi-
schen den Winkeln der beiden Figuren ableiten. Denn es ist der Winkel

ABM=PB'A'N', und eben so
MBC=N'C'B,
COM=DC'N',
MDA=NAD.

Die Addition dieser vier Gleichungen giebt aber mit Beriicksich-

tigung der Formel (3) in §. 8.: |
ABC 4 CDA=BAD'+ D'CPB', und dieses
=AB('+ C’D:A;,
weil nach (4) ebds. BAD'4+-AD'C'4+DC'B'+ CBA'=0 ist.
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[- Mittelst des Lehrsalzes in §. 9. und der jetzt aus ihm gezogenen

Folgerungen lisst sich noch die Realitit der bisher nur problemalisch

angenommenen Kreisverwandtschaft leicht darthun.

Wenn némlich in den beiden Ebenen p und p' der positive Sinn
einer jeden, ihre C.punkte M und N und zwei einander entsprechende
Punkte A und A’ gegeben sind, so kann man nach §. 9. zu allen an-
dern Punkten B, C, D, ... in p die entsprechenden B, C', IV,... in p'
dadurch bestimmen, dass man die Dreiccke N'A'B', N'A'C', N'A'D', etc.
dhnlich und gleichnamigen Sinnes mit den Dreiecken MBA, MCA, MDA, elc.
macht; und es ist nun noch zu zeigen, dass, wie es die Definition der
Kreisverwandtschaft verlangt, von je vier Punkten in p oder p’, welche
in einem Kreise liegen, die entsprechenden in p’' oder p gleichfalls in
einem Kreise enthalten sind. |

In der That sind in Folge der gemachten Construction erstens die
Winkel AN'B', AN'C', AND', etc. = — AMB, —AMC, etc., und daher
itberhaupt jeder von zweien der Richtungen N'A', N'B', N'C',... gebildete
Winkel = dem von den zwei entsprechenden unter den Richtungen
MA, MB, MC, ... gebildeten Winkel, nur von entgegengesetztem Zeichen,
z. B. BN C'= CMB; es sind zweitens die Lingen N'A', NB', N'C/,...
den Lingen MA, MB, MC,... verkehrt proportional, z. B. N'B:N'C
= MC:MB. Mithin sind die Dreiecke MBC und N'C'B’, und eben so
nichst den vorhin genannten auch je zwei andere Dreiecke, welche an
M und N’ von zwei Paaren entsprechender Punkte in umgekehrter Folge
gebildet werden, einander dhnlich und gleichnamigen Sinnes. Es be-
steht folglich zwischen je vier Punkten, etwa A,..D, der einen Ebene

und den entsprechenden 4’,.. D' in der andern die in e. erhaltene Winkel-
gleichung ABC+ CDA=ABC'+CDA'

Liegen nun 4,..D in einem Kreise, und ist daher nach §. 8. (6) die.

linke Seite dieser Gleichung =0, oder =180°, so miissen zufolge dieser
Gleichung und mit Anwendung des auch umgekehrt geltenden Satzes in
§. 8. A',.. D' gleichfalls in einem Kreise liegen, wie zu beweisen war. —
Man bemerke nur noch, dass, nach demselben Satze, jenachdem sich
die Sehnen AC und BD des erstern Kreises ausserhalb oder innerhalb
desselben schneiden, ein Gleiches von den entsprechenden Sehnen des
letztern geschieht, was damit itbereinstimmt, dass die sich entsprechen-
den Punkte sich entsprechender Kreise in jedem nach einerlei Ordnung
auf einander folgen (§. 2.).

Abhandl. d. R. 8. Ges. d.Wissenseh. IV. 49
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§. 11. Um die in d. und e. des vor. §. erhaltenen Beziehungen

- zwischen kreisverwandten Figuren einfach ausdriicken zu kénnen, wollen

wir ein durch vier Punkte A,..D einer Ebene bestimmtes Verhiltniss

von der Form AB.CD:BC.DA ein Doppelverhiltniss, und eine

* Winkelsumme von der Form ABC 4 CDA, die sich auch als der Winkel-

; unterschied ABC—ADC oder CDA— CBA schreiben liisst, einen Doppel-
winkel nennen. _

Dieses festgesetzt, ist bei zwei kreisverwandten ebenen
Figuren mach der Folgerung d. jedes Doppelverhiltniss, und
nach e. jeder Doppelwinkel dereinen Figur dem auf gleiche
Weise aus den entsprechenden Punkten der andern ge-
bildeten Doppelverhiltnisse oder Doppelwinkel gleich.

Weil D.verhiltnisse und D.winkel die einfachsten von den C.punkten

- unabhiingigen Grossen sind, welche bei der Kreisverwandtschaft von
einer Figur zur andern gleiche Werthe haben, und weil sich deshalb
erwarten lisst, dass diese Grossen bei unsern weitern Untersuchungen
besonders hiufig in Rechnung kommen werden, so wollen wir im Voraus
einen Algorithmus uns zu bilden suchen, mit dessen Hiilfe wir der-
gleichen Rechnungen moglichst kurz und bequem ausfithren kénnen.

Betrachten wir zuerst das D.verhiiltniss AB.CD:BC.DA. so er-
giebt sich aus dessen erslem Gliede das zweile, wenn man im ersten
statt dessen ersten, zweiten, dritten und vierten Buchstaben resp. den
zweiten, dritten, vierten und ersten setzt. Wir wollen daher dieses
D.verhiltniss, um uns das doppelte Schreiben seiner Buchstaben zu er-
sparen, darch sein -erstes ‘Glied allein, das wir nach Weglassung des

Multiplicationszeichens (.) mit Haken einschliessen, also durch
(ABCD)
ausdriicken.
Umgekehrt wird hiernach von dem abgekiirzt ausgedriickten D.ver-

hiilltnisse (BCDA) das ersle Glied BC.DA und das zweite CD.AB sein.
Zugleich ersehen wir hieraus, dass (BCDA) = dem reciproken Werthe
von (ABCD) ist, und dass daher, wenn man in dem Ausdrucke eines
D.verhiiltnisses die cyklische Aufeinanderfolge der Buchstaben, auch
dem Sinne nach, beibehilt, zum ersten Buchstaben aber den urspriing-
lich zweiten nimmt, der Werth des neuen D.verhiltnisses dem reci-
proken des urspriinglichen gleich ist. Man hat demnach

: = F 1 B - 4
| (ABCD) = (BCDA) — (CDAB) = (DABC) *
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Lassen wir jetzt die Buchstaben nach einem dem urspriinglichen
enlgegengesetzten Sinne auf einander folgen, behalten aber den ersten
Buchstaben als ersten bei, so verwandelt sich der Werth des D.verhiilt-
nisses gleichfalls in den reciproken. Denn aus (ABCBJ wird auf solche

Weise_ (ADCB), -—AD CB:DC.BA, = (B ABED] Gleicherweise
findet sich (BADC) = [BCH 7 = (ABCD), und eben so
(CBAD) = 7 B ik (DCBA) = (ABCD).

§. 12. Immer giebt es drei verschiedene Vierecke, welche die-
selben vier Punkte A, B, C, D zu Ecken haben. Es sind diese Vlerecke
wenn man stets D die vierte Ecke sein lisst:

ABCD, BCAD, CABD.
Jedes derselben lisst sich auf achterlei Weise ausdriicken, indem man
die cyklische Folge seiner Ecken, nicht auch den Sinn dicser Folge, un-
veriindert bleiben ldsst, und man erhilt somit die vier und zwanzig aus
den vier Elementen A,..D zu bildenden Permutationen.

Der vorige §. hat uns gezeigt, dass je zwei der acht Ausdriicke des

- ersten Vieiecks, und damit iiberhaupt je zwei der acht Ausdriicke eines
und desselben Vierecks, als Ausdriicke von D.verhiltnissen, entweder
einander gleich sind, oder in reciproker Beziehung zu einander stehen.
Dagegen sind je zwei Ausdriicke zweier verschiedenen Vierecke im All-
gemeinen von einander unabhiingig. Wohl aber giebt es eine Relation
zwischen je drei Ausdriicken, deren jeder einem andern der drei Vier-
ecke angehort; denn es ist, wenn diesmal auch auf die Zeichen bei der
Entwickelung Riicksicht genommen wird:

(ABCD) (BCAD) (CABD) = —1.

Zusatz. In dem besondern Falle, wenn die vier Punkte in einer
Geraden liegen, sind auch je zwei zu verschiedenen Vierecken gehdrige
Ausdriicke, und somit je zwei aller vier und zwanzig Ausdriicke, von
einander abhiingig. Denn, wie man leicht findet, ist alsdann mit ge-
horiger Riicksicht auf die Zeichen: |

(ABCD)+4-(ACBD)=1
worin der erste Ausdruck zum ersten und der zweite zum zweiten Vier-
eck gehort. A -

Letztere Formel stimmt .iibrigens ganz mit daqemgen tiberein, die
sich, gleichfalls unter der Voraussetzung, dass die vier Punkte in einer

Geraden enthalten sind, bereits in meinem baryc.Calcul 8. 247, III. findet,
39*
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obgleich die Ausdriicke dort in einer etwas andern Bedeutung als hier
genommen werden, indem das dortige (A, B, €, D) einerlei mit dem
hiesigen (ACBD) ist. Ich habe aber jene iltere Bezeichnungsweise ver-
lassen und diese neue gewiihlt, besonders um deswillen, weil die letz-
tere auch den noch zusammengesetzteren Vieleckschnittsverhiiltnissen
(Bar. Calc. S. 299) angepasst werden kann, indem man z. B. das Dreieck-

schnittsverhiltniss AB CD EF
BC ' DE ' FA

auf eine der vorigen entsprechende Weise durch (ABCDEF') ausdriickt.
§. 13. Ganz analoge Beziechungen, wie zwischen den bei einem
System von vier Punkten einer Ebene sich bildenden D.verhiltnissen,
finden auch zwischen den durch ein solches System bestimmten D.win-
keln statt. — In der That ist nach §. 8. (4) der D.winkel
BCD4DAB= —ABC—CDA.

Werde nun die Winkelsumme ABC+CDA oder, was dasselbe ist,
der Winkelunterschied ABC—ADC, der Kiirze willen schlechthin durch
ABCD
ausgedriickt, so dass man, um hieraus die Winkelsumme oder den Winkel-
unterschied riickwiirts abzuleiten, die drei ersten Buchstaben des Aus-
drucks in ihrer Folge als ersten Winkel schreibt und als die drei Buch-
staben des zweiten Winkels, wenn er additiv sein soll, den dritten,
vierten und ersten Buchstaben des Ausdrucks setzt, ihn dagegen, soll er
subtractiv sein, aus dem ersten Winkel dadurch folgert, dass man dessen
mittlern Buchstaben in den vierten des Ausdrucks verwandelt.

Die vorige Gleichung ist hiernach zu schreiben
BCDA = —ABCD,

und daraus zu schliessen, dass, wenn man einen solchen Ausdruck, ohne

die cyklische Folge seiner Buchstaben und den Sinn dieser Folge zu iin- -

dern, mit seinem zweiten Buchsltaben anfangen lisst, sein Werth in den
entgegengesetzten iibergeht. Es ist daher | :
ABCD = —B(CDA = CDAB = —DABC.

Gleicherweise verwandelt sich der Werth des Ausdrucks in den ent-
gegengesetzten, wenn man, die Folge und den Anfangsbuchstaben bei-
behaltend, den Sinn der Folge umkehrt. Denn man hat

ADC4-CBA= —ABC—CDA, also

ADCB = —ABCD, und eben so
BADC= —CBAD=DCBA=ABCD.
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Alle acht Ausdriicke, welche einerlei cyklische Folge haben und da-
her ein und dasselbe der drei im vor. §. gedachten Vierecke ausdriicken,
sind demnach ihren absoluten Werthen nach einander gleich; je zwei
derselben sind aber mit einerlei oder verschiedenen Zeichen behaftet,

jenachdem die zwei ihnen homologen Ausdriicke fiir D.verhiltnisse enl-

weder einander gleich sind, oder der eine das Reciproke des andern
ist, — so dass die jetzigen D.winkel sich wie die Logarithmen der ent-
sprechenden D.verhiltnisse verhalten. |
Eben so, wie im vor. §., sind ferner auch hier je zwei zu ver-
schiedenen Vierecken gehorige Ausdriicke von einander unabhiingig, wo-
gegen zwischen je drei Ausdriicken, welche zu den drei verschiedenen
Vierecken gehéren, immer eine Relation statt hat. Denn es ist
ABC4+BCA4CAB=180°, und
CDA+ADB+BDC=0;

- folglich, wenn man diese Gleichungen addirt:
ABCD+BCAD4CABD=180°,

eine Formel, die zu der entsprechenden im vor. § gleichfalls in loga-

rithmischer Beziehung steht.

S 14. Zusilze. a. Liegen A, B, C, D in einem Kreise, so ist,
jenachdem sich die Sehnen AC und BD ausserhalb, oder innerhalb
des Kreises schneiden, .

_ ABCD=0, oder =180° (§. 8. (6)),
also iiberhaupt 2.ABCD=0;

und umgekehrt folgt aus dieser Gleichung die Kreislage der vier Punkte.

b. Sind A, B, €, D, K irgend fiinf Punkte einer Ebene, so hat man
ACBD=ACB—ADB, ADBE=ADB—AEB
und AEBC=AEB—ACB, folglich
ACBD+ADBE+AEBC=0,
wofiir man auch schreiben kann: {4 gobndzan
ACBD+ADBE=ACBE. r
Es ldsst sich diese Formel leicht dadurch behaiten, dass in jedem

ihrer drei Glieder A der erste und B der dritte Buchstabe ist, und dass,
- wenn man diese zwel Buchs‘tabeu weglisst, die restirende Formel -

CD4+DE4E(=0, oder CD4+DE=CE die bekannte Relation zwischen
den durch drei Punkte in einer Geraden bestimmten Abschnitten darstellt.

Nachtriiglich werde hier noch die analoge zwischen D.verhltnissen
obwaltende Relation bemerkt:
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(ACBD) (ADBE) (AEBC) =1 oder, was dasselbe ist,
(ACBD) (ADBE) = (ACBE). (Vergl. Bar. Calec. S. 250.)

c¢.. Der D.winkel ABC—ADC kann mittelst derselben Buchstaben
auch als ein einziger Winkel dargestellt werden. In der That ist nach.

§. 9. Zus. CBA=CA'ABC, CDA=CA'ADC.
Die erstere dieser Gleichungen von der letztern abgezogen, giebt aber
mit Anwendung der Formel (3¥)in §. 8.:

ABC—ADC=ABC'ADC,
worin die zwei Ternionen zur Rechten zwei Kreise oder vielmehr die
Richtungen bedeuten, nach denen sich zwei, diese Kreise nach den zu-

gleich mit ausgedriickten Sinnen derselben beschreibenden, Punkte beim
Duchgange durch A bewegen.

d. Die identische Gleichung ABCD=BADC lisst sich hiernach auch
schreiben ABC*ADC=BAD BCD,
wonach, wenn durch je drei von vier in einer Ebene liegenden Punkten
Kreise beschrieben werden, die Winkel, welche irgend zwei dieser vier Kreise
mit emander machen, den von den jedesmal zwei dibrigen Kreisen gebildeten
Winkeln gleich sind.

e. Dieselbe Transformation, auf die Gleichung ABCD = A'B'C'D'
(§. 10. e.) angewendet, giebt ' :

ABCADC=ABC"AD(C

und lebrt uns damit den Satz, dass bei zwei kreisverwandten
Figuren je zwei sich schneidende Kreise der einen sich
unter denselben Winkeln, wie die entsprechenden Kreise
der andern Figur, schneiden; was iibrigens schon aus der Er-
wiigung hervorgeht, dass die Durchschniftswinkel zweier Kreise einerlei
mit denen sind, welche die zwei in dem einen oder andern Durchschnitte
zusammenstossenden Elemente des einen und des andern Kreises mit

einander machen, und dass kreisverwandte Figuren in ihren Elementar-
theilen einander #hnlich sind (§. 5 ).

§- 46. Von den zwei in den letztvorhergehenden §§. betrachteten
Grossenformen (ABCD) und ABCD ist jede von den vier durch vier Punkte
einer Ebene bestimmten Linien BA, BC, DA, DC, und zwar die erstere
bloss von den, Lingen, die letztere bloss von den Richtungen dieser Li-
nien abhiingig. Es ist nimlich (ABCD) = dem Verhiltnisse zwischen den
Verhiltnissen BA: BCund DA:DC, und ABCD = dem Unterschiede zwi-
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schen den Unterschieden, um welche einerseits die Richtung BC von der
BA, und andererseits die Richtung DC von der DA abweicht. |
- Zwischen der Verwandischaft der Aehnlichkeit und der Kreisver-
wandischaft findet hiernach, ausser der Aehnlichkeit in-den kleinsten
Theilen kreisverwandter Figuren, noch eine andere merkwiirdige Be-
ziehung statt. Sowie ndmlich bei zwei einander ihnlichen Figuren ABC...
und AB'C'... die einfachen Linienverhiilinisse BA:BC und B'A:BC/,
desgleichen die Unterschiede zwischen den Richtungen dieser Linien oder
die Winkel ABC und A'B'C' von gleicher Grisse sind, so bleiben bei
kreisverwandten Figuren Verhiltnisse zwischen jenen einfachen Ver-
hiltnissen und wicht minder Unterschiede zwischen jenen einfachen
Unterschieden oder Winkeln von einer Figur zar andern constant.
Zusatz. Sowie die D.verhiltnisse, bleiben auch die in §. 12. Zus.
angedeuteten noch zusammengesetzteren Verhiltnisse zwischen Linien
bei kreisverwandten Figuren von gleicher Grésse, indem sich jedes der-
selben in eim Product von D.verhiiltnissen auflsen lisst. Penn es ist,

alle Linien in absolutem Sinne genommen :

AB CD EF __ 4B éﬂxm EF
BC " DE " F4 ~— BC "D4A DE " F4A'

oder mit Anwendung der abgekiirzten Schreibart :
(ABCDEF) = (ARCD) (ADEF).

Analoges hat bei der Zusammensetzung von drei oder mehrern
Winkeln statt. Denn versteht man unter ABCDEF die Summe der drei
Winkel ABC, CDE, EFA, so ist

ABCDEF=ABC+CDA4+ADE+EFA=ABCD+ADEF.

Der dreitheilige Winkel A....F, als der Summe zweier D.winkel gleich,
hat mithin ebenfalls in allen kreisverwandten Figuren denselben Werth.

Uebrigens sieht man leicht, dass die einfachen i §. 11. bei D.ver-
hiiltnissen und in §. 13. bei D.winkeln bemerkten Relationen auch bei
den zusammengeselzteren Verhiiltnissen und Winkeln obwalten, indem

(ABCDEF) = ——__ = (CDEFAB) = etc.

= (BCDEFA)
1
= (FEDCBA) = gyt = ete. und

ABCDEF = — BCDEFA=CDEFAB = ete.
= FEDCBA = —EDCBAF= etc. ist.
§. 16. Merkwiirdige Relationen bestehen noch zwischen den aus
denselben wier Punklen gebildeten D.verhiiltnissen einerseits und den
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D.winkeln andererseits. Um sie zu erhalten denke man sich zu einem
beliebigen System von vier in einer Ebene liegenden Punkten A, B, C, D
ein kreisverwandtes System A’,..D' construirt und nehme dabei D als
C.punkt jener Ebene, also D' unendlich entfernt an. Alsdann sind die
D.verhiiltnisse und D.winkel der Figur A..D den einfachen Verhtiltnissen
zwischen den Seiten des Dreiecks A'B'C’ und dessen Winkeln gleich,
und alle die bekannten Relationen, welche zwischen diesen einfachen
Verhiltnissen und Winkeln statt haben, miissen bei den entsprechenden
- D.verhiltnissen und D.winkeln der Figur A..D sich wmderﬁndﬂn |
In der That verhilt sich (§. 10. d.) |
AB.CD:BC.DA=AB.CD:BC.DA=AB:BC,
weil, wegen der unendlichen Entfernung des D', C'D': D'A'=1:1 ist, und
eben so BC.AD:CA.DB=BC:CA.

Ferner hat man |
ABCD=A'BCD'=ABC,
weil aus demselben Grunde der Winkel C'D'A'= 0 ist; und gleicherweise
ECAD=BCA', CABD=CA'B'
Die drei Winkel
ABCD, BCAD, CABD,
deren Summe wir bereits in §.13. = 180° fanden, sind demnach die
Winkel eines Dreiecks, dessen ihnen gegeniiberliegende Seiten sich wie
AC.BD, BA.CD, CB.AD verhalien. ¥) |
Inshesondere ist daher |
sin ABCD : sin BCAD = AC.BD:BA.CD = (CABD).

Folgerungen. a. Sind die drei D.winkel ABCD, BCAD, CABD
eines ebenen Vierecks den einfachen Winkeln A'B'C’, elc. eines Dreiecks
gleich, so sind auch die drei D.verhiiltnisse (ABCD), ete. beim Viereck

~ den einfachen Verhilinissen A'B": B'C’, etc. beim Dreieck gleich, und

umgekehrt.

b. Wenn der C.punkt D der Ebene ABC ausserhalb (innerhalb) des
Kreises ABC liegt, so liegt auch der C.punkt der Ebene A'B'C' ausserhalb

*) Ich habe diesen Satz bereits in meinem im Eingange zuerst erwiihnten Aufsatze
S. 49 aufgestellt und durch Anwendung complexer Griéssen bewiesen. Ich hielt ihn
damals fiir neu. Wie ich indessen durch meinen geehrien Freund, Herrn Dr. Balzer in
Dresden, spiter benachrichligt worden bin, ist derselbe Satz nebst mehreren aus ihm
gezogenen interessanten Folgerungen schon in einer in Grunert's Archive der Math.
Bd.Il. S. 240 befindlichen Abhandlung des Herrn Prof. Bretschneider in Gotha enthalten.
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(innerhalb) des Kreises AB'C’ (§. 6. ¢.). Die Sinne der Kreishewegungen
ABC und A'B'C sind alsdann gleichnamig (ungleichn.) (§.7.), und folglich
die Winkel ABC und A'B'C gleichartig, d. i. beide hohl, oder beide er-
haben (ungleichartig, d.i. der eine hohl, der andere erhaben) (§.8. Zus.).
Der Winkel A'B’'C ist aber nach dem Obigen =ABCD, und folglich ABCD
gleichartig (ungleichartig) mit ABC. :

Jenachdem daher von vier Punkten A, .. D in einer Ebene der eine
D ausser- oder innerhalb des durch die drei iibrigen 4, B, € zu be-
schreibenden Kreises liegt, ist der D.winkel ABCD gleichartig oder un-
gleichartig mit dem einfachen ABC.

PSS

§.17. In §. 10. ist gezeigt worden, wie zu einem Systeme in einer
Ebene p liegender Punkte A, B,... in einer andern Ebene p’ ein ihm
kreisverwandtes A', B, ... construirt werden kann, wenn noch die
positiven Sinne in p und in p’, die beiden C.punkte M und N, so-
wie der Punkt A’ gegeben sind. Somit sind von drei Punkten M, N, A
in p die entsprechenden M', N', A" in p’ gegeben, nur dass dabei NV und
M' unendlich entfernt liegen. Indessen kann man hiernach erwarten,
dass iiberhaupt mit drei willkiihrlich angenommenen Punkten in p',
welche irgend dreien des Systems in p entsprechen, das System in p’
sich construiren lassen wird. — Nachfolgende Sitze werden diese Er-
wartung rechtfertigen.

Lehrsatz. Nach Feststellung der positiven Sinne in den Ebenen
p und p’' zweier Dreiecke ABC und A'B'C’ kann in der Ebene des einen
ABC ein Punkt M unzweideutig so bestimmt werden, dass die D.winkel
des Vierecks ABCM den Winkeln des Dreiecks A'B'C’ gleich werden,
niamlich - -
ABCM=AB(C', BCAM=B'CA', also auch CABM=CA'B'.

Beweis. Nach §.14.-c. ist die erste dieser Gleichungen identisch
mit ABC'AMC=AB'C,
und die zweite, wofiir man auch ACBM = A'C'B’ schreiben kann, iden-
tisch mit ACB'AMB=ABC'AMB+180°=A'CB.

Hiernach findet sich M, als der zweite Durchschnitt zweier Kreise, von
denen der eine AMC, durch 4 und € gehend, mit dem Kreise ABC in A
einenWinkel = A'B'C' bildet, und der andere AMB, durch A und B gehend,
mit demselben Kreise ABC in A einen Winkel =.4'C'B'4-180° macht.
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Zusatz. Die Sinne in den Ebenen p und p’ sind von-einander un-
abhingig. Wird der Sinn in p so angenommen, dass der Winkel ABC
hohl ist, so kann nach der Bestimmung des Sinnes in p' der Winkel A'B'C’
entweder gleichfalls hohl, oder auch erhaben sein. Jede dieser zwei
Bestimmungen giebt aber fiir den Punkt M einen andern Ort. Denn bei
der erstern (letztern) ist der Winkel ABC mit A'B'C', also auch mit ABCM
gleichartig (ungleichartig), und M liegt folglich (vor. §. Zus. b.) ausser-
halb (innerhalb) des Kreises ABC.

§.- 18. Lehrsatz. Werden, wie es nach vorigem Salze miglich
ist, in den Ebenen zweier Dreiecke ABC und A'B'C’ vesp. die Punkte
M und N’ so bestimmt, dass nach Festsetzung der Sinne in den beiden
Ebenen die D.winkel des Vierecks ABCM den Winkeln des Dreiecks
A'B'C', und ebenso die D.winkel des Vierecks A'B'C'N’ den Winkeln des
Dreiecks ABC gleich werden, so sind die Dreiecke NA'B', N'B'C', N'C' A’
resp. den Dreiecken MBA, MCB, MAC ihnlich und mit ihnen gleich-
namigen Sinnes.

Beweis. Zu Folge der geforderten Lage von M und N’ soll sein
ABC+ CMA=AB'C und A'BC+ C'N'A'= ABC.
Die Addition dieser Gleichungen giebt C'N'A'4+ CMA =0 oder
(ﬂ) CNA=AMC.

Aus derselben Gleichheit der D.winkel der Vierecke ABCM und
ABCN' mit den Winkeln der Dreiecke A'B'C’ und ABC folgt ferner
(§. 16. Zus. a.) -
AB.CM:BC.AM =AB:BC' und
AB.CN:BC.AN'=AB:BC, mithin

b) CN:AN=AM:CM.
Aus (a) in Verbindung mit (b) fliesst aber, dass die Dreiecke N'C'A’ und
MAC emander #hnlich und gleichnamigen Sinnes sind; und #hnlicher-
weise lisst sich dasselbe fir die Dreiecke N'A'B' und MBA, N'B'C und
MCB beweisen.

§-19. Lehrsatz. Soll zu einem Systeme von Punkten
A, B, C,D,... in einer Ebene p ein ihm kreisverwandtes
in einerEbene p'construirt werden, so kénnen drei Punkte
des letztern, — es seien die den 4, B, C entsprechenden 4', B/, €', —
desgleichen die positiven Sinne in p und p' willkithrlich
genommen werden. Alsdann aber ist der jedem vierten
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Punkte des erstern Sysfems entsprechende Punkt des
letztern unzweideutig besltimmt,

Beweis. Man fiige auf die in §. 17. bemerkte Weise zu den Drei-
ecken ABC und A'B'C’ die Punkte M und N' hinzu, so sind nach §. 18.
die Dreiecke MBA und N'A'B’, sowie MCA und N A'C’ einander ihnlich
und gleichnamigen Sinnes. Und wenn auf gleiche Art zu jedem vierten
Punkte D der entsprechende D' dadurch bestimmt wird, dass man dem
Dreiecke MDA das Dreieck N'A'D' ihnlich und gleichnamigen Sinnes
macht, so sind die Figuren ABCD ... und A'BCD'... kreisverwandt
(§:10. ).

Zusiitze. a. In den Fillen, wenn einer der beiden Kreise ABC

und A'B'C’, oder auch beide, gerade Linien sind, ist die Bestimmung der

C.punkte M und N' nach §. 17. mit Hiilfe von D.winkeln nicht mehr
statthaft, sondern es miissen D.verhilinisse angewendet werden.

In der That, liegen A, B, C in einer Geraden, und desgleichen auch

A, B, /', so sind in denselben Geraden resp. auch M und N’ hegriﬂ'eu,
s0 dass (ABCM) =(ABCM)=—AB:BC |

und (ABCN)=(ABCN) = —AB:BC.
Hiernach werden unter gehoriger Beriicksichtigung der Vorzeichen, wenn
das Verhiltniss —(A'B:BC):(AB:BC)=¢:1
gesetzt wird, M und N' mittelst der Proportionen

CM:MA=¢e:1 und €N:N'A'=1:e gefunden.

Liegen aber nur A', B, C' in einer Geraden, so ist M ein Punkt des,
Kreises ABC und darin nach derselben Proportion wie vorhin zu be-
stimmen. Es geschieht dieses mittelst eines die Linie CA rechtwinklig
und harmonisch in dem Verhiiltnisse e:1 schneidenden Kreises (vergl.
§. 22. a.), indem von den zwei Durchschnitten desselben mit dem Kreise
ABC derjenige der Punkt M ist, von welchem aus 4, B, € im Kreise in
derselben Ordnung wie A, B, €' in der Geraden auf einander folgen.
N’ kann hierauf dadurch gefanden werden, dass man das Dreieck NA'B’
ihnlich und gleichnamigen Sinnes mit MBA macht.

b. Der Punkt D' kann, ohne vorherige Ermittelung der C.punkte
M und N', auch geradezu mit Hiilfe der Formeln
ABC'ADC=A'BC*'AD'C und ACB'ADB=ACB"ADEB
(§. 1k. ¢.) gefanden werden, wonach D' der zweite Durchschnitt zweier
Kreise ist, von denen der eine, durch A’ und €’ gehend, mit dem Kreise
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A'B'C einen Winkel =ABC*ADC, und der andere, durch A' und B’
gehend, mit dem Kreise A'C'B' einen Winkel = ACB*ADB macht.

§. 20. Sind von der Figur, welche mit der gegebenen ABCDE. ..
kreisverwandt sein soll, bloss die Punkte A', B', (7, nicht aber zugleich
der positive Sinn ihrer Ebene p’, gegeben, so ist der jedem vierten
Punkte D in p entsprechende Punkt D' in p’ im Allgemeinen zweideutig,
und es kénnen daher, jenachdem man den einen oder den andern Sinn
der Drehung in p’ fir den positiven nimmt, zwei verschiedene die drei
ersten Punkte gemcin habende Figuren A'B'CD'E'... und AB'CD'E". .
construirt werden, deren jede mit ABCDE ... kreisverwandt ist, und die
es daher auch unter sich sind.

Zu jeder ebenen Figur ABCDE... lisst sich demnach in ihrer Ebene
eine ihr kreisverwandle A'B'CD'E'... construiren, von welcher mit drei
Punkten A, B, C der erstern die entsprechenden Punkte &', B, €' zu-
sammenfallen, wihrend dadurch, dass man einen und denselben Sinn
der Ebene als den positiven fir die eine Figur und als den negativen
fir die andere nimmt, die iibrigen Punkte D', E',..., im Allgemeinen
wenigstens, von den entsprechenden D, E, ... verschieden sind.

S- 21. Das gegenseitige Verhalten zweier solcher Figuren bietet
mehreres Merkwiirdige dar, was nicht nur an sich, sondern auch des
spiter Folgenden willen, eine niihere Betrachtung verdient.

1) Bezeichnet man, wie bisher, die C.punkte der beiden Figuren
mit M und N', so sind nach §. 9., weil jeder der Punkte A, B, C sich
selbst entsprechen soll, die Dreiecke MAB und N'BA, MBC und N'CB,
MCA und N'AC einander @hnlich, aber auch gleich, weil AB=BA, etc.;
folglich MA=N'B und MC=N'B, folglich MA=MC, und ebenso _..MB
sowie NA=NB=N'C. Es coincidirt daher N' mit M im Mittelpunkte
des durch A, B, C zu beschreibenden Kreises, welchen man k nenne.

Allerdings kann den Proportionen MA: MB:MC = N'A: etc. =1:1:1
auch dadurch geniigt werden, dass man M und N’ unendlich entfernt
annimmt. Alsdann aber entspricht einem unendlich entfernten Punkte
M oder N der einen Figur ein unendlich entfernter M' oder N' der an-
dern, und die zwei Figurén sind folglich einander nicht bloss kreisver-

wandt, sondern auch thnlich (§. 5.) und gleich und decken einander,
da die Dreiecke ABC und A'B'C’ coincidiren.
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2j Nach dem Satze in §.9. sind ferner die Dreiecke MAD und N'D'A,
=MD'A, einander #hnlich und gleichnamigen, also jelzt entgegen-
i geselzlen Sinnes (wie es auch MAB und MBA, elc.
A . waren), folglich der Winkel AMD = —D'MA (§. 8.

' Zus.)=AMD', und es verhlt sich MD:MA=MA:MD'.
i Je zwei einander entsprechende Punkte D und D' lie-
gen daher mit M in einer Geraden und auf einerlei
Seite von M dergestalt, dass MA oder der Halbmesser
des Kreises k die mittlere Proportionallinie zwischen
_ MD und MD' ist, oder, was dasselbe ist: je zwei ein-
ander entsprechende Punkte liegen in einem Durchmesser des k und
theilen ihn harmonisch.

Ebenso wie A, B, C, entspricht daher auch jeder andere Punkt des
Kreises k sich selbst, und jedem Punkte innerhalb des k entspricht ein
Punkt ausserhalb, und umgekehrt. Der einem vierten Punkte D ent-
sprechende D' ist folglich dann und nur dann unzweideutig bestimmbar,
wenn D im Kreise ABC liegt.

3) Aus der in 2) erhaltenen Relation zwischen D und D' folgt, dass,
wenn dem D in der einen Figur der Punkt D' in der andern entspricht,
dem D', als einem Punkte der erstern Figur, der Punkt D in der letztern
entsprechen wird. Das Entsprechen der beiden Figuren ist daher ein
sogenanntes involutorisches.

%) Je zwei Paare entsprechender Punkte, wie D, D'und E, E', liegen
in einem Kreise i; denn es ist MD . MD'=MA*=ME .ME'. Auf gleiche
Weise erhellet, dass auch der jedem andern Punkte des i entsprechende
Punkt in i enthalten ist, und daher i sich selbst zum entsprechenden Kreise
hat. Ist F einer der beiden Durchschnitte des ¢ mit k, so coincidirt ' mit
F, und die Gerade MFF' wird eine Tangente des i. Der durch zwei Paare
entsprechender Punkte zu beschreibende Kreis entspricht demnach sich
selbst und schneidet den Kreis k rechtwinklig, sowie umgekehrt jeder
den k rechtwinklig schneidende Kreis sich selbst entspricht.

5) Fir je zwei einander entsprechende Kreise ist M der eine der
beiden Aehnlichkeitspunkte. Dies erhellet am leichtésten in dem Falle,
“wenn M ausserhalb des einen, und damit auch ausserhalb des andern
Kreises liegt (§. 6. ¢.). Denn die zwei alsdann von M an den einen
Kreis zu ziehenden Tangenten miissen, als sich selbst entsprechende
Gerade, auch den andern berithren; folglich u.s.w.
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§- 22. Folgerungen und Zustitze. a. Ist X irgend ein Punkt

des Kreises k und daher ein sich selbst entsprechender, so sind die Drei-

ecke MDX und MXD' einander ihnlich, und es

- verhilt sich deshalb MD:DX=MX:XD'. Dies

I o » j@ p° giebtden bekannten Satz, dass von einem Punkte

U X eines Kreises zum andern das Verhiiltniss

DX: XD' zwischen den Abstiinden des X von zwei

festen Punkten D und D', durch welche ein Durchmesser des Kreises
harmonisch getheilt wird, unveriindert, = MD : MX, bleibt.

Mittelst derselben Figur lisst sich auch der umgekehrte Satz dar-
thun, dass der ebene Ort eines Punktes X, dessen Abstinde von zwei
festen Punkten D und D’ der Ebene in einem gegebenen Verhiiltnisse
==e¢:1 stehen, ein Kreis ist, welcher die Linie DD’ rechtwinklig und har-
monisch schneidet. Denn bestimmt man in der Geraden DD’ den Punkt M
also, dass der Winkel DXM=DD'X wird, so entstehen die zwei einander
dhnlichen Dreiecke MDX und MXD', und es verhilt sich daher

MDMX=MX:MD'=DX:XD'=e:1,
mithin MD : MD'= ee:1, und es ist folglich M eben so, wie D und D', ein
fester Punkt. Deshalb, und weil MX=MD:e=e.MD', ist der Ort von X
ein Kreis, welcher M zum Mittelpunkte hat. Bezeichnen endlich H und J
die Durchschnilte dieses Kreises mit DD', so hat man DH:HD = DJ:JD'
=¢:1, und es sind folglich D, D' und H, J zwei harmonirende Paare
von Punkten.

b. Sowie daher, wenn A, B, C feste Punkte sind, der durch die
Gleichung 2. ABCX=0 bestimmte Ort von X ein Kreis ist (§. 14. a.), so
ist es auch der durch die Gleichung

1 (a) (ABCX)=1
d.i. durch die Proportion AX:XC=AB:BC bestimmte Ort. Bei ersterer
Gieichﬂng sind A, B, € Punkte des Kreises selbst; bei letzterer ist nur B
ein solcher, indem der Proportion Geniige geschicht, wenn B statt X
gesetzt wird, und durch A und € wird ein Durchmesser des Kreises har-
monisch getheilt.

¢. In vorliegender Abhandlung werden, wie schon erinnert worden
(8. 10. d.), alle Linien in absolutem Sinne genommen, so dass zwischen
AB und BA kein Unterschied statt hat. Beriicksichtigt man aber diesen
Unterschied, so kann das vorige (4..X) ebensowohl = —1, als = <1
sein, da ein D.verh#ltniss nach der willkithrlichen' Annahme der von
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emander unabhiingigen Richtungen der vier Geraden, in denen seine

vier Linien begriffen sind, ebensowohl einen negativen, als einen posi-

tiven Exponenten haben kann; und man mauss daher, um beide gleich

mogliche Werthe zusammenzufassen, y
(ABCX)*=1

statt des vorigen (a) schreiben.

Auf solche Weise tritt aber auch hier das schon in §. 13. bemerkte
logarithmische Verhiltniss der Gleichungen mit D.winkeln zu den ent-
sprechenden Gleichungen mit D.verhiiltnissen wieder hervor, indem die
Gleichung, welche mit Hilfe eines D.winkels ausdriickt, dass X irgend
ein Punkt eines Kreises ist, nicht einfach A..X=0, oder =180°, sondern
2. ABCX=0 war.

d. Wird der durch die Gleichung

| (1) (ADBX)=1
bestimmte Ort von X im Raume iiberhaupt genommen, so ist er die
Kugelfliche, welche durch Drehung des durch (1) zugleich ausge-
driickten in der Ebene ADB enthaltenen Kreises um AB als Axe ent-
steht. Eben so sind

(2) (CDAX)=1 und (3) (BDCX)=/
die Gleichungen zweier anderer Kugelflichen, welche die Geraden CA
und BC zu Axen haben und daher die Ebene ABC rechtwinklig schneiden.
Da in jeder von ihnen beiden der Punkt D liegt, so schneiden sie einander
D in einem durch D gehenden die Ebene ABC
/_;Z<\ ¢ rechtwinklig, es sei in I und G, treffenden
E\_A_EJ<-/ Kreise h, von welchen FG ein Durchmes-
ser 1st.

Dieser Kreis wird demnach durch die Gleichungen (2) und (3) in
Verbindung, also auch durch die damit identische Doppelproportion

(h) AX:BX:CX=AD:BD:CD
ausgedriickt; und weil mit (k) auch der Gleichung (1) Geniige geschieht,
so schneiden sich die drei Kugelflichen (1), (2) und (3) in einem und
- demselben Kreise h. ,

e. Weil F und G in A liegen, und sie daher Oerter von X in (h)
sind, so verhalten sich

(4) AF:BF:CF=AG:BG:CG=AD:BD:CD.

Deshalb, und weil F und & zugleich Punkte der Ebene ABC sind, ist

der durch die Gleichung (k) (FAGX)=1
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ausgedriickte Kreis k der Kreis ABC selbst, indem die mit (k) identische
Proportion FX:GX=FA:GA erfiillt wird, nicht nur wenn 4, sondern auch,
wegen (%), wenn B oder C statt X gesetzt-wird. Dabei fallen nach b.
F und G einen Durchmesser des Kreises und theilen ihn harmonisch.

Die Kreise k und & haben daher eine solche Lage gegen einander,
dass ihre Ebenen sich rﬂcﬁtwiﬂkiig schneiden, dass in die Durchschnilislinie
dieser Ebenen zwei Durchmesser der Kreise fallen, und dass der eine dieser
Durchmesser den andern harmonisch theilt. Hiernach kann man, wenn
der eine Kreis k, und von dem andern % der eine seiner beiden Durch-
schnitte F' und G mit der Ebene des k gegeben sind, den Kreis k sofort
construiren, und es muss folglich die ihn ausdriickende Proportion (%),
in welcher A, B, C Punkte des &k, und X, D Punkte des kb sind, giiltig
bleiben, wo auch die Punkte A, B, C in k genommen werden mogen.
Nennen wir daher zwei Kreise, die in der eben beschriebenen gegen-
seitigen Lage sind, zwei conjugirte Kreise, so konnen wir den
Satz aufstellen:

Sind in zwei conjugirten Kreisen, A, B irgend zwei Punkte des einen,
und X, Y irgend zwer Punkie des andern, so verhilt sich

AX:BX=AY:BY*) und es ist daher (AXBY)=1.

§- 23. Die im §. 21. betrachlete specielle gegenseitige Lage zweier
kreisverwandten Figuren gewinnt dadurch ein allgemeineres Interesse,
dass man je zwei kreisverwandte Figuren in jene specielle Lage gegen

einander bringen kann. Man lasse zu dem Ende- die Ebene p' der einen |

Figur mit der Ebene p der andern also zusammenfallen, dass der ne-
gative Sinn in p’ mit dem positiven in p identisch wird, verschiebe so-
- dann p’ auf p, bis N' mit M coincidirt, und drehe zuletzt p’ in sich um M,
bis irgend zwei einander entsprechende Punkte, A und A’, mit M in einer
(eraden und auf einerlei Seite von M liegen. Denn dann werden die-
selbe Lage gegen M auch je zwei andere einander entsprechende Punkte,
B und B', etc. haben, und die mittleren Proportionallinien zwischen MA

und MA', zwischen MB und MEB', etc. werden von gleicher Grosse, die |

man ¢ nenne, sein. Jeder Punkt des in p um M als Mittelpunkt und mit ¢
als Halbmesser beschriebenen Kreises und kein anderer, wird folglich
mit dem ihm entsprechenden Punkte zusammenfallen.

*) Chasles, Traité de géométrie supérieure, art. 795.
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§- 2. In eine andere noch merkwiirdigere Lage konnen wir die
jetzt mit p auf besagte Weise coincidirende Ebene p' gegen p versetzen,
wenn wir sie parallel mit p und ohne Drehung in sich forifiihren, so dass
thr bisher mit M coincidirender C.punkt N’ ein auf p in M errichtetes
Perpendikel von einer Linge =e¢ beschreibt. Am Ende dieser Bewegung,
wo MN'=c geworden, haben MA und N'A’, ebenso wie anfangs, noch
einerlei Richtung. Die Dreiecke AMN' und MN'A’ liegen daher in einer

und derselben auf p und p' normalen Ebene, sind
folglich resp. bei M und N’ rechtwinklig und deshalb
A und wegen der Proportion AM:MN'=MN':N'A’ ein-
ander &hnlich. Mithin ist der Winkel AN'M = MA'N'
, \ =90°— N'MA’, und es schneiden sich daher MA’ und
M N’ N'A rechtwinklig. Aus analogem Grunde schneiden
sich auch MB und N'B, MC und N'C, elc. unter
P 7' rechten Winkeln. Die Durchschnittspunkte selbst, die
man resp. Ay, B, C,, etc. nenne, liegen folglich auf
einer Kugelfliche, von welcher MN' ein Durchmesser isl,

Somit erscheinen die zwei ebenen Figuren ABC... und A'BC...
als die stereographischen Projectionen einer und derselben, das einemal -
aus N, das anderemal aus M betrachteten, sphiirischen Figur A,B,C,..
und man sieht hieraus leicht, wie man mit Anwendung einer Kugeiﬂache
und durch blosses Ziehen gerader Linien zu einem Systeme von Punkten

[ e einer, Ebene p ein ihm in einer andern Ebene p nach dem
Geselz entsprechendes System A', B',..., dass die Dreiecke MAB und
N'B'A, etc. einander dhnlich sind (§. 9.), construiren kann.

Man lege nimlich die zwei Ebenen p und p’ mit ihren Punkten M
und N’ berithrend an eine Kugelfliche, so dass MN' ein Durchmesser
der Kugel wird, projicire hierauf die in p gegebenen Punkte A, B, ...
von N'aus auf die Kugelfliiche, und diese Projectionen A,, B,,...von M aus
auf die Ebene p', und es werden die damit erhaltenen Punkle die ge-
suchten A', B',... sein.

Zugleich entspriugt aus dieser Construction ein neuer Beweis fiir
die Kreisverwandtschaft der beiden Figuren. Denn es ist eine schon von
Plolemius gekannte Eigenschaft der stereographischen Projection, dass
bei ihr jeder Kreis auf der Kugelfliche sich wieder als Kreis projicirt,

so wie umgekehrt jeder Kreis in der Projectionsebene, auf die Kugel-
fliiche projicirt, einen Kreis giebt.
Abhandl. d. K. 8. Ges. d. Wissensch. IV. 40
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Eben so folgt aus einer andern Haupteigenschaft der stereographi-
schen Projection, aus der Aehnlichkeit zwischen den kleinsten Theilen
einer sphirischen Figur und den entsprechenden Theilen in der Pro-
jection, dass, wie schon in §. 5. gezeigt worden, dieselbe Eigenschaft
auch kreisverwandten Figuren zukommen muss.

Da hiernach unter denselben Winkeln, unter welchen sich zwei
Kreise auf der Kugel schneiden, sich auch die projicirten Kreise in der
Ebene begegnen (vergl. §. 14. e.), so ist, wenn einém innerhalb der
Kugelfliche befindlichen Auge die positiven Sinne, nach denen die
Winkel auf dieser Fliche und die Winkel in der die Fliche beriihrenden
Projectionsebene gerechnet werden, identisch erscheinen :

ABC*ADC=AB,C,'A,D,C,.

Wenn man daher eben so, wie ABC*ADC=ABCD war (§. 14. ¢.),
auch den von zwei Kugelkreisen A B,C, und A,D,C, in A, gebildeten
Winkel kurz durch A,B,C,D, ausdriickt, so werden zwischen Ausdriicken
solcher Art bei einem System von Punkten auf einer Kugelfliiche alle die
Relationen statt finden, welche wir in §.13. und §. 14. a. b. d. bei einer
ebenen Figur zwischen D.winkeln erhalten haben. — So werden z. B.,
da durch vier nicht in einer Ebene begriffene Punkte immer eine Kugel-
fliche beschrieben werden kann, von den vier Kreislinien, welche man
durch je drei solcher vier Punkte legen kann, je zwei sich unter den-
selben Winkeln, wie die jedesmal zwei iibrigen schneiden.

§. 25. Eine sphirische Figur und ihre stereographische Projection
haben aber mit kreisverwandten Figuren nicht bloss das gegenseitige
Entsprechen von Kreisen und die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen
gemein, sondern es isf auch, wie bei letztern Figuren, jedes D.verhiltniss
zwischen vier Punkten auf der Kugel dem D.verhilinisse zuischen den stereo-
graphischen Projectionen dieser Punkte gleich.

Der Beweis dieser, wie es scheint, bisher noch nicht bemerkien
Gleichheit lisst sich folgendergestalt fihren. — Wegen der rechten
Winkel bei M und A, (vor. Fig.) ist |

N'A.NA;=MN?*, und eben so N'B.N'B,=MN?,
folglich NA:N'B=N'B,:N'A,.

Deshalb und wegen der Identitit der Winkel AN'B und A,N'B, sind
die Dreiecke AN'B und B,N'A, einander #hnlich; folglich

Sb Sachsische Landesbibliothek - sichsische Akademie der Wissenschaften E
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AB:N'B=BA,:N'A,;, und eben so
CB:N'B=B,C,:NC,; folglich
AB:BC=(A,B,:B,C,):(N'A;:N'C,), und ebenso
AD:DC=(AD,:D,C,):(N'A;:N'C,); folglich
(ABCD)= (A,B,C,D,).
§ 26. Zusttze. a. Mit Hilfe dieser aus dem Begriffe der
stereographischen Projection unmittelbar gefolgerten Gleichheit ent-
sprechender D.verhilinisse in den Figuren AB... und A,B, ... kann sehr

leicht noch die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen und das Ent--

sprechen von Kreisen bei diesen Figuren bewiesen werden.

Denn ist ABC, und daher auch A4,B,C,, ein unendlich kleines Drei-
eck, und sind resp. D und D, zwei endlich von diesen Dreiecken ent-
fernte Punkte, so verhilt sich AD:DC=A,D,:D,C,=1:1; folglich ist
(ABCD)=AB:BC und (A,B,C,D,)=A,B,:B,C,, folglich AB: BC-A,B :B,C;;
und eben so wird bewiesen, dass BC:CA=B,(,:C,A,. Mithin sind ABC
und A, B,C,, d.h. je zwei einander entsprechende unendlich kleine Drei-
ecke, einander #hnlich.

Liegen ferner die Punkte A,, B,, C,, D, der Kugelfliiche in der ge-
nannten Folge in einem Kreise, so ist nach einem Satze des Ptolemiius
AB,.D,C,+AD,.BC =BD,.CA, oder
(A4,B,D,C,) + (A,D,B,C,)=1; folglich auch

(@) (ABDC)=-(ADBGC)=1,
woraus, da der Satz des Ptolemius auch umgekehrt gilt, die Kreislage
der Punkte A, B, C, D fliesst.

b. Der ptolemiische Satz und dessen Umkehrung konnen sehr ein-
fach mit Hiilfe des Satzes in §. 16. bewiesen werden, dass in einem
Dreiecke, dessen Winkel = ABCD, BCAD, CABD sind, die gegeniiber-
liegenden Seiten sich wie AC.BD, BA.CD, CB AD verhalien. Denn liegen
die Punkte A, B, €, D in dieser Folge in einem Kreise, und ist daher

(1) ABCD=180°,
also ein Winkel des Dreiecks =180°, so ist die ihm gegeniiberliegende
Seite der Summe der beiden andern gleich, folglich
(2) BA.CD+CB.AD=AC.BD,
welches der directe Satz ist. Und da umgekehrt aus der Relation (2)
zwischen den Seiten des Dreiecks die Winkelgleichung (1) folgt (§. 16.

Folg. a.), so muss auch der umgekehrte Satz bestehen.
40*
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¢. Der ptolemiische Satz und seine Umkehrung sind fiir die Kreis-
verwandtschaft insofern noch von besonderem Werthe, als ihnen zufolge
diese Verwandtschaft anch dadurch definirt werden kann,
dass jedes D.verhiliniss zwischen je vier Punkten der
einen Ebene dem D.verhiiltnisse zwischen den entsprechen-
den Punkten der andern gleich ist. Denn sind 4, B, C, D vier
in einem Kreise auf einander folgende Punkte, und besteht daher zwi-
schen thnen nach dem directen ptol. Satze die Gleichung (2) oder (), so
. muss nach dieser Definition dieselbe Gleichung auch zwischen 4',..D'
Giiltigkeit haben, und es miissen folglich nach dem umgekehrten Satze
A',..D' in Kreislage sein.

Auf gleiche Art kann, wie hier noch bemerkt werden mag, die
Kreisverwandtschaft auch durch die Gleichheit entspre-
chender D.winkel definirt werden; denn der Satz, dass. wenn
A,..D in einem Kreise liegen, A..D=0, oder =180° ist, gilt ebenfalls
auch umgekehrt.

d. Bei dem vorhin gegebenen Beweise des umgekehrten Satzes
des Ptolemius wurde stillschweigend die Bedingung hinzugedacht, dass
die vier Punkte A,..D in einer Ebene liegen. Es ist aber sehr be-
merkenswerth, dass diese Bedingung gar nicht zugeselzt zu werden braucht,

sondern eine Folge der Gleichung (2) oder («) selbst ist. Denn beschreibt

man durch A, B, €, D, was immer maglich ist, eine Kugelfliiche und
projicirt hierauf diese vier Punkte stereographisch auf eine Ebene nach
A,,..D,, soist nach Obigem (ABDC)=(A.B.DC) und (ADBC)=(AD.BC).
Besteht daher zwischen A,..D die Gleichung («), so wird diese auch
durch die vier Punkte A,,..D, der Ebene erfiillt, und es miissen daher
letztere, wie in b. gezeigt worden, in einem Kreise k, liegen. Es ist aber
dieser Kreis die stereographische Projection des auf der Kugel durch
A, B, C zu beschreibenden Kreises k, und da D, ein Punkt von F, ist,
so muss D in k liegen; folglich u.s.w.

Eben so kann, wenn bei vier Punkten A4, ..D im Raume, ABCD stets |

als abgekiirztér Ausdruck des Winkels ABC*ADC genommen wird, die
Gleichung A.. D=0, oder =180° wie von selbst einleuchtet, nicht
anders bestehen, als wenn A,..D in einer Ebene und darin in einem
Kreise liegen. |
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Rreisverwandtschaft sphiirischer Figuren.

§- 27. Nach §§. 2%. und 25. hat eine sphirische Figur mit ihrer
stereographischen Projection auf eine Ebene alle die Gréssen und Be-
ziehungen gemein, welche zwei ebenen kreisverwandten Figuren ge-
meinschaftlich zukommen. Wir kénnen daher die Kreisverwandtschaft,
die wir bisher auf ebene Figuren beschriinkten, auch auf sphirische aus-
dehnen, indem wir eine ebene Figur und eine sphirische, oder zwei
sphiirische kreisverwandt nennen, wenn jedem Kreise der einen ein
Kreis in der andern entspricht.

Bedeuten demnach ¢ und o' zwei sphirische Figuren, 7 und 7'
thre stereographischen Projectionen auf irgend welche Ebenen, so sind
¢ und 7, ingleichen ¢'und 7', kreisverwandt. Sind es daher noch 7 und ',

so sind es auch ¢ und ¢, und umgekehrt folgt aus der Kreisverwandt-

schaft zwischen ¢ und ¢’ die zwischen 7 und #'. Hieraus kénnen wir in
Verbindung mit den Siitzen in §. 24. und 25. weiter schliessen :

In zwei kreisverwandten sphiirischen Figuren sind
je zwel einander entsprechende D.verhiltnisse, so wie je
zwel dergleichen D.winkel, einander gleich. Denn sind
6 und ¢, also auch = und ', kreisverwandt, so ist jedes D.verhiltniss
in ¢ dem entsprechenden in 7, dieses dem entsprechenden in 7', und
dieses dem entsprechenden in ¢' gleich. Eben so wird der Beweis fiir
entsprechende D.winkel gefiihrt, nur dass ein solcher hier stets in der
am Ende des vor. §. angegebenen Bedeutung genommen wird. Und da
hiernach je zwei Kreise der einen Figur sich unter Winkeln von der-
selben Grisse, wie die entsprechenden Kreise der andern schneiden, so
sind, ebenso wie zwei kreisverwandte ebene Figuren (vergl. §. 14. ¢.),
auch zwei sphirische in ihren kleinsten Theilen einander
dhnlich.

Ist umgekehrt in zwei sphirischen Figuren 6 und ¢ jedes
D.verhdltniss der einen dem entsprechenden der andern
gleich, so sind die Figuren kreisverwandt. Denn unter der
gemachten Voraussetzung ist auch jedes D.verhiltniss in # dem ent-
sprechenden in 7’ gleich ; folglich sind 7 und 7' kreisverwandt (§. 26. ¢.),
folglich auch o und ¢. — Auf gleiche Art folgt die Kreisver-
wandtschaft zwischen o und ¢’ auch aus der Gleichheit je
zweier entsprechender D.winkel.
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§. 28. Ist ein System von Punkten A, B, C, D.... einer
Kugelfliche s gegeben, und sind von den entsprechenden
Punkten einer andern Kugelfliche s irgend drei, etwa
A, B, C, und iberdies die Sinne beider Flichen (folg. §.)
gegeben, so kann man eben so, wie bei ebenen Figuren, zu
jedem vierten Punkte D in s den entsprechenden D' in &'
unzweideutig finden. | y

Sind niémlich P und P irgend zwei Punkte in s und s, Q und Q'
deren Gegenpunkte, so lege man in P und P an s unclé’ zwel beriihrende
: p' . Ebenen p und p', projicire auf p von

5 4 r '3 Q aus die Punkte A, B, €. D nach
7 5 @, b, e, d, und auf p' von Q' aus die

Punkte A, B'. ¢ nach @, b', ¢, und

v bestimme nach §. 19. Zus. b. in p’ den

¢ dem d entsprechenden Punkt d’, indem
man hierbei die Sinne in p und p’ einerlei mit den Sinnen der in p und p’
bei P und P fallenden Elemente von s und s' nimmt. Die Projection des d'
von () aus auf s’ wird alsdann der gesuchte Punkt D' sein.

Auch kann man D' geradezu, wie in §.19. Zus. b., durch Construction
zweier Kreise A'D'C’ und A'D'B’ auf der Fliche s’ erhalten , welche mit
Riicksicht auf die vorausgetzten Sinne in s und s’ den Winkelgleichungen
ABCD =A'B'CD und ACBD = A'C'BD' Geniige thun.

§- 29. Im Bisherigen ist bis auf §§. 24. und 28. bei Winkelbestim-
mungen stets nur der Sinn in einer Ebene, nicht aber der Sinn in einer
Kugelfliiche, in Betracht gekommen. Es ist aber der letztere ein von dem
erstern wehl zu unterscheidender Begriff. Denn eben so. wie ein in
einem Kreise sich nach einem und demselben Sinne bewegender Punkt
von einem Elemente zum andern die Richtung seiner Bewegung indert,
und es deshalb angemessen erscheint, bei dieser Bewegung fiir den Be-
griff, welcher dem Begriffe der Richtung bei einem sich in einer Ge-
raden bewegenden Punkte entspricht, ein anderes Wort Sinn zu ge-
brauchen: so ist auch bei einer Kugelfliiche der Sinn von einem Flichen-
elemente zum andern verschieden, und es sollte eigentlich ein neuer
Ausdruck gewihlt werden, um den Complex dieser verschiedenen Sinne
aller Elemente einer Kugelfliche zu bezeichnen, auf dieselbe Art, wie
das Wort Sinn den Inbegriff der verschiedenen Richtungen aller Ele-
mente eines Kreises darstellt. In Ermangelung eines mir hierzu geeignel
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scheinenden Ausdrucks mag vor der Hand das Wort Sinn aunch in
dieser potenzirten Bedeutung angewendet werden.

Bei einer Kreishewegung ist mit der Richtung, nach welcher ein
Element des Kreises beschrieben wird, die Richtung des niichstfolgen-
den, mit dieser die Richtung des weiterhin folgenden, etc. und damit
der Sinn der Bewegung gegeben. Sind daher A und B zwei einander
unendlich nahe Punkte eines Kreises, so ist durch die Folge AB zugleich
sein Sinn gegeben ; es ist ndmlich derjenige, nach welchem ein den Kreis
beschreibender Punkt, nachdem er durch A gegangen, zuniichst durch B
geht. Ist dagegen AB ein endlicher Bogen des Kreises, so wird durch
die Folge AB ohne weitere Bemerkung der Sinn noch nicht bestimmt,
sondern erst nach Zutritt eines dritten Punktes €, also durch die Folge
ABC, als wonach ein den Kreis beschreibender und dabei von A aus-
gehender Punkt zundchst nach B und dann erst nach € gelangen soll.
Auch kann man, was auf dasselbe hinauskommt, von A aus die Punkte

7 B und C auf eine den Kreis im Gegenpunkte von A
berithrende Gerade nach b und ¢ projiciren und, in-
dem man durch die Folge be die Richtung jedes Ele-
ments dieser Geraden ausgedriickt annimmt, den durch

ABC ausgedriickten Sinn des Kreises als denjenigen
% ity “  definiren, der mit der Richtung des Elements iiber-
einstimmt, welches der Kreis mit der Geraden gemein hat.

Aehnlicherweise lisst sich nun anch der Sinn einer Kugelfliche
bestimmen. Wie beim Kreise, ist auch hier mit dem Sinne irgend eines
Elements der Fliche der Sinn jedes an dasselbe grenzenden Elements,
hiermit der Sinn jedes weiterhin folgenden Elements, und solchergestalt
der Sinn der Fliche selbst gegeben, so dass, wenn A, B, C drei ein-
ander unendlich nahe Punkte der Fliche und daher in einem Elemente
derselben begriffen sind, die jedoch nicht in einem Kreise von endlicher
Grosse liegen diirfen, durch eine ihrer Combipationen , wie ABC, der
Sinn der Kugelfliiche bestimmt ist. Sind aber nicht alle drei Punkte ein-
ander unendlich nahe, so wird durch ABC zwar der Sinn des endlichen
Kugelkreises, in dem sie enthalten sind, ohne Weiteres aber noch nicht
der Sinn der Fliche selbst bestimmt. Dieses geschieht erst durch Hinzu-
fiigung eines vierten Punktes D der Fliche, welcher mit den drei erstern
nicht in einem Kreise liegt.
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Um nun den durch irgend eme Aufeinanderfolge aller vier Punkte,
etwa durch ABCD, ausgedriickten Sinn der Fliche sich zur Anschauung
zu bringen, lege man auf analoge Art, wie beim Kreise, durch den
Gegenpunkt von A, welcher A, heisse, eine die Kugel beriihrende Ebene,
projicire auf diese von A aus die Punkte B, €, D nach b, ¢, d und nehme
als Sinn des Elements, welches die Kugelfliiche mit der Berithrungsebene
gemein hat, den durch die Folge bed bestimmten Sinn der Ebene. Denn
somit ist, wie schon erinnert worden, der Sinn auch fiir jedes andere
Element, so wie der Sinn der Fliche selbst bestimmt.

Wir wollen hiernach, wenn bei einer Lage der Kugel, in welcher
A ihr oberster und A, ihr unterster Punkt ist, die Kreisbewegung bed,
also auch die BCD, nach der Rechten geht, den durch ABCD ausge-
driickten Sinn der Kugelfliiche einen Sinn nach der Rechten nennen. Es
leuchtet aber em, dass alsdann auch bei einer solchen Lage der Kugel,
in welcher die Richtung von A nach B von oben nach unten geht, die
Kreisbewegung BCD nach rechts, und die Richtung €D, wenn sie nach
vorn liegt, nach rechts gehend erscheinen wird; und es lisst sich daher
der nach rechts (links) gehende Sinn auch dadurch definiren, dass, wenn
A oben, Bunten und €D vorn liegt, die Linie CD nach der Rechten (Linken
gerichtet ist.

§- 30. Untersuchen wir noch, bei welchen Vertinderungen der Auf-
emanderfolge der vier Buchstaben der durch ABCD ausgedriickte Sinn
einer Kugelfliche sich in den entgegengesetzten verwandelt.

Weil die Folgen ¢bd und bde den entgegengesetzten Sinn der Folge
bed ausdriicken, so wird auch jeder der Sinne ACBD und ABDC dem
ABCD entgegengesetzt sein. |

Man sieht ferner ohne Miihe, dass, wenn bei nach unten gerichteter
Linie AB die €D nach rechts gehend erscheint, dieselbe CD bei nach
unten gerichteter BA nach links gerichtet sich zeigen wird, und dass
daher die Sinne ABCD und BACD einander entgegengeselzt sind.

Werden demnach im Ausdrucke des Sinnes einer Kugelfliiche durch
die Folge von vier Punkten der Fliche die zwei ersten, oder, wie wir
vorhin sahen, die zwei mittlern, oder die zwei letzten Punkte gegen-
seitig vertauscht, so verwandelt sich damit der Sinn in den entgegen-
gesetzten. Durch fortgesetzte Vertauschung je zweier nichstfolgenden
Buchstaben des Ausdrucks ABCD kénnen aber alle iibrigen 23 aus 4,..D
zu bildenden Permutationen erhalten werden, und man wird somit in
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den Stand gesetzt, diejenigen unter ihnen, welche mit ABCD einerlei
Sinn ausdriicken, und deren es eilf giebt, von den iibrigen zwolf, welche
den entgegengeselzten Sinn darstellen, abzusondern. Man erhilt auf
solche Weise dieselben zwei Gruppen, die ich in meinem baryc. Calcul
S. 23 aufgestellt habe.

§. 31. Ist zu einem System von Punkten auf einer Kugelfliche s,
ein kreisverwandtes System A, B, C, D, E, ... auf einer andern Kugel-
fliche s construirt worden, und dieses also, dass man, A, B, € will-
kithrlich annehmend, jeden der iibrigen Punkte D, K, ... durch Ueber-
tragung gewisser Winkel von s, auf s bestimmt hat (§. 28. zu Ende): so
kann man, eben so wie in § 20. bei ebenen Figuren, von denselben
A, B, C ausgehend, fiir die iibrigen Punkte von den vorigen D, K, ...
verschiedene Oerter D', E', ... finden, indem man bei dieser zweiten
Construction die Winkel auf s nach einem dem vorigen entgegengeselzten
Sinne rechnet. Man erhilt somit die zwei einander kreisverwandten

Figuren ABCDE ... und ABCD'E'... auf derselben Kugelfliche s, von

denen die eine durch die andere unzweideutig bestimmt wird.

Um die gegenseitigen Beziehungen dieser zwei Figuren, welche
man ¢ und ¢ nenne, niher zu untersuchen, projicire man sie von einem
beliebigen Punkte O der Kugelfliiche aus auf eine die Fliche im Gegen-
punkte von O berithrende Ebene und bezeichne diese Projectionen mit
7 und 7', die, weil 6 und ¢ einander kreisverwandt sind, es gleichfalls
sein werden (§. 27.). Da ferner den Punkten A, B, C in ¢ dieselben
Punkte in ¢ entsprechen, so werden auch die Projectionen von A, B, (,
als Punkte in n, sich selbst zu entsprechenden in =" haben, und die Fi-
guren 7 und o' werden daher in derselben Beziehung, wie die in §. 21.
betrachteten, zu einander stehen. Jeder der Punkte, welcher mit den
Projectionen von A, B, € in einem Kreise liegt, und kein anderer Punkt
der Ebene, wird hiernach sich selbst entsprechen; das Entsprechen
iiberhaupt wird ein involutorisches sein; u.s.w. Wegen der Kreisver-
wandtschaft zwischen =, @', 6, ¢ miissen aber alle diese Beziehungen
zwischen = und 7’ auch zwischen ¢ und ¢ statt haben, und wir schliessen
somit auf nachstehende Eigenschaften zweier in derselben Kugelfliche
begriffenen kreisverwandten Figuren, welche drei Punkte A, B, C, als
sich selbst entsprechend, gemein haben:

1) Ausser A, B, C entspricht auch noch jeder andere Punkt sich
selbst, welcher mit diesen dreien in einem Kreise k liegt. Je zwei
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andere einander entsprechende Punkte der Kugelfliche liegen auf ver-
schiedenen Seiten dieses k.

2) Die zwel Figuren sind in Involution.

3) Je zwei Paare entsprechender Punkte liegen in einem Kreise.
Ein solcher Kreis entspricht sich selbst und schneidet den Kreis k recht-
winklig. Umgekehrt entsprechen sich alle Punkte eines den k rechtwinklig
schneidenden Kreises paarweise, und somit der Kreis sich selbst.

Weitere Folgerungen. 4) Sei D einer der beiden Pole des k,
so entspricht jeder durch D gelegte Hauptkreis sich selbst, weil er den k
rechtwinklig schneidet; er enthiilt mithin auch den dem D entsprechenden
und nach 1) von D verschiedenen Punkt D'. Da nun alle durch D ge-
legten Hauptkreise sich im Gegenpunkte von D schneiden, so ist )’ mit
diesem Gegenpunkte identisch, und es sind daher die Pole des k zwei
einander entsprechende Punkte.

5) Wenn zwei in derselben Ebene enthaltene Systeme von Punkten
in Involution sind, so fallen ihre C.punkte zusammen. Denn entspricht
dem unendlich entfernten Punkte U der Ebene, als einem Punkte des
zweiten Systems, der Punkt M im ersten, so entspricht auch dem U, als
einem Punkte des ersten Systems, der Punkt M im zweiten.

Diesem Satze gemiiss hat ein System von Punkten, welche in einem
durch die Pole D und I’ gehenden Hauptkreise oder Meridiane begriffen
sind, mit dem ithm entsprechenden und daher in demselben Meridiane,
also mit dem vorigen in einerlei Ebene enthaltenen Systeme einen ge-
meinsamen C.punkt M, den wir jetzt zu bestimmen suchen wollen.

S 6) Heissen F und G die Durchschnitte des in Be-
tracht gezogenen Meridians mit dem Kreise k, so ist,
weil jeder dieser zwei Punkte nach 1) sich selbst ent-

‘- :, 2 spricht, das Dreieck MFG dem MGF ihnlich (§. 9.),
sh/IN 5\ folglich MFG ein gleichschenkliges Dreieck, und M ein
Punkt der Axe DD

X" Die Bestimmung von M in DD’ ist aber zweideutig,
/M - jenachdem man némlich die gleichnamigen Sinne der

zwel in derselben Ebene einander entsprechenden Systeme entweder
einerlei, oder einander entgegengese(zt annimmt, und wonach zu jedem
Punkte X der Meridianebene der entsprechende X' so zu bestimmen ist,
dass die Dreiecke MFX und M X'F einander #huolich und entweder stets

einerlei, oder stets verschiedenen Sinnes werden (§.9.), X' selbst aber
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nur dann unzweideutig sich ergiebt, wenn, wie gegenwirtig, X, und
damit auch X', ein Punkt des Meridians ist. |

7) Nun sind die Sinne der Dreiecke MFG und MGF stets einander
entgegengesetzt, wo auch M in der Axe DI’ liegen mag, den einzigen
Fall ausgenommen, wenn M der Durchschnitt T von DD' mit FG ist, da
‘durch drei in einer Geraden liegende Punkte T, F, G ein Sinn der Ebene
nicht ausgedriickt wird. Bei der ersten der zwei vorhin gemachten An-
nahmen, dass nimlich die Sinne der Dreiecke MFX und MX'F stels
einerlei sein sollen, muss folglich M mit T' coincidiren.

8) Bei der zweiten der vorigen Annahmen sind dieselben einander
ihnlichen Dreiecke entgegengesetzten Sinnes, folglich der Winkel FMX'
= —XMF=FMX, folglich XMX'= 0, und es liegen daher X und X'
mit M in einer Geraden. Ist aber X ein dem I unendlich naher Punkt
des Meridians, so ist, weil I sich selbst entspricht, auch X' ein solcher,
und die Gerade XX wird eine Tangente des Meridians. Der Ort von M
fiir die zweite Annahme, welcher S heisse, ist folglich der Durchschnitt
der in I an den Meridian gelegten Tangente mit DD'. g

9) Die Punkte T und S kann man auch als den Mittelpunkt des
Kreises k& und als die Spitze der die Kugelfliche in demselben Kreise
beriihrenden Kegelfliiche definiren, und es erhellet aus dem Voran-
stehenden, wie man mittelst des einen oder des andern dieser zwei
Punkte fiir jeden Punkt X eines jeden Meridians, d.i. fiir jeden Punkt X
der Kugelfliiche, den entsprechenden X' leicht finden kann. — Mit Hiilfe
von T geschieht dieses, wenn man, wegen der Aehnlichkeit und der
Gleichsinnigkeit der Dreiecke TDX und TX'D', in der Meridianebene des X
den Winkel D'TX' =XTD macht, oder, was auf dasselbe hinauskommt,
wenn man den zweiten Durchschnitt X° von XT' mit der Kugelfliiche be-
stimmt und im Hauptkreise DX den Bogen DX = X'D macht. Und den-
selben Punkt X' erhidlt man mittelst S noch einfacher als zweiten Durch-
schnitt von SX mit der Kugelfliiche.

10) Liegen die Punkte X, Y, ... der Kugelfliche in einem Kreise,
'so sind auch X', ¥, ... in einem solchen enthalten, wegen der Kreis-
verwandtschaft beider Systeme; und da zu Folge der eben gemachten
Construction X' und X', und eben so Y und Y”, etc. gegen die Axe DD’
eine symmetrische Lage haben, so liegen X', Y, ... in einem dem X'Y'...
gleichen Kreise. Bezeichnen wir daher die drei Systeme, zu denen die
Punkte X, X', X" gehoren, resp. mit o, ¢', 6", so sind, ebenso wie
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¢ und ¢, auch ¢ und 6" kreisverwandt, und iiberdies auch in Involution,
da dem X', als einem Punkte des 6, der Punkt X in 6" entspricht.

11) Fiir die zwei Systeme ¢ und ¢ sind T und S gleichfalls die
beiden C.punkte, jedoch mit Vertauschung ihrer vorigen Rollen. Denn
bedeuten X, Y zwei Punkte eines Meridiankreises, so sind in dessen
Ebene die Dreiecke TXY und TY'X" einander #hnlich und verschiedenen
Sinnes, dagegen die Dreiecke SXY und SY'X" einander ihnlich und
einerlei Sinnes. Auch unterscheidet sich die Verwandtschaft zwischen
¢ und ¢ von der zwischen ¢ und ¢’ noch dadurch, dass in jedem Me-
ridiane bei letzterer von gewissen zwei Punkten (F und G) ein jeder sich
selbst entspricht, bei ersterer aber es keinen sich selbst entsprechenden
Punkt giebt.

Dass iibrigens durch T und S der Durchmesser DD’ harmonisch
getheilt wird, ist ohne Weiteres einleuchtend, und ich setze nur noch
hinzu, dass, sowie S die Spitze einer die Kugel in einem Kreise, dessen
Mittelpunkt T, berithrenden Kegelfliiche ist, T' als die Spitze einer imagi-
niren Kegelfliche angesehen werden kann, welche die Kugel in einem
imaginiiren Kreise, dessen Mittelpunkt S ist, beriihrt, und dass die Summe
der Quadrate der Halbmesser beider Kreise = — ST? ist.

12) Projicirt man, sei es von S, oder von T aus, als Centrum, einen
Kugelkreis auf die Kugelfliche selbst, so erhilt man nach 9) wiederum
emen Kreis. Dies giebt, weil nach der verschiedenen Annahme des
Kreises k der Punkt S jeder beliebige ausserhalb, und der Punkt T jeder
beliebige innerhalb der Kugelfliche sein kann, den bemerkenswerthen
Satz: Ist von den zwei Schnitten einer Kegelfliche mit einer Kugelfliche der
eine ein Kreis, so ist es auch der andere.

Man kann hieraus noch folgern, dass, wenn durch zwei Kreise, deren
Ebenen micht parallel sind, eine Kegelfliche beschrieben werden kann, sie
auch in emer Kugelfliche liegen, und umgekehrt.

Rreisverwandtschaft zwischen Figuren im Raume ﬁberhaupt.

§- 32. Unter der Annahme, dass die Kreisverwandtschaft auch auf
den Raum von drei Dimensionen ausgedehnt werden kann, so dass,
wenn bei zwei solchen Riiumen irgend vier Punkte des einen in einem
Kreise liegen, immer auch die vier entsprechenden des andern in einem
Kreise begriffen sind, konnen wir, ohne noch die Realitit dieser An-
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nahme erwiesen zu haben, mit Hiilfe der im Vorigen fiir kreisverwandle
sphiirische Figuren gefundenen Eigenschaften auf nachstehende Eigen-
schaften der Kreisverwandtschaft im Raume schliessen.

1) Liegen fiinf Punkte A, B, C, D, E des einen Raumes r in einer
Kugelfliiche e, so lisst sich auch durch die entsprechenden fiinf Punkte
A',...E' des andern r' eine Kugelfliche beschreiben, und es ent-
spricht daher jeder Kugelfliche des einen Raums eine
Kugelfliche im andern.

Beweis. Man beschreibe die Kreise ABC und ADE , die sich, als
zwel in ¢ enthaltene Kreise, ausser in A noch in einem zweiten Punkte I
dieser Fliiche schneiden werden. Unter der gemachten Annahme werden
mithin auch A, B, €', F' und A, D', E', F' in Kreisen liegen. Be-
schreibt man daher durch A, B', €', D' eine Kugelfliiche, so liegt in
dieser auch F', ndmlich als Punkt des Kreises A'B'C’; in derselben
Fliche liegt folglich auch der Kreis A'D'F', mithin auch der Punkt E',
als ein Punkt des letztern Kreises.

2) Da hiernach der durch irgend vier Punkte in r zu beschreiben-
den Kugelfliiche die durch die entsprechenden vier Punkte in » be-
stimmte Kugelfliche nach dem Gesetze der Kreisverwandtschaft ent-
spricht, so ist nach §. 27. jedes zwischen vier Punkten des einen Raums
stattfindende D.verhltniss dem von den entsprechenden vier im andern
Raume gebildeten gleich. Und dasselbe gilt auch von D.winkeln, wenn
diese in derselben Bedeutung wie auf Kugelfliichen (ebds.) genommen
werden; d. h. je zweien sich in zwei Punkten schneidenden Kreisen des
Raumes r entsprechen in » zwei Kreise, welche sich in zwei Punkten
unter denselben Winkeln wie erstere schneiden. _

3) Wenn A, B, C, also auch, wenigstens im Allgemeinen, A, B', €
einander unendlich nahe liegen, so sind die Dreiecke ABC und A'B'C
einander #hnlich, da sie als Elemente zweier kreisverwandten Kugel-
flichen angesehen werden konnen (§. 27.). Mithin sind auch je zwei
entsprechende nach allen Dimensionen unendlich kleime Tetraeder ein-

ander #hnlich, indem die vier das eine begrenzenden Dreiecke den ent- -

sprechenden vier Dreiecken des andern &hnlich sind. Ueberhaupt also
sind je zwei kreisverwandte riumliche Figuren, ebenso wie ebene und
sphirische, in ihren kleinsten Theilen einander dhnlich.

&) Hieraus folgt noch, dass die Winkel, unter denen sich m dem
einen Raume zwei Kreise, — wenn auch nur in einem Punkte —, oder
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ein Kreis und eine Kugelfliche, oder zwei Kugelflichen schneiden, den
Winkeln gleich sind, unter denen sich die entsprechenden Kreise und
Kugelflichen im andern Raume schneiden.

§. 33. Die in §. 3. in Bezug auf kreisverwandte ebene Figuren ge-
machten Schliisse gelten, wie man leicht wahrnimmt, unveriindert auch bei
rdumlichen Figuren, und es miissen daher, wenn die Kreisverwandtschaft
mit der Aehnlichkeit nicht zusammenfallen soll. gewissen zwei endlich
entfernten Punkten in 7 und +' — den C.punkten M und V' dieser Riiume —
zwei unendlich entfernte M'und N in ' und r nach unbestimmt blei-
benden Richtungen entsprechen.

Hiernach entspricht der Kugelfliche MABN die Kugelfliche M A'B'N,
d. 1. jeder durch M gelegten Ebene eine durch N’ gehende Ebene, und
ebenso jeder Geraden durch M eine Gerade durch N'. und umgekehrt ;
wobei zugleich einleuchtet, dass von je zwei durch M und N’ geleglen
einander entsprechenden Ebenen die C.punkte, die ihnen fiir sich, als
Ebenen, deren Punkte in kreisverwandter Beziehung stehen, zukommen,
mit den C.punkten M und N’ der beiden Riume identisch sind.

In Verbindung mit §. 9. folgt hieraus, dass fiir je zwei Paare ent-
sprechender Punkte in r und »', wie Aund A, Bund B, die Dreiecke
MAB und N'B'A’ einander ihnlich sind, dass mithin, wie bei zwei
ebenen kreisverwandten Systemen von Punkten, so auch bei zwei riium-
lichen je zwei der Linien N'A’, .N'B, N'C, ... Winkel von derselben
Grosse mit einander bilden, wie die entsprechenden unter den Linien
MA, MB, MC, ..., und dass erstere Linien den letztern umgekehrt pro-
portional sind.

§- 34 Soll daher zu einem Systeme von Punkten A4, B, €. ... im
Raume r ein ihm kreisverwandtes System in ' construirt werden. und
werden dabei noch die C.punkte M und N’ beider Riume als gegeben
vorausgeselzt, so ziehe man durch N' gerade Linien o, b', ¢ ... nach
solchen Richtungen, dass das System ', ¥, ¢,... dem von den Rich-
tungen MA, MB, MC, ... gebildeten gleich wird, dass also das eine
System entweder geradezu oder nach Verwandlung seiner Richtungen
in die entgegengesetzten, mit dem andern zur Deckung gebracht werden
kann. Man nehme hierauf A’ in o’ willkiihrlich und bestimme dann B’
in b', €' in ¢, etc. dergestalt, dass, auch hinsichtlich der durch die Rich-

tungen bestimmten Vorzeichen, sich
NB:NA=MA:MB, NC:NA'=MA:MC, etc. verhilt,
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Dass nun das auf solche Weise erhaltene System A', B, €, ... dem
gEgebenen'A, B, C,... in der That kreisverwandt ist, lisst sich auf nach-
stehende Weise darthun. — In Folge der Construction sind die Dreiecke
NBA, NCB, ND'C', NAD resp. denDreiecken MAB, MBC, MCD, MDA
dhnlich. Hieraus fliesst eben so, wie in §. 10. d., die Gleichheit der D.ver-
hiltnisse (ABCD) und (A'B'C'D'), d.i. die Gleichheit je zweier D.verhilt-
nisse zwischen entsprechenden Punkten. Liegen daher die Punkte
A, B, G, D in dieser Folge in einem Kreise, und ist mithin

(ABDC)+(ADBC)=1 (§. 26. a.),
so besteht dieselbe Gleichung auch zwischen A', B, €', D', woraus wir
schliessen (§. 26. d.), dass, wie es die Kreisverwandtschaft erfordert,
auch letztere vier Punkte in der genannten Folge in einem Kreise enl-
halten sind.

§. 35. Zusidtze. a. Wie man sieht, ist hierdurch zugleich die
Realitit der Kreisverwandtschaft im Raume bewiesen (§. 32.), sowie
auch der den Sitzen in §. 26. ¢. und §. 27. analoge Satz, dass die
Kreisverwandtschaft im Raume durch die Gleichheit ent-
sprechender D.verhédltnisse definirt werden kann.

Da ferner bei zwei Systemen, deren jedes aus vier nicht in einer
Ebene liegenden Punkien besteht, durch die vier Punkte eines jeden
sich eme Kugelfliche beschreiben lisst, und aus der Gleichheit ent-
sprechender D.winkel in beiden Systemen auf die Kreisverwandtschafl
(§- 27.) und damit auf die Gleichheit der D.verhiltnisse beider Systeme

geschlossen werden kano, so muss die im Friiheren fiir ebene und

sphirische Figuren erwiesene Definition der Kreisverwandt-
schaft durch Gleichheit entsprechender D.winkel auch
fiir rdumliche Figuren Geltung haben.

b. Bei der im vor. §. ausgefiihrten Construction bleiben folgende
Stiicke des Systems in »' der Willkithr tiberlassen: I. der Ort von A’;
II. die durch N'A’ zu legende Ebene, in welcher B’ enthalten sein soll;
III. die Seite von N'A'in dieser Ebene, auf welcher B’, und IV. die Seite
dieser Ebene selbst, auf welcher €' liegen soll. Nachdem man aber die
Wahl iiber diese vier Sticke getroffen hat, ist das System in ' voll-
kommen bestimmt. Denn mit den drei ersten Stiicken und dem Winkel
AMB, welchem der Winkel A'N'B’ gleich ist, ist die Richtung N'B’ be-
stimmt, und mit dieser Richtung ist es der Ort von B’ durch die Pro-




576 A. F. Mimws,

portion MB:MA=N'A":N'B'. Mit dem vierten Stiicke und den Winkeln
AMC und BMC ergiebt sich hierauf die Richtung von N'C', indem der
von N'A, N'B, N'C' gebildete kirperliche Winkel dem von MA, MB, MC
gebildeten gleich sein muss; die Linge von N'C’ aber folgt aus einer
der vorigen analogen Proportion. Eben so, wie (', lisst sich dann auch
jeder der ibrigen Punkte, z. B. D', unzweideutig finden, da, jenachdem
C und D auf einerlei oder verschiedenen Seiten der Ebene MAB sind,
auch €' und D’ auf einerlei oder verschiedenen Seiten der Ebene N'A'B'
liegen miissen, und somit die Seite letzterer Ebene, auf welcher I’ liegt,
bestimmt ist.

¢. Sind in 7’ ausser dem C.punkte N' noch die Stiicke I. und II.,
d. 1. der Punkt A" und die Ebene N'A'B’, nicht aber auch die Bestim-
mungen III. und IV. gegeben, so kann man in #' vier verschiedene Sy-
steme construiren, deren jedes mit dem gegebenen in r kreisverwandt
ist. Denn den Punkt B’ kann man in der Ebene N'A'B’' sowohl rechter,
als linker Hand von der Geraden N'A’, und den Punkt €' sowohl vor.
als hinter derselben Ebene annehmen,

§. 36. Es ist nicht schwer, bei der in §. 34. gezeigten Construction
eines einem gegebenen Systeme kreisverwandten Systems die zu treffen-
den Abinderungen anzugeben, wenn nicht mehr die C.punkte des einen
und des andern unter die gegebenen Stiicke gehdren, oder, was auf
dasselbe hinauskommt, wenn die den gegebenen Punkten M und N' ent-
sprechenden Punkte M"und N endlich entfernt liegen, und daher jetzt
noch gegeben sein miissen, da sie auch vorher in ihrer unendlichen Ent-
fernung als zwei gegebene Punkte zu betrachten waren.

Um diese allgemeinere Aufgabe zu losen, construire man zuniichst
ein System von Kreisen M'A'N', M'B'N', M'C'N', etc., von denen sich je
zwei in M und N' unter denselben Winkeln, wie die zwei entsprechen-
den unter den Kreisen MAN, MBN, MCN, etc. in M und N, schneiden.
Zu dem Ende lege man an letztere Kreise in M die geradlinigen Tan-
genten a, b, ¢, ... und bestimme die positive Richtung einer jeden iiber-
einstimmend mit der Richtung, welche das Element des von ihr be-
rithrien Kreises in M, gemiss dem durch die Aufeinanderfolge der drei

Buchstaben (MAN, etc.) ausgedriickten Sinne des Kreises, hat. Man con-

struire hierauf, wie in §. 34., ein dem Systeme der sich in M schneidenden
Richtungen a, b, ¢,... gleiches System durch den Punkt M' gehender
Richtungen o', ', ¢, ... Das System von Kreisen, welche, durch M'und N'
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gehend, in M'die a', b', ¢,... berithren und somit vollkommen bestimmt
sind, — dieses System wird, wenn man noch die Sinne der Kreise
iibereinstimmend mit den Richtungen ihrer Tangenten @', b', ¢,... in M’
annimmt, das verlangte sein.

Weil die Sinne letzterer Kreise auch durch die Folgen MA'N',
M'B'N', etc. ausgedriickt werden, so ist mit dem Sinne eines jeden
zugleich noch bestimmt, auf welcher Seile der gemeinschaftlichen
Sehne M'N' im ersten der Punkt A', im zweiten der Punkt B, u.s.w.
liegen muss.

Der Punkt A’ kann im ersten Kreise auf der ihm zugehorigen Seite

der Sehne M'N’ beliebig genommen werden. Wird alsdann das Verhaltniss™

MA MA

AN AN %
gesetzt, so hat man zufolge der auch im Raume statt findenden Gleich-
heit der D.verhiltnisse zwischen entsprechenden Punkten : '

M'B MB M'C MC
TN =% N’ TN «. n et

Hiermit aber lassen sich die Punkte B’, C',..., da noch die Seiten
von M'N' bekannt sind, auf welchen sie in ihren Kreisen M B'N', ete.
liegen miissen, unzweideutig finden, und die vorgeselzte Aufgabe ist
daher gelost. |

§. 37. Zahlen wir noch, wie in §. 35. b., die Stiicke auf, welche
bei der eben gemachten Construction nach Willkithr bestimmt werden
konnen. Sie sind, wenn wir von dem Systeme in ' gar nichts als ge-
geben voraussetzen: |

I. die Punkte M, N' und A, wodurch zugleich der Kreis M'A'N,
die ihn in M’ beriihrende Gerade @', und durch die letztgenannte Folge
der drei Punkte die positive Richtung von a' gegeben sind;

[I. die durch a' gehende Ebene, in welcher b liegen soll, oder die
Ebene a't’. Weil ¢ und b’ die Kreise M'A'N' und M'B'N' in M’ be-
riihren, so berithrt diese Ebene die Kugelfliche M'A'N'B’, welche
s heisse, in M'. Der Mittelpunkt von s ist der gegenseitige Durchschnitt
der Axe des Kreises M'A'N' und des in M' auf der Ebene a'b’ errichteten
Perpendikels; denn beide Linien sind Axen von s'. Hiernach ist mit dem
Kreise M'A'N' und der Ebene a'b’ zugleich s gegeben, und es kann
daher als zweites Stiick statt der Ebene a'b’ auch die Kugelfliche s’ ge-

nommen werden ;
Abhandl. d. K. 8. Ges. d.Wissensch. 1V. 41
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I1l. die Seite von a' in der Ebene a'b’, auf welche der positive Theil der
' Richtung b’ fallen soll, oder — weil der von
- M'"durch B bis N' gehende Kreisbogen und
der positive Theil seiner Tangente b auf
einerlei Seite der Ebene M'A’'N'a’ fallen —
die Bestimmung, in welchem der zwei Theile
der durch den Kreis MA'N' getheilten Kugel-
fliiche s’ der Punkt B’ liegen soll;

[V. die Seite der Ebene a'b’, auf welche der positive Theil der
Richtung ¢ fallen soll, die Bestimmung also, ob dieser Theil bei seinem
Ausgange von M’ zuniichst in. die von a'b’ in M' heriihrte Kugel s' ein-
dringen soll, oder nicht, oder — weil bei statt findendem Eindringen,
und nur dann, der von M’ durch €' bis N' gehende Bogen im Innern
von § begriffen ist — die Bestimmung, ob C'innerhalb, oder ausserhalb
der Kugelfliche s liegen soll. |

§. 38. Zusitze und Folgerungen. a. Dass die unter 1. bisIV.
aufgezihlten Stiicke nach Willkiihr angenommen werden kénnen, so dass
nicht mittelst einiger derselben die iibrigen in Folge der kreisverwandt-
schaftlichen Beziehungen zwischen beiden Figuren sich finden lassen.
dies ist mit Riicksicht auf dasjenige, was bereits in §. 34. und §. 35. b.
iiber die Construction des einem gegebenen Systeme in einem Punkte
sich schneidender Richtungen gleichen Systems bemerkt worden, ohne
Weileres einleuchtend. Soll daher zu einem gegebenen Systeme im
Raume ein kreisverwandles construirt werden, und sind fiir irgend drei
Punkte M, N, A des erstern die ihnen entsprechenden M', N', A" des
letztern gegeben, so reichen diese noch nicht hin um zu den iibrigen
Punkten des erstern die entsprechenden des letztern zu finden. Wollte
man dagegen die irgend vier Punkten des erstern Systems entsprechen-
den Punkte des letztern willkiithrlich gegeben sein lassen, so wiiren der
gegebenen Stiicke zu viel, da zwischen diesen vier Punklen sich D.ver-
hiiltnisse und D.winkel bilden, welche denlﬁntsprechenden im erstern
Systeme gleich sein miissen. Wohl aber kann man alle auf M, N', 4’ fol-
genden Punkte B', €, ... des zweilen Systems unzweideutig finden, wenn
nichst jenen drei Punkten noch eine durch sie gehende Kugelfliiche ',
die einer gewissen durch M, N, A gehenden, etwa der noch den Punkt B
enthaltenden, Kagelfliche s entspricht, und ausserdem noch die zwei
bloss Lagenverhiltnisse betreffenden Stiicke IlI. und IV. gegeben sind.
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b. Sind nicht zugleich letztere zwei Stiicke, sondern bloss die drei
Punkte M', N, A" und die Kugelfliiche s’ gegeben, so lassen sich damit
dhnlicherweise; wie in §. 35. c., vier verschiedene Systeme construiren.
Bezeichnet man niémlich die der s entsprechende Kugelfliche MANB mil
s, die zwei Theile, in welche die Fliche s (s') durch den Kreis MNA (M'N'A’)
getheilt wird, mit ¢ und £ (¢ und #), die von s und s’ eingeschlossenen
Riéiume mit y und #, die ausserhalb s und s’ befindlichen Ridume mit
0 und ¢', so kann man den Punkten in @ und # entweder die Punkte in
« und &, oder die in £ und ¢, und dabei jedesmal den Punkten in y und 0
entweder die Punkte in ' und o', oder die in ¢"und y entsprechend setzen.

¢. Zu einem gegebenen Systeme von Punkten im Raume lassen
sich daher immer noch drei andere ihm kreisverwandte construiren, der-
gestalt, dass erstens drei gewisse Punkte M, N, A des Systems mit den
ihnen in jedem der drei andern Systeme entsprechenden Punkten identisch
sind, und damit auch jeder andere Punkt des Kreises.MNA, welcher
k heisse, mit den drei ihm entsprechenden zusammenfillt, und dass
zweitens eine gewisse durch M, N, A gehende Kugelfliiche s in jedem
der drei andern Systeme sich selbst zur entsprec.henden hat. Den vor-
hin mit &, 8, 7, ¢ bezeichneten Flichen und Riumen des gegebenen Sy-
stems konnen némlich in dem zu construirenden

entweder g, «, y, d, oder @, «, d, y, oder «, 8, 0, y
entsprechend gesetzt werden.

Eme nihere mit keiner Schwierigkeit verbundene Untersuchung
dieser drei Fille, wobei ich von der Betrachtung in §. 31. ausging, hat
mich za nachstehenden Resultaten gefiihrt.

Das gegenseitige Entsprechen der Punkte ist in jedem der drei Fiille
ein involutorisches. Die zwei Systeme haben daher stets einen gemein-
schaftlichen C.punkt (vergl. §. 31. 5)). Bezeichnen wir diésen mit O
und einen beliebigen Punkt des Kreises k mit E, so ist in jedem der
drei Fille fir je zwei einander entsprechende Punkte X und X'

0X.0X = 0F*.

Im ersten Falle ist O die Spitze des Kegels, welcher die Kugel s

im Kreise k beriihrt; X und X' liegen mit g in einer Geraden und auf
einerlei Seite von O,

Im zweilen Falle ist O der Mittelpunkt des Kreises k, und der
Winkel XOX' wird von der Ebene dieses Kreises rechtwinklig halbirt.
41*
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Im dritten Falle ist O der Mittelpunkt der Kugel s; X und X'aber lie-
gen, wie im ersten, mit O in einer Geraden und auf einerlei Seite von 0.

d. Zwei kreisverwandte Systeme A, B, C,... und A, B, C,...
im Raume konnen immer in eine solche Lage gegen einander gebracht
werden, dass erstens die C.punkte beider in einem Punkte O zusammen-
fallen, und somit die Producte OA.OA', OB. OB, 0C.0C', etc. von
gleicher Grisse sind, die man =¢° setze; und dass zweitens von zwei
Paaren entsprechender Punkte A und A', B und B’ die zwei Punkte eines
jeden mit O in einer Geraden und darin auf einerlei Seite von O liegen.
Alsdann werden die zwei Punkte aller iibrigen Paare Cund €', D und D', etc.
entweder dieselbe Lage gegen O, wie die jener zwei erstern, haben, oder
es werden alle die Winkel COC’, DOD', etc. von der Ebene OAA'BB’
rechtwinklig halbirt werden.

Im erstern dieser zwei Fille entspricht jeder Punkt der um O als
Mittelpunkt mit ¢ als Halbmesser beschriebenen Kugelfliche, und kein
anderer, sich selbst. Nichstdem entspricht ausser dieser Kugelfliiche
noch jede andere sie rechtwinklig schneidende Kugelfliche, und keine
andere, sich selbst. — Im letztern Falle sind es die Punkte des um O
mit ¢ in der Ebene OAB zu beschreibenden Kreises, so wie die durch
diesen Kreis zu legenden Kugelflichen, welche sich selbst entsprechen.

\

Von den aus der Kreisverwandtschaft entspringenden Aufgaben.

§. 39. Der Hauptnutzen, den die Lehre von den Verwandtschaften
der Figuren gewiihrt, besteht unstreitig darin, dass, wenn zwei Systeme
von Punkten, als in einer gewissen Verwandtschaft zu einander stehend,
bewiesen werden sollen, es nicht nothig ist, fiir jedes Stiick des einen
Systems, welches eben dieser Verwandtschaft willen dem entsprechen-
den Stiicke des andern Systems gleich sein muss, diese Gleichheit be-
sonders darzuthun, sondern dass immer aus einer viel geringern Anzahl
v solcher Gleichheiten auf die Gleichheit je zweier der iibrigen einander
entsprechenden Stiicke geschlossen werden kann, und dass daher zuFolge
jeder Verwandtschaft bei einem Systeme von n Punkten aus irgend »
von einander unahhﬂngige& Stiicken, welche von einer durch die jedes-
malige Verwandtschaft bedingten Beschaffenheit sind, alle iibrigen Stiicke
von derselben Beschaffenheit gefunden werden kénnen, — indem man
ndmlich ein zweites System von n Punkten construirt, in welchem die
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v Stiicke, welche den » gegebenen entsprechen, von gleicher Grisse
mit den gegebenen sind. — Dabei ist » eine von der Zahl n, von
der Art der Verwandtschaft und von dem Umstande, ob das System in
einer Geraden, oder in einer Ebene, oder im Raume enthalten ist, ab-
hingige Zahl.

~ Aus jeder Verwandtschaft entspringt demnach eine besondere Classe
geometrischer Aufgaben. Im zweiten Abschnitte meines «barycentrischen

Calculs» habe ich die Classen von Aufgaben, welche aus den fiinf dort

behandelten Verwandtschaftsarten hervorgehen, einzeln aufgefiihrt. Dass
nun auch die Kreisverwandtschaft zu einer besondern Classe von Auf-
gaben hinleitet, dies folgt im Betreff ebener Figuren sogleich aus dem
Satze (§.19.), dass, wenn zu einem Systeme von n Punkten A, B, C,D,E, ...
in einer Ebene ein ihm kreisverwandtes A', B, ... construirt werden soll,
die drei Punkte A', B', €' willkiihrlich angenommen werden kénnen, und
dass es hinreicht, wenn fiir jeden der n —3 iibrigen Punkte D', E', ... zwei
D.winkel, fiir-D" die D.winkel ABCD und ACBD,

fir E' die D.winkel ABCE und ACBE,
u. s. w. gegeben sind. Hat man aber mit diesen 2n—6 D.winkeln das
kreisverwandte System construirt, so hat man damit zugleich alle iibrigen
D.winkel und alle D.verhiltnisse des urspriinglichen Systems gefunden,
indem diese Grossen in beiden Systemen gleiche Werthe haben. Wenn

man daher D.winkel und D.verhiiltnisse, als Grissen, deren jede durch

vier Punkte bestimmt wird, unter dem gemeinsamen Namen Quater-
nionen begreift, so miissen von jenen 2n—6 D.winkeln alle iibrigen
Quaternionen des Systems als Functionen darstellbar sein. Man wird
folglich, indem man irgend 2n—5 Quaternionen des Systems als Functio-
nen jener 2n—~6 D.winkel ausdriickt und aus diesen 2n—5 Gleichungen
letztere D.winkel eliminirt, zwischen den 2n— 5 Quaternionen wenigstens
Eine Gleichung erhalten, und zwar nur Eine, wenn je 2n— 6 derselben
von einander unabhiingig sind.

Bei einem Systeme von n Punkten in einerEbene kénnen
demnach, wenn von den durch sie gebildeten Quaternionen
irgend 2n—6 von einander unabhiingige gegeben sind, alle
ibrigen Quaternionen gefunden werden.

§. 40. Ein anderer Beweis dieses Satzes, der uns zugleich zu der
mdglich einfachsten Losung der aus dem Satze entspringendenAufgaben
fithren wird, ist folgender.
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Man denke sich zu dem Systeme der » Punkte A, B, ... L, M ein
ihm kreisverwandtes A', B',... L', M’ hinzu und nehme an, dass einer
der n Punkte des letztern — es sei M’ — unendlich entfernt liege. Jeder
Quaternion des erstern Systems, welche den Punkt M enthiilt, wird als-
dann im letztern eine ihr gleiche Ternion, d. i. eine schon durch drei
Punkte bestimmte Grosse, entsprechen, indem z. B. der D.winkel MCBA
= (UMAB = BAM(C = ABCM = dem einfachen Winkel A'B'C’, und das
‘D.verhiltniss (MCBA) = (CMAB) =etc. = dem einfachen Verhultnisse
A'B:EB'C wird. Eben so ist umgekehrt jede Ternion von einer dieser
beiden Formen im zweiten Systeme einer den Punkt M enthaltenden
Quaternion im ersten gleich. Die Aufgabe: bei einem ebenen Systeme
von n Punkten 4, B,.. L, M aus # Quaternionen desselben alle iibrigen
zu finden, wird somit darauf zuriickgebracht: bei einem ebenen Systeme
von n—1 Punkten A', B',...L' aus z Stiicken desselben, welche theils
Ternionen, theils Qualernionen und somit Functionen von Temmneu
sind, alle iibrigen Ternionen des Systems zu finden.

Bekanntlich aber ktnnen bei einem ebenen Systeme von n—1
Punkten aus 2(n~1)—4 von einander unabhiingigen Verhiltnissen zwi-
schen den gegenseitigen Abstinden der Punkte, oder von solchen Ver-
hiltnissen abhiingigen Grossen, also aus 2n—6 Stiicken, welche in ihrer
einfachsten Form Ternionen von oben bemerkter Beschaffenheit sind,
alle iibrigen Stiicke derselben Art gefunden werden. Es ist dieses nim-
lich der Satz, welcher der aus der Aehnlichkeit ebener Figuren ent-
springenden Classe von Aufgaben zu Grunde liegt (Barye. Cale. S. 189).
Mithin jst =2n—6, und es wird daher auch bei einem ebenen Systeme
von n Punkten, von 2n—6 von einander unabhiingigen Quaternionen des-
selben jede (2n—5)te Quaternion abhiingig sein. Die Gleichung aber,
welche diese Abhingigkeit ausdriickt, wird einerlei sein mit derjenigen,
welche zwischen den entsprechenden Stiicken des kreisverwandten Sy-

‘stems von n—1 endlich gelegenen Punkten statt hat und nach den be-
kannten Vorschriften der Polygonometrie gefunden wird.

Diese Reduction der durch die Kreisverwandtschaft hegriindeten
Aunfgaben auf solche, die aus der Aehnlichkeit der Figuren entspringen,
erhellet iibrigens auch daraus, dass alle dem Systeme A, B,...M kreis-
verwandte und daher auch einander kreisverwandte Systeme A", B',... M’
durch die Bedingung, dass bei allen der Punkt M’ unendhnh entfﬂrnl;
liegen soll, einander dhnlich werden (§. 5.).

il s - o -
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§. 41. Um hiernach aus irgend 2n—6 von einander unabhiingigen
Quaternionen eines Systems von n Punkten A,.. L, M in einer Ebene
irgend eine (2n—5)te desselben zu finden, oder, was dasselbe sagt, um
die zwischen den 2n —5 Quaternionen besteﬁende Relation zu ermitteln,
konnen wir, die im vor. §. zuniichst auf das System A’,...L' sich be-
ziehende Losung auf das System A,.. L, M selbst tiherﬁragend und it
letztdrem operirend, als ob es das erstere wire, folgende Regeln
aufstellen :

1) In jeder der 2n —5 Qualernionen, welche den Punkt M enthilt,
bringe man denselben, wenn er nicht bereits die vierte Stelle einnimmt,

durch Versetzung der vier Punkte ohne Aenderung des Werthes der

Quaternion an die vierte Stelle (vergl. vor.§.), lasse hierauf M weg und
verwandele damit die Quaternion in eine Ternion, nimlich den D.winkel
ABCM in den einfachen Winkel ABC, und das D.verhiltniss (ABCM) in
das einfache AB:B(C. :

2) Jede der Quaternionen, in welcher M nicht vorkommt, driicke
man darch zwei Ternionen aus, wie etwa ABCD durch ABC4+CDA, und
(ABCD) durch (AB:BG) (CD:DA).

3) Man suche die Relation, welche bei dem Systeme yon n—1
Punkten A, B,...L zwischen den 2n—25 theils in Ternionen verwan-
delten, theils durch solche ausgedriickten Quaternionen besteht. Denn
dieselbe Bezichung wird auch zwischen den 2n—5 yon den n Punkten
A, B,... L, M gebildeten Quaternionen statt haben,

S. 2. Der kleinste Werth, den die Zahl n hierbei haben kann,

ist &, wodurch 2n—"5=3 wird. Bei Einem'Systerﬁe von 4 Punkten wird

daher aus je zwei von einander unabhiingigen Quaternionen jede dritle
sich finden lassen. In der That sind hier die Relationen zwischen
ABCD, BCAD, CABD, (ABCD), (BCAD), (CABD),
als worauf sich alle iibrigen Quaternionen zwischen A, .. D zuriickfithren
lassen, einerlei mit den Relationen zwischen den durch Weglassung von D
hervorgehenden Winkeln und Verhilinissen
ABC, BCA, CAB, AB:BC, BC:CA, CA:AB;
und man weiss aus der Trigonometrie, dass zwischen je dreien dieser
sechs Stiicke des Dreiecks ABC eine Relation besteht. Vergl. §. 16.
Fiir n=5 wird 2n—5=15, und man wird daher bei einem Fiinfeck
A...[E zwischen je 5 Quaternionen desselben wenigstens Eine Relation
angeben konnen.
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Werde z. B. die Relation zwischen den fiinf D.winkeln
BCDE=«a, CDEA=p, DEAB=y, EABC=0¢, ABCD=:¢
verlangt. — Durch Weglassung des Punktes E wird
a=BCD, f=DCAE=DCA, y=ABDE=ABD,
d=CBAE= CBA, e=ABC+4CDA = — i+ CDA,
und unsere Aufgabe ist somit darauf zuriickgebracht: beim Viereck ABCD

die Relation zwischen den fiinf Winkeln BCD, DCA, ABD, CBA, CDA
zu finden.

Folgendergestalt diirfte diese Relation sich am einfachsten ent-
wickeln lassen. — Es verhiilt sich
BA: AC= sin BCA:sin ABC,
CA:AD =sin CDA:sin ACD,
DA: AB = sin DBA :sin ADB,
worin, wenn alle Winkel, wie gehorig, nach einerlei Sinne gerechnet
werden, die Exponenten aller Verhiltnisse positiv sind. Aus der Zu-
sammensetzung dieser Proportionen folgt daher .
(¢) sinBCA sin CDA sin DBA =sin ABC .sin ACD. sin ADB.
Es ist aber (§. 8. (3))
BCA =BCD+DCA=ca+f, CDA=0-+¢, DBA= —y,
ABC = —d, ACD = —@; ferner ist (§. 8. (%))
BAD = ABC+BCD+CDA=¢+c, und daher (ehds. (2))
ADB=180°—DBA—BAD=180"4y—s—aq,
so wie sich auch alle iibrigen von den Seiten und den Diagonalen des

Vierecks A..D gebildeten Winkel als Aggregate von a, §, .. & darstellen
lassen.

Die Substitution dieser Werthe von BCA, etc. in (a) giebt nun die
gesuchte Relation:
sin (¢=@) sin (d=4¢) sin y 4 sin 0 sin 8 sin (e4-a—p)=0,
eine Gleichung, die mit Anwendung der identischen Formel
k sinz sin y sinz == sin (y42—2) 4 sin (24-2—y) + sin (z4+y—2)
— Sin (T4y42)
die, wie sich erwarten liess, symmetrische Gestalt
(4) sin(e4F4y—0d—¢) +sin (f4+y+0—e—a) + sin (y4-04-s—a— )
~+ 5in (04 &4 ct—f—7) = sin (e 4 F—y—0) = sin (e4f4y+0+4¢)
annimmt.
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Suchen wir noch' die der eben hahandelten analoge Aufgahe zu

losen und die zwischen den fiinf D.verhiltnissen :
(BCDE), (CDEA), (DEAB), (EABC), (ABCD)
bbwaltende Relation zu bestimmen.

Durch die dhnlicherweise wie vorhin zu bewerkstelligende Ent-
fernung des E reduciren sich die vier ersten D.verhiiltnisse auf

BC:CD, DC:CA, AB:BD, CB:BA,
und die gesuchte Relation ist daher identisch mit derjenigen, welche
resp. zwischen diesen vier einfachen Verhiiltnissen und dem D.verhilt-
nisse (AB.CD):(BC.DA)
bei einem Viereck A.. D statt findet.

Man sieht aber sogleich, dass, wenn die letztere Relation ent-
wickelt wiire, man mit Hiilfe derselben aus irgend fiinf der sechs Linien,
welche die vier Punkte A,..D mit einander verbinden, die sechste
~wiirde finden kénnen. Die letzlere Relation muss sich daher unmittelbar
aus der Gleichung ergeben, die zwischen den sechs Seiten eines voll-
stindigen Vierecks ABCD statt hat. Diese Gleichung ist, wenn man

BC=V{f, CA=y g, AB=Vh, AD=V [, BD=Vyg, CD=VkK
selzt :
fah— (g-+h—[) [ — (h=+[—9) 99’ — ([4+g—h) hk
=W =) ({—9)—9(—9) (g —F)—h(g—F)(F'—f)=0.%)
Man setze nun die fiinf Verhiltnisse BC: CD, etc., deren gesenseitige

Relation gesucht wird, resp. = :,ﬂ, Pib, }:c, :ra' ;a’

\ 'hl ] h
S0 W"‘d T"=ﬂ, —Er=b, {—=ﬂ, T=d, 'Er":ﬂl

und damit g=abf, h=df, ['= adef, ¢'=cdf, h'= af.

Substituirt man endlich diese Werthe fiir ¢, &, ', ¢, k' in obiger
Gleichung, so kommt nach Division derselben mit adf® die gesuchte
zwischen a, b, ¢, d, e, d.i. zwischen 1: (BCDE) 1: (CDEAY, etc., be-
stehende Relation :

(B) 1—a—b—c—d—e+ab4bec4cd4-de+ca
+ (1 —a)eab+ (1 —b)abc 4 (1 — ¢) bed 4 (1 —d) cde + (1 — e) dea
=+ abede =0. -

- "% Denn bezeichnen I, m, n die Cosinus der Winkel BDC, CDA, ADB, so ist
' g+h—f—EIVyTh+f —g=2m]/_f'— f'+gr—h=!n foa
und | — 12 —m?—n®—2mn=0.
Durch Elimination von I, m, n aus diesen vier Gleichungen geht aber die obige zuerst
wohl von Carnot in seiner Géom. de posit. entwickelte Gleichung hervor.
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Zusatz. Hinsichtlich der letztern Formel verdient noch bemerkt
zu werden, dass sie zugleich die zwischen den gegenseitigen Abst:inden
von fiinf Punkten im Allgemeinen geltende Bedingung darstellt, unter
der, wenn vier der fiinf Punkte in einer Ebene liegen, auch der fiinfte
in dieser enthalten ist.

In der That, liegen A, B, C, D in einer Ebene, und E ansserhalb
derselben, so bestimme man ihr einen Punkt E, dergestalt, dass

(BCDE,)=(BCDE)=1:y/a und
(CDE\A) =(CDEA) =1:)/b, dass mithin
(1) DE,:E,B=DE:EB und

(2) DE,.:E.A=DE:EA.

Dieses ist immer, und zwar auf doppelte Weise, moglich. Denn

wegen (1) und (2) ist E, ein Punkt des durch die Doppelproportion
AX:BX:DX=AFE:BE:DE

bestimmten durch E' gehenden und von der Ebene ABD rechtwinklig

halbirten Kreises (§. 22. d.); und weil E, zugleich in dieser Ebene liegen

soll, so ist E, einer der beiden Endpunkte des Durchmessers, in wel-

chem jener Kreis von der Ebene halbirt wird.

Haben nun die Buchstaben a, b, ¢, d, e die ihnen im Obigen durch die
gegenseitigen Abstinde der Punkte A, B, C, D, E zugewiesene Bedeutung,
und bezeichnet man die auf gleiche Weise von den Punkten A, B, C,
D, E, abhingigen Zahlen mit a,, b,, ¢,, d,, e,, so ist wegen (1) und (2)

3) ay=a, b=b, ¢;=c, und iberdies e,=e.

Weil aber A, B, C, D, E, in einer Ebene liegen, so besteht jetzt
zwischen a,, b,, ¢,, d,, ¢, die vorhin zwischen a, b, ¢, d, e erhaltene
Gleichung (B). Soll daher jene Relation zwischen a, b,..e selbst auch
gegenwartig noch statt haben , so muss wegen (3) noch d,=d, also

(E,ABC) = (EABC) und daher EC:E,C=EFEA:E A

sein. Hieraus aber folgt in Verbindung mit den Proportionen (1) und (2),
wofur wir auch  EB:E,B=ED:ED=FEA:EA

SEhI‘BihEI'; kénnen, dass in einer gewissen durch B, D, A gehenden
Kugelfliiche, deren Mittelpunkt in EE, fillt, auch C liegen muss, und dass
mithin, wenn A, B, ¢, D in einer Ebene sind, E aber ausserhalb der-
selben liegt, die Gleichung (B) nur in dem speciellen Falle noch be-
sieht, wenn jene vier Punkie in einem Kreise, als dem Durchschnitte
der Kugelfliche mit der Ebene, enthalten sind,

i = - ag g
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§. 43. Eine besondere Betrachtung haben wir noch dem Falle zu-
zuwenden, wenn die n Punkte A,...M des Systems in einem Kreise
liegen. Diese Bedingung wird vollstindig dadurch ausgedriickt, dass
von den n—3 D.winkeln, welche mit gewissen dreien der n Punkte
jeder der iibrigen bildet, ein jeder entweder =0, oder =180° ist. Von
den im Allgemeinen erforderlichen 2n — 6 von einander unabhiingigen
Quaternionen sind daher n —3 schon durch die Bedingung der Kreislage
als bekannt anzusehen, und es miissen folglich nur noch n —3 Quater-
nionen, und zwar D.verhiltnisse, gegeben sein, so wie auch die ge-
suchte Quaternion nur ein D.verhiltniss sein kann. Bei einem System
von n Punkten eines Kreises konnen daher aus n—3 von
einander unabhiingigen D.,verhiiltnissen alle iibrigen
D.verhiltnisse gefunden werden.

Dasselbe erhellet ihnlicherweise, wie in §. #0., auch daraus, dass
jede mit der Kreisfigur A...LM kreisverwandte Figur A"...L'M’, wobei
M'unendlich entfernt liegt, in einer Geraden enthalten ist, dass alle diese
Figuren, deren jede aus n—1 Punkten 4',...L' in einer Geraden be-
steht, einander ihnlich sind, und dass, um eine einer solchen Figur dhn-
liche construiren zu kénnen, von ersterer (n~—1)—2 von einander un-
abhingige Verhdlimsse zwischen den gegenseitigen Abstinden ihrer
n—1 Punkte gegeben sein miissen.

Uebrigens kann man die Zahl n —3 auch noch daraus folgern, dass
jede Relation zwischen D.verhiil(nissen, die von beliebig in einem Kreise
liegenden Punkten gebildet werden, zufolge der Natur der Kreisver-
wandtschaft auch dann noch bestehen muss, wenn die Punkte in einer o«
Geraden genommen werden, und dass aus n—3 von einander unab-
hiingigen D.verhiltnissen zwischen n Punkten in einer Geraden alle
iibrigen sich finden lassen (Baryc. Calc. §. 187.).

Die Formel, welche bei n Punkten eines Kreises die Relation zwi-
schen n —3 gegebenen und einem gesuchten D.verhiltnisse ausdriickt,
ist hiernach die némliche, wie bei n Punkten einer Geraden. So wie aber
im letztern Falle, wenn die Formel allgemeine Giiltigkeit haben soll, bei
jedem D.verhiltnisse nicht bloss sein absoluter Werth, sondern auch
sein Zeichen zu beriicksichtigen ist, so muss ein Gleiches auch bei einem
System von Punkten in einem Kreise geschehen, und wir haben daher
noch das Merkmal zu ermitteln, an welchem das Vorzeichen eines D.ver-
hiltnisses, dessen vier Punkte in einem Kreise liegen, erkannt wird.
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Sind A, B, C,.. Punkte einer Geraden, so ist das Verhtltniss AB:BC
positiv oder negativ, jenachdem B zwischen oder ausserhalb A und C
liegt, folglich das aus den zwei Verhiltnissen AB: BC und €CD:DA zu-
sammengesetzte D.verhiltniss (ABCD) dann und nur dann negativ, wenn
von den zwei Punklen B und D der eine zwischen, der andere ausser-
halb A und C liegt, also wenn von den zwei Winkeln ABC und ADC
der eine =180° der andere =0 ist, mithin wenn der D.winkel ABCD
=180%ist; dagegen wird das D.verhiliniss positiv sein, wenn der gleich-
lautende D.winkel =0 ist. Wegen der Gleichheit entsprechender D.winkel
in kreisverwandten Figuren wird folglich nach derselben Regel auch dann,
wenn A,..D in einem Kreise liegen, das D.verhiltniss (ABCD) mit dem
einen oder andern Zeichen zu nehmen sein, also (§. 1%. a.) mit dem ne-
gativen oder positiven, jenachdem sich die Sehnen AC und BD innerhalb
oder ausserhalb des Kreises schneiden, oder — wie man sich auch aus-
driicken konnte — jenachdem die Bégen AC und BD, keiner von ihnen
grosser als der Halbkreis genommen, in einander greifen, oder nicht.

§. 4%. Um das Vorstehende durch ein Beispiel zu erliutern, wird es
hinreichen, die einfachste unter den hierher gehorigen Aufgaben zu wiihlen
und zu zeigen, wie bei vier in einem Kreise begriffenen Punkten A4,..D,
und wo daher n —3 =1 ist, aus einem der beiden D.verhiltnisse

(ABCD)=a und (ACBD)=b
das andere gefunden werden kann. |

Angenommen, dass A,..D in einer Geraden liegen, und darin D
unendlich entfernt ist, wird

a=(AB:BC) (CD:DA)= — AB:BC=BA:BC,
wegen CD:DA= —1, und eben so |
= —AC: GB=AC:BC,
folglich a4 b==1, wegen BA4+AC=BC.

: Mithin ist auch dann, wenn die vier Punkte in einer Geraden und
alle endlich entfernt liegen, so wie auch dann, wenn sie in einem Kreise

enthalten sind:  (ABCD)+(AGBD)=1 (vergl. §. 26.);

und diese Gleichung gilt bei gehoriger Beriicksichtigung der Zeichen
allgemein, fiir jede Aufeinanderfolge der vier Punkte. Ist z. B. ABDC
diese Folge, so greifen weder AC und BD, noch AB und CD in einander,
und es sind daher @ und b positiv. Dagegen findet sich bei der Folge ABCD
a negativ und b positiv.
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Zusatz. In jeder Gleichung zwischen D.verhiltnissen, deren Punkie
in einem Kreise liegen, so wie in jeder andern mit einer solchen identi-
schen Gleichung, z. B. in der nach A, B, C symmelrisch geordneten

AD .BC+BD.CA+4CD.AB=0,

kann man die Zeichen der einzelnen Glieder auch dadurch ermitteln,
dass man zuerst die Zeichen der einzelnen Linien nach folgender Regel
bestimmt. Man wihle beliebigwo im Kreise einen Punkt M und nehme jede
der Sehnen AD, BC, etc. negativ oder positiv, jenachdem man, im Kreise
selbst stets nach einem und demselben Sinne fortgehend, um von A bis D,
von B bis C, ete. zu gelangen, durch M gehen muss, oder nicht. — Die
Richtigkeit dieser Vorschrift wird sogleich einleuchten, wenn man in
einer kreisverwandten geradlinigen Figur den Punkt M unendlich ent-
fernt annimmt.

§. 45. Sowie in Folge der Theorie der Kreisverwandtschaft ebener
Figuren jede Relation zwischen D.verhiltnissen, die von Punkten einer
Geraden gebildet werden, auch fiir ein System von Punkten eines
Kreises gilt, so muss, den Sitzen gemiss, die in §. 32. u folg. in
Bezug auf die Kreisverwandtschaft im Raume entwickelt worden sind,
auch jede Gleichung zwischen Quaternionen emer ebenen Figur unver-
indert von der Ebene auf eine Kugelfliche iibergetragen werden kénnen,

wie auch schon aus der Theorie der stereographischen Projection
(§. 2&. und 25.) hervorgeht.

Bei einem Systeme von n Punktén einer Kugelfliche
wird demnach gleichfalls (§. 39.) durch 2n—6 von einander un-
abhingige Quaternionen jede der iibrigen bestimmt; nur
dass hierbei unter ABCD der von den zwei Kreisen ABC und ADC
gebildete Winkel zu verstehen ist.

Bei vier Punkten einer Kugelfliche, d. i. bei vier im Raume beliebig
liﬁyenden Punkten A ,..D, werden daher zwischen

den Producten BC.AD, CA.BD, AB.CD und
den Winkeln BAC*BDC, CBA'CDA, ACB'ADB

dieselben Relationen, wie zwischen den Seiten und den gegeniiber-
licgenden Winkeln eines ebenen Dreiecks, statt haben.
Desgleichen werden die zwei in §. 42. fiir ein ebenes Fiinfeck ent-

wickelten Formeln (4) und (B) auch bei einem Systeme von fiin{ Punkten
auf einer Kugelfliche bestehen. Und da die Formel (B) auch als die
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zwischen den gegenseitigen Abstinden der funf Punkte zu erfiillende
Bedingung angesehen werden konnte, unter welcher, wenn vier der fiinf
Punkte in einer Ebene liegen,' anch der fiinfte in ihr begriffen ist, durch
vier Punkte aber stet seine Kugelfliche beschrieben werden kann, so wird
— den Geselzen der Kreisverwandtschaft gemiss — dieselbe Formel (B)
auch die Bedingung ausdriicken, unter welcher die finf Punkte in einer
Kugelfliche enthalten sind; wobei ich nur noch bemerke, dass der dort
gedachte specielle Fall, in welchem dessen ungeachtet, dass der eine
Punkt micht in der Ebene der vier iibrigen liegt, die Gleichung (B) den-
noch giiltig ist, hier keine Ausnahme begriindet, indem alsdann die vier
Punkte in einem Kreise liegen miissen, durch solche vier Punkte aber
und jeden fiinften sich immer eine Kugelfliiche beschreiben lisst.

§. 46. Was noch die aus der Kreisverwandtschaft riumlicher Fi-
guren hervorgehenden Aufgaben und insonderheit die Anzahl der Qua-
ternionen anlangt, welche bei einem Systeme von n Punkten im Raume
gegeben sein miissen, um alle iibrigen Quaternionen finden zu kinnen,
so ergiebt sich diese Zahl auf eine den in §§. 39. und 40. bei ebenen
Figuren angestellten Betrachtungen ganz analoge Weise.

Soll ndmlich ein dem Systeme von n Punkten M, N, A, B, C, ...
kreisverwandtes construirt werden, so geschieht dieses ‘nach §. 36.
dadurch, dass man erstens an die n—2 Kreise MAN, MBN , MCN, ...
in M geradlinige Tangenten a, b, ¢, ... legt und ein diesem Liniensystem
gleiches System von Geraden a', b', ¢, ... construirt, welche sich in dem
willkiihrlichen Punkte M’ schneiden. Hierbei kann beliebig durch M’
gelegt werden; )" wird durch den Winkel a"b'= a'b, und jede der n— &
iibrigen Geraden ¢, d,...darch zwei Winkel, z B. ¢’ durch a*¢=a'c
und b'*¢’=0b"c, bestimmt. Die Anzahl aller Winkel, welche somit
dem urspriinglichen Systeme entnommen werden, ist =142 (n—4%),
und jeder dieser Winkel ist eine Quaternion, z. B. a'b = MAN'MBN
= MANB.

Nach willkithrlicher Annahme von N' lassen sich nunmehr die
n—2 Kreise M'A'N', M'B'N’, M'C'N’, etc. beschreiben. In dem ersten
derselben ist A"ein beliebiger Punkt; jeder der iibrigen Pankte B, (. ...
aber wird in seinem Kreise durch ein D.verhiiltniss bestimmt, z. B. B’
durch I(M AN'B)=(MANB). Die Anzahl der hierzu erforderlichen D.ver-
hiltnisse ist demnach =n—3.
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Die Anzahl aller Quaternionen, welche zur Construction des kreis-
verwandten Systems nothig sind, ist folglich =142n—4) 4n—3
=3n—10. Hieraus ist aber, wie in §. 39., zu schliessen, dass bei
einem Systeme von # Punkten im Raume ausirgend 3n—10
voneinanderunabhiingigen Quaternionen desselben alle
ibrigen Quaternionen gefunden werden kénnen.

Zu demselben Resultale kann man, wie in §. 40., auch dadurch
gelangen, dass man das System von n Punkten auf ein anderes von
n—1 Punkten reducirt, indem man. fiir das erstere ein ihm kreisver-
wandtes setzt, dessen einer Punkt unendlich entfernt liegt. Jede diesen
Punkt enthaltende Quaternion verwandelt sich damit auch hier in eine
Ternion, und jede hierher gehorige Aufgabe in eine derjenigen, welche
aus der Verwandtschaft der Aehnlichkeit entspringen. Wie man weiss,
gilt aber hinsichtlich solcher Aufgaben, insofern sie den Raum betreffen,
der Satz, dass bei emnem System von n—1 Punkten aus 3(p—1)—1,
=3n—10, von einander unabhiingigen Stiicken, welche theils Ter-

nionen, theils Functionen solcher sind, alle iibrigen Stiicke derselben Art
sich finden lassen.

Es leuchtet iibrigens von selbst ein, dass die in §. 41. gegebenen
Vorschriften, um eine zur Kreisverwandtschaft in der Ebene gehorige
Aufgabe auf eine gewdhnliche der Polygonometrie zuriickzufiihren, auch
gegenwiirtig anwendbar sind, und ich will nur noch bemerken, dass
fiir n=4, wo 3n—10=2 wird, die Aufgabe mit der bereits in §. 42.
fiir denselben Werth von n aufgestellten zusammenfilit.

§. #7. Sowie im Letztvorhergehenden, um eine Relation zwischen
Quaternionen einer Figur zu erhalten, einer der Punkte der Figur un-
endlich entfernt angenommen, und damit jede diesen Punkt ent-
haltende Quaternion in eine Ternion verwandelt wurde, so kann man
auch aus denselben auf der Natur der Kreisverwandtschaft beruhen-
den Griinden, aus jeder Gleichung zwischen Ternionen, d. h. aus
jedem Satze, welcher eine Relation zwischen einfachen Winkeln und
Linienverhiiltnissen betrifft, dadurch, dass man jeder Ternion einen und
denselben neuen Punkt hinzufiigt, einen entsprechenden Satz zwischen
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Quaternionen ableiten.— Die Kreisverwandlschaft wird auf solche Weise

eine sehr ergiebige Quelle neuer Siitze, deren Beschaffenheit aus den
nachfolgenden Beispielen geniiglich erhellen wird.
1) Daraus, dass die Summe der drei Winkel eines Dreiecks ABC
+BCA+CAB=180"ist, folgt durch Zusetzung von D:
ABCD+4BCAD+-CABD=180° (§. 13.),

wofiir wir auch schreiben konnen :
BCD*BAD+CAD*CBD+ABD*ACD =180°.

Also auch in einem von drei Kreisbogen gebildeten Dreiecke ABC
ist, wenn sich die drei Kreise noch in einem Punkte D schneiden, die Summe
der drei Winkel zweien Rechten gleich.

Die analogen Sitze fiir cyklische in einer Ebene oder auf einer
Kugelfliche construirte Vierecke, Finfecke u.s.w. folgen hieraus
von selbst.

2) Aus der trigonometrischen Grundformel CA:AB==sin ABC:sin BCA
fliesst (CABD) = sin ABCD :sin BCAD (§. 16.).

3) Ist BAC=180° so ist (AB:BC)+ (AC:CB)= —1. Ist daher
BACD=1809, d.h. liegen die vier Punkte B,..D in der genannten Folge
in einem Kreise, so hat man, weil fiir einen unendlich entfernten Punkt D
AD:DC=AD:DB = —1 ist,

(ABCD)+(ACBD)=1 (vergl. §§. &&. und 26.).
&) 1st BAC=90°, so ist (AB:BC)*+(AC:CB)*=1. Aus BACD=90°
fulgl; daher (ABCD)*+(ACBD)*=1, d. 1.
AB. CD*+AC*. BD*=AD*. B(*.

Wenn demnach bei einem ebenen Viereck die Summe zweier gegen-
uberliegenden Winkel einen Rechten betrigt, oder allgemeiner: wenn bei
einem Viereck BACD, mag es eben sein, oder nichi, die damil bestimmien
Kreise BAC, BDC, und folglich auch die Kreise ACD, ABD, sich recht-
winklig schneiden, so ist die Summe der Producie aus den Quadralen der
gegeniiberliegenden Seiten dem Producte aus den Quadraten dér Diagonalen
gleich; ein neuer dem ptolemiischen ganz analoger Salz, der eben so
aus dem pythagoriischen, wie der ptolemiische aus dem Satze fliesst,
dass in einem Dreiecke, welches einen Winkel von 180° hat, die Summe
der ihn bildenden Seiten der dritten Seite gleich ist.




piE THEORIE DER KREISVERWANDTSCHAFT. 593

5) Je zwei Seiten AB, AC eines Dreiecks werden von einer Parallele
DE mit der dritten Seite in-gleichen Verhilt-
nissen geschnitten; oder, in Gleichungen aus-
gedriickt: Ist

(a) ADB=180°,

(b) AEC=180°,

(¢) CBD4-BDE=180",
so verhiilt sich

(d) AD:DB=AE:EC;

woraus wir, den Punkt N hinzufiigend,

. | % 0 schliessen: Wenn
[a] ADBN =*!8I]I, 1b] AECN=1 80°, [c] CBDN+BDEN =180°,
s0 ist " [d) (ADBN)=(AECN).

Es ist aber [¢] identisch mit
BDN*BCN=180°—DEN"DBN=BDN'DEN,

und daher (¢*] BCN'DEN=0,
was man auch unmittelbar aus BC*DE =0 hitle schliessen konnen.

Wenn man daher bei einem von drei sich in einem Punkte N schnei-
denden Kreisen ABN, ACN, BCN gebildeten Dreieck ABC durch N einen
vierten Kreis DEN legt, welcher den einen jener Kreise BCN (wegen [¢*])
in N beriihrt und die beiden andern ABN und ACN (wegen [a] und [b])
in D und E schneidet, so ist (nach [d])

(AD:DB)BN=(AE:EC).CN oder, was dasselbe.ist (8- 42 ):

 (ADBNCE) = —1.
Eben so ergeben sich aus den Proportionen
BA:AD=CA:AE und AD:DE=AB:BC

die Gleichungen (BADN)= (CAEN) und (DABCNE)= —1.

Auch sind bei der Kreisfigur, ebenso wie bei der geradlinigen.
die zwei Dreiecke ABC und ADE gleichwinklig. |

6) Wird von den drei Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks eine

vierte Gerade in F, G, H geschnitten, so ist bekanntlich

B Ce 4B __ . .
FC . @A) BT
Dieselbe Gleichung besteht folglich (§. 15. Zus.) auch dann, wenn -

von den drei durch vier Punkte A, B, €, N bestimmten und daher, wo
Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. IV. 42
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nicht in einer Ebene, in einer Kugelfliche liegenden Kreisen BCN, CAN,
ABN ein vierter durch IV gehender und in derselben Fliche enthaltener
Kreis in F, G, H geschnitten wird. — Dabei ist das Verhiltniss BF: FC
positiv zu nehmen, wenn BFCN, negativ aber, wenn FBCN, oder BCFN
die Aufeinanderfolge dieser vier Punkte in ihrem Kreise ist, weil, wenn
FF mit B und C in einer Geraden, und N in dieser Geraden unendlich
entfernt liegt, das Verhillniss BF:FC unter denselben Bedingungen
einen positiven, oder negativen Exponenten hat. — Dass Analoges
auch von den Verhiltnissen CG:GA und AH: HB gilt, brauche ich nicht
hinzuzufiigen. ~
' 7) Wenn die Geraden AB und CD, und des-
gleichen AC und BD einander parallel sind, so
ist AB=CD und AC=BD, also BA:AC=DC:CA
und CA:AB=DB:BA. Hieraus folgt der Salz:

Legt man in einer Ebene oder einer Kugel-
fliche durch einen Punkt N zwei Paare einander
daselbst berithrender Kreise ABN und CDN, ACN
und BDN, so verhilt sich

AB:CD=AN.BN:CN.DN d.i. (ABNCDN)=1
and ~ AC:BD=AN.CN:BN.DN d.i. (ACNBDN)=1.

Uebrigens ist, wie bei dem geraﬂlinigen Parallelogramm ABDC,
auch bei dem gleichnamigen von den vier Kreisen gebildeten Vierecke
die Summe je zweier niichstfolgender Winkel = 180°.

8) Werden von vier sich in denselben zwei Punkten schoeidenden
Kreisen einer Ebene oder einer Kugelfliche zwei andere Kreise, deren
jeder nur den einen jener zwei Punkte trifft, in A, B, C, D und in F, G,
H, J geschnitten, so ist (ABCD)=(FGHJ), wie aus dem bekannten
Satze von vier sich in einem Punkle schneidenden und in einer Ebene
liegenden Geraden hervorgeht. — Und da dieser Satz auch fiir ein
System von vier sich in derselben Geraden schneidenden Ebenen gilt,
so wird auch von vier durch einen und denselben Kreis gelegten Kugelflichen
jeder andere diesen Kreis einmal schneidende Kreis nach einem und dem-
selben D .verhdlinisse geschnitten.

9) Werden die drei Seiten BC., CA, AB eines Dreiecks von einer
vierten Geraden in A’, B, €' geschnitlen, so sind die zwel Systeme

A, B, C, A B, Cud A, B,C, A, B C
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einander kreisverwandt, wie sich, sei es durch die Gleichheit je zweier
entsprechender D.winkel, oder je zweier entsprechender D.verhiltnisse,
leicht darthun lisst. Den vier Geraden A'BC, AB'C, ABC', AB(C des
einen Systems entsprechen daher im andern die vier Kreise AB'C,
A'BC, ABC, ABC, die sich folglich in einem Punkte, dem C.punkte
des andern, (der wegen der involutorischen Beziehung zwischen beiden
Systemen auch der C.punkt des erstern ist,) schneiden miissen. Dies
giebt den bekannten Satz, dass die vier Kreise, welche man um die
vier von vier in einer Ebene enthaltenen Geraden gebildeten Dreiecke
beschreibt, sich in einem Punkte schneiden.

Wir folgern hieraus weiter, dass, wenn vier in einer Ebene oder
einer Kugelfliche liegende Kreise einen Punkt gemein haben, auch die
vier neuen Kreise, welche um die von Bigen der erstern gebildeten
Dreiecke beschrieben werden konnen, sich in Einem Punkte begegnen;
-oder mit andern Worten : Haben sechs Punkte A, B, C, A’, B', C' eine solche

Lage, dass sich die vier Kreise ABC, AB'C, ABC', A'B'C' in einem Punkte

schneiden, und weshalb die sechs Punkte, wo nicht in einer Ebene, in einer

Kugelfliche liegen miissen, so schneiden sich auch die vier Kreise AB'C,
ABC, ABC, ABC in einem Punkle.
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